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GECIKMESI DAGITILMIS MODELLERDE YANLI TAHMIN
EDICIiLER

Selahattin KACTIRANLAR®

OZET

Gecikmesi sonlu dagmilmiy modeller, aym degiskenin gecikmeli ve
gecikmesiz degerlerine sahip oldugimdan sik stk yiiksek iligkili degiskenlere
sahip olurlar. Bu modellere En Kicik Kareler (EKK) Yontemi
uygulandiginda bazi sorunlarla kargilagiir. Bu sorunlar: ¢ozmek icin de
Almon ve Koyck Modeli gibi modeller oOnerilmigtir. Bu ¢ahgmada,
regresyon analizinde coklu ig iligki problemini ¢ozmek icin EKK'ya
alternatif olarak tanimianmig Ridge ve Liu tipi tahmin ediciler gibi yanl
tahmin edicilerin Almon metodu ile kombinasyonlar: ele alinarak alternatif
metotlarin verilmesi amaclanwmistr. Ayvica tammlanan metodiar Almon
(1965} verisi kullarlarak kargilastiifrugtir.

Anahtar Kelimeler: Almon tahmin edici, Geeilkanesi sonlu dafitilmig model, Ridge tahmin edici,
Liu tahmin edici.

1. GiRiS
Gecikmesi sonlu dagitilmig model,
¥, =A%+ 8% +ene ...+ﬂp,x,_P+u, t=p+l,....... = iﬁ,.x,_,. +u,,u,~IN(0,crf) (1)
i=0

seklindedir. B, katsayilari gecikme afirliklan olarak adlandirilir. (1) modeli matris
formunda
y=Xp+u 2

seklinde yazilabilir. Burada

Ypu By il Xy ol Upn
y= y};+2 I ﬁ o ﬁl: , X 2 xj;+2 J:FH .-.. _1:72 U= u};+2

Yr B 2 Xy  Xpg Xy, Uy
formundadar.

(1) modelinin direk olarak bilinen EKK ydntemiyle tahmin edilmesi durumunda
agagidaki problemlerle kargilagilir:

a) Bagimsiz degiskenler arasinda ¢oklu i¢ iligki problemi olabilir. Ciinkii, aym
degiskenin p gecikmeleri modelde yer almaktadir.
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b) Gecikme uzunlugu p ’nin bilinmemesidir. p bilinse bile bu say1 biiylik ve 6rneklem
miktar1  kiigiikse  parametreleri tahmin  edemeyebiliriz.Gecikmesi  dagitilmig
modellerdeki bu tiir problemleri ¢6zmek amaciyla Koyck ve Almon modeli gibi ¢esitli
yontemler o6nerilmistir. Bu modellerin hemen hemen hepsi (1)’deki £ ’larin davranisi
hakkinda bazi onbilgilerin tanimlanmasin1 gerektirmektedir. Genel olarak bu 6nbilgi

stokastik ve stokastik olmayan diizeltilmis onbilgi seklinde siniflandirilmaktadir (Vinod
ve Ullah, 1981; Gujarati,1999).

Irving Fisher (1937) ilk olarak stokastik olmayan diizeltilmis 6n bilgiyi

B =(p+1-i)a 0<i<p (€)
=0 i>p
formunda vermistir. Burada o bilinmeyen herhangi bir parametredir. (1)’de (3)’iin
yerlestirilmesiyle,
D
Y= {Z(p +1—i)xf,}a *u, )
i=0
=z,a+u,

elde edilir. Boylece o ’nin EKK tahmini (4) nolu modelden bulunabilir ve (3)’tin
kullanilmasiyla £, ’lerin tahmini bulunabilir.

B, tzerinde lineer stokastik olmayan 6nbilginin genellestirilmesi,

Bi=a,+ajit+a,i’+...+a,i p=r=0 (3)

seklinde r-inci dereceden bir polinom olarak yazilabilir. S, gecikme agirliklarinin bu

yapist Almon (1965) tarafindan verilmistir. Bu yiizden Almon gecikme polinomu olarak
bilinmektedir. Tekrar (5)’in (1)’de yerlestirilmesiyle ¢« ’larin tahminlerini ve (5)’in
kullanilmasiyla £, ’lerin tahminlerini bulabiliriz. (§) matris formunda,

f=Aa (6)

seklinde yazilabilir. Burada 4:(p +1)x (r +1) tipinde bir matris ve a : (r+1)x1 tipinde
bir vektor olmak iizere;

100 ..0
a,
111 ...1 .
 FE R e
2 r a"
1pp'n.p

formundadir. X ve A4 matrislerinin ranklarinin (p + 1) < (T - p) ve (r + 1) <(p+ 1)
oldugu varsayilmaktadir. Eger » < p ise A’ nin ranki (r + 1) olur.

(6) ile verilen [ flizerinde stokastik olmayan 6nbilgi altinda, (2)’deki f’y1 Almon
metodu ile tahmin edebiliriz. Bunu yapmanin iki yolu vardir. (6), (2)’de yerine yazilirsa,

y=XAa+u
=Za+u )
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elde edilir. & 'nin EKK tahmin edicisi,

a=(z2'z)"z'y (8)
=(A4Xx'x4)" 4 X'y
dir. £’ nin Almon tahmin edicisi bu durumda,

B, =4Aa 9)
olur. Eger f = Aa dogru ise,
EB4)= 8 ve VarlB, )= 4 Var(@) 4= o2 (4 X' XA 4= o2 A(A'S4) " 4
dir ve burada S = X' X *dir. Yani ,5’ ', en iyi lineer yansiz tahmin edicidir (BLUE).

,@ 'yt elde etmenin diger bir yolu ise Kisith En Kiigiik Kareler (RLS) yontemi
uygulamaktadir. 4 ’nin kolonlar1 lineer bagimsiz oldugundan,

M=1-A44)"4 (10)
seklinde idempotent bir matris tanimlanabilir. Burada 7, (p+1)x(p+1) tipinde bir
birim matristir. Bu durumda g = A« olmasi

MB =0 (11)
olmasint gerektirir. (2) ile (11)’in birlikte ¢6ziilmesiyle RLS tahmin edicisi
AR =b—S_1M'[MS_1M] Mb (12)

seklinde elde edilir. Burada b, (2) modelinden elde edilen »=S"'X"'y seklinde EKK

tahmin edicisidir ve “—" genellestirilmis tersi gosterir. M matrisi, Terasvirta (1976) nin
kullanilmasiyla,

M=I1-A(4A4)"4=R(RR)'R=M" (13)
seklinde yazilabilir. Burada R: (p —r)x(p+1) tipinde tam satir rankli asagidaki gibi
bilinen bir matristir.

Gecikmesi Dagitilimis Modellerde Yanh Tahmin Ediciler

‘(71)0(%1} (71)1(}’;1]

BRI

Mg =0 olmasi ayn1 zamanda,
R =0=RAc

O I
)

(71),,(}’:1J
| ()

(14)

olmasini gerektirir. (2) ile (14) birlikte ¢oziiliirse RLS tahmin edicisi
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Be=b-S'R[RS'R]'Rb (15)

seklinde tahmin edilir. Bu ifade, (9) ve (12) ile 6zdestir. RS =0 dogru degilse /;’ . de
yanlt olacaktir. Ayrica Vinod ve Ullah (1981) tarafindan ,éR ve b tahmin edicilerinin
hata kareleri ortalamasi (MSE) matrisleri karsilastirilarak

MSE(B, )< MSE(p) = B/ (RS'R)" f < 2
elde edilmigtir. Burada MSE hata kareler ortalamasi matrisini gostermektedir.

Almon tahmin edicinin bazi dezavantajlarindan dolayr karsilagilan problemleri
gidermek i¢in Hoerl ve Kennard (1970) 1 ridge tahmin edici yaklagimi alternatif olarak
ele alinmistir (Maddala, 1974; Vinod ve Ullah, 1981; Yeo ve Trivedi, 1989; Chanda ve
Maddala, 1984).

(7) modelinden « ’nin Ridge tahmin edicisi
&, =(2'z+k)"'2'y
=(A'SA+kI)'AX'y
ve

A

B =4a; (16)

seklinde elde edilir. Burada 7, (r + 1)>< (r + 1) tipinde bir birim matristir. Ayrica,
MSE(@,) < MSE() < o' |(4'SA)+2k'I] & < 5

oldugu Vinod ve Ullah (1981)’de gosterilmistir. Burada,

va)=0(2z+k)"'222(2Z+k)" =06,G,2'ZG,
Bias(@, )= —k(Z'Z + k)" a = —kG,a

olmak tizere
MSE(a,)=G,l0,’2'Z + Kaa')5, ,MSE(@)=0,>(2'Z)"
seklindedir.

Ancak, ridge tahmin edicisi ve Lindly ve Smith (1972) tarafindan verilen genigletilmis
sekli gecikmesi dagitilmis modeller i¢in ¢ok umut verici degildir (Maddala, 1974). Bu
nedenle alternatif tahmin yontemlerine ihtiya¢ duyulmaktadir.
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2. ALTERNATIF METODLAR
2.1. Almon ile Kisith Ridge’in Kombinasyonu

Gross (2003)’de (2) modeli ile RS = r kisitlamasini birlestirerek
B,y = Bk, p,)- S(k) RIRSK)'RT (RAGK. B,)-r) k=0 (17

seklinde yeni bir kisitli ridge tahmin edici tanimlamuistir.

Burada  A(k.f,)=Sk)'(X'y+kR(RRY'r),  S(K)=X'X+k =S+k  ve
By = R'(RR’)f1 r~ dir. Ozkale ve Kagiranlar (2007) bu tahmin edicinin alternatif olarak

B, (k)= p) - S(k)' RIRS(k)' RT (RAK) -r) k=0 (18)

seklinde yazilabilecegini gostermislerdir. Burada ﬁ(k) =S (k)_lX 'y olup bilinen ridge
tahmin edicidir. (18), (12) ve (15) de verilen RLS ile benzer yapidadir.

Simdi Almon ile Kisithh Ridge’ in kombinasyonu yardimiyla asagidaki tahmin ediciyi
tanimlayabiliriz. (2), (11) ve (18)’ in birlestirilmesiyle

BROO= P~ S IMIMSTIMT MBy k20 (19)

elde edilir. Burada ﬁk = Aq, ’dir. Benzer sekilde (2), (14) ve (18)’in gbz oniine
alinmasiyla Kisith Ridge tahmin edicisi

By = B, —S,'R[RS, 'R RS, k>0 (20)

seklinde de verilebilir. Burada S, :(A'SA+kI )7] “dir. (19) ve (20) de elde edilen
tahmin edicilerin (16) ile 6zdes oldugu goriiliir.

2.2. Almon ile Liu Tahmin Edicinin Kombinasyonu

Coklu i¢ iliski problemini gidermek i¢in daha 6nce ele aldigimiz ridge tahmin edici
pratikte yaygin kullamima sahiptir fakat & ’y1 se¢mek i¢in bazi popiiler metotlar
kullanirken karmasik denklemlerle yiiz yiize kaliriz. Bu problemi gidermek amaciyla
Liu (1993), Ridge ve Stein tipi tahmin edicileri birlestirerek (2) formundaki bir model
igin
B, =X X+1)"(X'y+db)
=(X'X+1)' (X' X +dI)b, 0<d<l 21)

seklinde bir tahmin edici tanimlamistir. Bu tahmin edici Akdeniz ve Kagiranlar
(1995)’de Liu tahmin edici olarak adlandirtlmistir. ,é ', ’nin Ridge tahmin edici tizerine

avantaji d 'nin bir lineer fonksiyonu olmasi ve bu nedenle d ’nin se¢iminin daha kolay
olmasidir.
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Liu (1993)°de mse(ﬁd )S mse(b) olacak sekilde her zaman bir 0<d <1oldugu
gosterilmistir. Burada mise hata kareler ortalamasi skalerini gostermektedir.

(7) numaralt model i¢in Liu tahmin edicisi

a,=(2'z+1)"(2'y+da)
=(4'SA+1)' (4 X'y +da) (22)

seklindedir. Bu tahmin edici
a,=2z+1Y(2Z+dla
=(4'SA+ 1) (A'SA+dI)a
=G,é

(23)

seklinde de verilebilir. 8 mn tahmin edicisi de 3, = A@, olur. (23)’den @, tahmin
edicisi i¢gin
MSE (a,) =V (a,)+ [Bias (&, )|Bias(a,)]
—0,7G,(4'54)" G (1 - d)? (454 + 1) e’ (454 + 1))
elde edilir. MSE(@)=0c,’(4'S4)" oldugunu biliyoruz.

Boylece,

MSE(é&,)- MSE(&)=0o,’ l(A'SA)” -G, (454)" G, ']— (1-d)P(4'SA+1)" aa'(4'SA+1)"
dir.
Farebrother (1976), Sakallioglu  ve ark. (1996)’nin kullanilmasiyla
MSE (& )— MSE (0? J ) farkinin pd olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki teorem ile
verilebilir.

Teorem 2.1 MSE(O? )— MSE(é,) farkinn pd olmasi igin gerek ve yeter kosul

-1 2
2

o' ]+—1+dA’1 a <22t

2 d

olmasidir.

Ispat. 4'SA4 simetrik bir matris oldugundan 7' A'SAT = A olacak sekilde ortogonal bir
T matrisi vardir. Burada, 7'T=71T'=1, A=diag(4,,..,4.,,) A'SAnin 0z
degerlerinden olusan bir matris ve 7', 4'SA nin 6z vektorlerinden olusan bir matristir.
Bu ayrisim altinda,

MSK&)- MSKé,) =0 [N —(A+1) " (A+dDA (A+dDA+1) ' |-(1-df (A+ 1) e (A+1)”
=A+D)'WA+D
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2 2 A1 20—5
olur. Burada, W =(-d){20I+(1+d)oc’A']-(1-d)aa'}, ¢ ve

Tl1-d
1+d 1 . 2 . .
B=1I+ TA olmak tizere, W = (1—-d) [cB - aa'] seklinde yazilabilir. Farebrother

(1976) nin kullanilmasiyla ispat tamamlanir.

(1+d)c A" pd bir matris oldugundan MSE (d )— MSE(& d) farki i¢in yeterli kosul
asagidaki gibi verilebilir.

2

" ise MSE(& )- MSE(c,) pd dir.
aa

Teorem 2.2 d >1- 2o

Ispat. MSE(O? )—MSE(dd) farkinin pd olmasi i¢in W >0 olmaldir. (1+d)o.A™" pd

bir matris oldugundan, 2(731 —(1-d)aa'> 0 olmas1 yeterlidir. Farebrother (1976)’nin
kullanilmastyla ispat tamamlanir.

3. UYGULAMA

Almon (1965) den alman, 1953-1967 yillarina ait iicer aylik veriler kullanilarak,
bagimsiz degiskenin kaynaklar ve bagimli degiskenin sermaye harcamalari oldugu
verinin goz oniine alinmasiyla asagidaki sonuglar elde edilmistir: Oncelikle “Schwartz
Bilgi Kriteri (SC)’nin kullanilmasiyla en kiigiik SC degeri 12.75, p =8 icin elde
edilmistir. (5) deki f; tizerindeki 6nbilginin besinci dereceden bir polinom (7 =5)
olmast varsayimiyla baslanarak, katsayilarin anlamlilik testleri yapilarak optimal
polinomun derecesi 2 olarak (7 =2) elde edilmistir. Buna goére [ parametrelerinin
Almon tahminleri Tablo 3.2 de verilmistir. @ nin elde edildigi (8) deki Z matrisi i¢in
kosul sayisina bakildiginda 63.5 elde edilmistir. Bu da Z nin kolonlar1 arasindaki
yiiksek bagimlilig: isaret etmektedir. Bu nedenle ridge tahmin edici yaklagimi alternatif
olarak ele alimmistir ve (16) yardimiyla farkli & degerleri i¢in ridge tahmin ediciler elde
edilmistir.

Tablo 3.1 Almon verisi i¢cin bazi tahminler

Gecikme Almon(k=0) | k=0.001 k=0.002 k=0.003 k=0.2
0 0.096 0.115 0.118 0.120 0.056

1 0.123 0.127 0.128 0.127 0.065

2 0.140 0.134 0.132 0.130 0.074

3 0.146 0.134 0.131 0.129 0.086

4 0.142 0.129 0.125 0.123 0.098

5 0.127 0.117 0.114 0.113 0.113

6 0.102 0.099 0.098 0.098 0.128

7 0.067 0.074 0.077 0.080 0.146

8 0.021 0.044 0.052 0.056 0.164
Toplam 0.963 0.972 0.974 0.975 0.930
Kosul sayis1 63.5 41.227 32.817 28.078 3.952

mse 22.8594 4.267 1.8583 1.1037 0.0233

Burada toplam, bagimsiz degiskenin bagimli degisken iizerindeki uzun dénem etkisini
gostermektedir. £ =0.2 ridge izi yardimiyla bulunan k& degeridir. £=0.2 i¢in bulunan
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katsayilarin artan bir trende sahip oldugu goriiliir. £ =0.003 icin kosul sayisinin makul
seviyeye indigi ve katsayilarin beklentilerle daha uyumlu oldugu goriiliir. Ayrica,
Almon ile Kisitl Ridge’in kombinasyonu yardimiyla tanimladigimiz (19) ve (20) deki
yeni tahmin edicilerin (16) ile ayni sonucu verdigi goriilmiistiir.

Almon ile Liu’ nun kombinasyonu yardimiyla (22)’de tanimladigimiz tahmin edicinin
kullanilmasiyla asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Tablo 3.2 Almon verisi icin Liu tahmin edici ile bazi tahminler

Gecikme | d=0.1 d=0.3 | d=04 | d=0.5 | d=0.6 d=0.7 d=0.8 d=0.9 Almon
(d=1)
0 0.039 0.052 0.058 0.064 0.071 0.077 0.083 0.090 0.096
1 0.048 0.065 0.073 0.082 0.090 0.098 0.106 0.115 0.123
2 0.059 0.077 0.086 0.095 0.104 0.113 0.122 0.131 0.140
3 0.070 0.087 0.095 0.104 0.112 0.121 0.129 0.137 0.146
4 0.082 0.095 0.102 0.109 0.115 0.122 0.128 0.135 0.142
5 0.095 0.102 0.106 0.109 0.113 0.116 0.120 0.123 0.127
6 0.109 0.107 0.107 0.106 0.105 0.104 0.104 0.103 0.102
7 0.124 0.111 0.105 0.098 0.092 0.086 0.080 0.073 0.067
8 0.139 0.113 0.100 0.087 0.074 0.061 0.048 0.034 0.021
Toplam | 0.765 0.809 0.831 0.853 0.875 0.897 0.919 0.941 0.963
mse 2.306 | 3.325 4.595 6.372 8.656 11.446 | 14.744 | 18.548 | 22.859

Kosul sayisiin en kiigiik oldugu £ =0.2 i¢in elde edilen katsayilarin artan bir trende
sahip olmasi sonucu, tablodaki d < 0.3 degerleri i¢in elde edilmektedir. Teorem 2.2 de
verdigimiz kosula gore bulunan Jd negatif oldugundan, se¢ilen her 0 <d <1 i¢in
teoremde belirttigimiz gibi Liu tahmin edicinin mse skalerinin, Almon tahmin edicinin
mse skalerinden kiiciik oldugu gorilmistiir. Ayrica, 0.6 <d <0.8 icin katsay1
tahminlerinin beklentilerle daha uyumlu oldugu gériilmektedir.

4. SONUC VE ONERILER

Gecikmesi sonlu dagitilmis modellerde ¢oklu i¢ iliski olmast durumunda Almon ve
Ridge tahmin ediciye alternatif olarak, Almon ile Liu’ nun kombinasyonu yardimiyla
yeni bir tahmin edici tanimlanmistir. Coklu i¢ iligski problemini gidermesi ve ridge’deki
k nim se¢imi problemlerinin bu tahmin edici i¢in bulunmamasi, yani d ’nin se¢iminin
daha basit olmas1 yeni tahmin edici i¢in bir avantaj saglamaktadir.

Bu ¢alisma Cukurova Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri birimi tarafindan
desteklenmistir (FEF 2009BAP25). Ayrica, ¢alismann niimerik drnek kismindaki
yvardimlarindan dolayr Ogr. Gor. Dr. Hiiseyin Giiler e tesekkiir ederim.
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BIASED ESTIMATORS FOR DISTRIBUTED LAG MODELS
ABSTRACT

The finite distributed lag models often include highly correlated variables
since they have lagged and unlagged values of the same variable. Some
problems are faced when the ordinary least squares (OLS) method is
applied to these models. Models such as Koyck and Almon models, have
been suggested to tackle these problems. In this study, providing alternative
methods are aimed by introducing the combinations of Almon method with
biased estimators such as Ridge and the Liu type estimators, which are
alternatives to OLS defined for solving multicollinearity problem. Morover,
these defined methods are compared by using Almon(1965) data.

Keywords: Almon estimator, Finite distributed lag model, Ridge estimator, Liu estimator.
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