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FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN KAPULA AILESI, BAZI
GENISLETMELERI VE BIR UYGULAMA

Irmak ACARLAR" Harun KINACT**
OZET

Son yirmi yida iki ya da daha fozla degigken arasimdaki bagimliik
yapisimun incelenmesinde kapulalar oldukga dnem kazannugtir. Bu yiizden
kapulalarin matematiksel ve istatistiksel dzellikleri dizerine yapilan
aragtirmalarin sayis: giin gectikce artmaktadir ve uygulama alani da aym
dogrultuda geniglemektedir. Bu ¢aligmada Huang ve Kotz (1999) ve Lai
ve Xie (2000) tarafindan dnerilen FGM ailesinin baz: genisletmeleri Tiirk
Lirast bazinda Amerikan Dolar: ve altin fivatlar: fizerinden incelenmigtir.

Anahtar Kelimeler: FGM kapula ailesi, Tki defiigkenli dagilim, Pozitif bilge bagimhlips.
1. GIRiS

Yirminci yiiz yilin baglarindan itibaren rasgele degiskenlere iliskin ¢ok degiskenli
dagilim fonksiyonu ile bu degigkenlerin tek degiskenli marjinalleri arasindaki iligld
istatistikgiler tarafindan oldukga ilgi duyulan bir konu olmustur. Bu konu ile ilgili
Frechet (1951) ve Dall’Aglio (1959) sabit marjinallere sahip ve bagimli olan rasgele
degigkenlerin iki ve {ii¢ de@iskenli dafilim fonksiyonlan {izerine ¢aligmalar
yapmiglardir. Bagimhi rasgele degigkenlerin ortak dagilim fonksiyonuna iligkin Sklar
(1959) bagmlihk yapisim destekleyecek bir teorem gelistirmistir ve bagimhilik
fonksiyonlarina iligkin caligmalarin gogu bu teoreme dayal: olarak yapilmigtir. Kapula
(copula) olarak tanimlanan bu fonksiyonlar igin genel bir tamm, ¢ok degigkenli dagilim
fonksiyonlarim bir degiskenli marjinal dagihm fonksiyonlarina baglayan fonksiyonlar
olarak verilebilir (Celebioglu, 2007). Kapula “bag” anlamina gelen Latince kékenli
copulare kelimesinden tliremigtir,

I* =[0,1]* birim karesinde tammh iki degigkenli bir C kapulas: marjinalleri standart
tek diize olan iki degigkenli birikimli bir dagilim fonksiyonudur ve (Nelsen, 2006) de
verilen li¢ 6zelligi saglar.

Vx,yeR igin iki degigkenli dagihm fonksiyonu H ve marjinalleri F ve G ile
tanimlansin, C bir kapulay: ifade etmek fizere Vx,ye® igin H(x,y)=C(F(x)G(»))
egitligi saglanir (Nelsen, 2006; Sklar, 1959). Sklar (1959) tarafindan verilen bu esitlik
cok defigkenli dafilim fonksiyonunun kapulalar yardimiyla olugturulmasinda temel
tegkil etmektedir.
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Ortak dagilim fonksiyonu H ve marjinaller sirasiyla F' ve G olmak lizere Vx,y € R i¢in
H (x,y)—F (x)G(y)=0 ise X ve Y rasgele degiskenleri pozitif bolge bagimliligi’na
(positive quadrant dependence, PQD) sahiptir. Bu durumda X ve Y rasgele
degiskenlerinin C kapulas1 Vu,ve [0,1] olmak {tizere C(u,v)z uv Ozelligini saglar
(Nelsen, 2006).

Literatiirde ¢ok c¢alisilan bir kapula olan Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) kapula
ailesi ikinci dereceden bir kapuladir. FGM kapulasi ilk kez Eyraud (1938) tarafindan
Onerilmistir. Daha sonra Morgenstern (1956) bu aileyi ele alarak Cauchy marjinalleri
icin incelemis, Gumbel (1960) benzer bir sekilde tistel marjinaller tizerine ¢alismis ve
Farlie (1960) de bu ailenin genel bir formunu olusturmustur (Nelsen, 2006). Bazi
kaynaklarda bu kapula ailesi Eyraud-Farlie-Gumbel-Morgenstern olarak da
isimlendirilmistir. Ikinci dereceden bir kapula olan FGM kapula ailesi,

CY™u,v) = uv+ Ouv(1—u)(1-v) €))]

ile verilir ve C;, 6 e[~1,1] oldugu siirece 2-artandir (Nelsen, 2006). u ve v yerine
strastyla X ve Y rasgele degiskenlerinin marjinalleri olan F(x)ve G(y)alinirsa FGM
kapulasti ile olusturulan ortak dagilim fonksiyonu

H,(x.y)=F(x)G(y)+ F )G J1-FOII-G()] -1<0<1 @

seklinde yazilabilir. Birliktelik parametresi olarak da adlandirilan € i¢in uygun bir
deger marjinallere iliskin korelasyon katsayisindan elde edilebilir. Literatiirde €’nin
tahminleri i¢in genellikle korelasyon katsayisinin saglam alternatifleri olan ve birliktelik
Olglisii olarak da adlandirilan Spearman’mn Rho’su ve Kendall’im Tau’sunun
kullanilmasi 6nerilmektedir. Bu iki birliktelik 6l¢tisii i¢in formiilasyonlar sirasiyla,

11

ps =12 IIC(u,v)dudv—3 3)
ve 00
7 =4{[Cu,v)dC(u,v)-1 (4)

esitlikleri ile verilir (Nelsen, 2006). FGM kapula ailesi i¢in birliktelik ol¢iilerinden
Spearman’mn Rho’su pg € [— 1/3,1/ 3] kapali araliginda deger aldig1 i¢in Esitlik (1) zayif
bir bagimhiligin modellenmesine izin vermektedir. Bundan dolayr daha gii¢li bir
bagimliligt modellemek amaciyla FGM kapula ailesinin genisletmeleri tizerine
calismalar yapilmustir.

Bu ¢alismanin ikinci boliimiinde FGM kapula ailesinin iki genisletmesi olan Huang ve
Kotz ailesi ve Lai ve Xie ailesi tamtilmistir. Ugiincii boliimde FGM kapula ailesi,
Huang ve Kotz ailesi ve Lai ve Xie ailesi’ne iliskin bir uygulamaya yer verilmistir.
Doérdiincii boliimde ise bulunan sonuglar tartigilmistir.
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2. FGM KAPULA AILESININ BAZI GENiSLETMELERI
FGM ailesinin genisletmeleri daha yiiksek pozitif bagimliligin modellenmesini
sagladigi i¢in oldukga calisilan bir konudur. Bu aile i¢in pozitif bolge bagimlilig (1)
esitliginde sag tarafta yer alan

w(u,v) = Ouv(l—u)1-v)=>0 (®)]

olmas1 durumunda s6z konusudur. FGM ailesinin genisletmeleri w(u,v) fonksiyonu
tizerinde yapilan degisikliklerden hareketle elde edilir. Bu boliimde FGM ailesinin bazi

genisletmelerinden Huang ve Kotz (1999) tarafindan 6nerilen iki kapula ve Lai ve Xie
(2000) tarafindan onerilen kapula tanitilmigtir.

2.1. FGM Kapula Ailesinin Huang ve Kotz Genisletmeleri

Daha giicli pozitif bolge bagimlhiligi elde etmek amaciyla Huang ve Kotz (1999)
FGM kapulasinin ¢ekirdek (kernel) genisletmeleri iizerine ¢alisnuslardir. Onerdikleri iki

aileden biri (1 - u)y tiiriinden ¢ekirdek genisletmeye dayalidir. Bu aile,
HKI _ 7 Ve
C )=l dl-uf (1)) 7>0  0<uy<l ©

bi¢cimindedir[Huang ve Kotz, 1999]. Bu genisletme i¢in ortak olasilik fonksiyonu,

holu,v)=1+01—u) " (1-v) " 1= (1+y )]l -1+ yW] 7
ile verilir. Burada @ parametresi igin deger araligt —1<0<[(y +1)/(y —1)] " ile
tanimlanir. CZKI i¢in tekdiize marjinal dagilimlar arasindaki korelasyon katsayisi,

{ 2
o (zermik @

ile verilmistirfHuang ve Kotz, 1999].

FGM kapula ailesinin Huang ve Kotz (1999) tarafindan 6nerilen diger bir genisletmesi
1—u” tipi ¢ekirdek genigletmedir. Bu kapula,

CZKz(u,v)=uv[1+(9(l—uyx1—vy)] y>0, 0<u,v<l 9)

ile verilirffHuang ve Kotz, 1999]. Burada da @ parametresi deger aralig
- {max(l, 7/)}72 <@<y" ile tanmimlanir. Bu kapula i¢in birliktelik 6l¢iisii ise,
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{7 Y
p_s[HZJ p (10)

ile verilmigtifHuang ve Kotz, 1999]. Bu iki aile ile ilgili zellikler Huang ve Kotz
(1999)’ da mevcuttur.

2.2. FGM Kapula Ailesinin Lai ve Xie Genigletmesi

Literatiirde yer alan FGM kapula ailesinin genigletmelerinden bir digeri Lai ve Xie
(2000) tarafindan nerilmisgtir. Bu kapula,

Crr (wv)=w+euv" (1-uf (1-v) p=l, g21,0<6<1 (11)

bigimindedir. Lai ve Xie ailesine iligkin korelasyon katsayis1 p =126[B(p +1,¢+1)f
ile verilir (Lai ve Xie, 2000). Burada B(a,b) beta fonksiyonudur.

3. UYGULAMA

Uygulama kisminda FGM kapulas: ile FGM kapulasinin genigletmeleri bir veri seti
tizerinden ki-kare istatistifi yardumiyla karsilagtinlmigtir. Bu karsilagtirmada ki-kare
istatistifinde yer alan beklenen frekanslarin hesaplanmasi ig¢in bunlara kargilik gelen
ortak olasiliklar, ele alnan kapulalarla belirlenmigtir. Uygulama i¢in 01.01.2010 ve
01.01.2011 tarihleri arasindaki TL bazinda altin ve dolar fiyatlan verisi ele alinmmgtir
(www.altinkaynak com, erigim tarihi:12.01.2011). TL bazinda altin fiyatindaki defigim
miktarlan ve dolar fiyatinda degigim miktarlan arasindaki bagimlilik yapisi kapula
yOntemi ile incelenmigtir.

Kapula tahmin yontemleri parametrik, yan parametrik ve parametrik olmayan
yontemler olmak iizere ii¢ baghk altinda toplamir. Parametrik ve yan parametrik
yontemler icin ilgili degigkenlerin daZilimlarinin biliniyor olmasi1 gereklidir. Fakat
parametrik olmayan yontemler dagithma bagh olmayan yéntemler oldugundan ilgili
kapulanin parametrelerinin tahmininde marjinallere iligkin bir bilgiye ihtiya¢g duyulmaz.

Bu c¢aligmada ele alman kapulalarin parametrelerinin tahmini i¢in Spearman pg
deferine dayah olan parametrik olmayan yéntem kullamilmigtir (Celebioglu, 2007). Bu
yontemin kullamlmasinin nedeni hem bu yoéntemin mevcut ydntemlere nazaran
hesaplama kolaylif1 saglamas1 hem de dagilima bagh olmayan bir yontem oldufundan
marjinal dagilimlara ihtiva¢ duyulmamasidir (Celebioflu, 2007). 01.01.2010 ve
01.01.2011 taribleri arasindaki TL bazinda altin ve dolar fiyatlanindaki degigim
miktarlar arasindaki bagimlilik yapisi incelenirken &nce bu iki dizi arasindaki serpme
diyagrami olusturulmusg ve serpme diyagrami Sekil 1°de verilmigtir.
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Sekil 1. TL bazinda altin ve dolar fiyatlarmdaki degigim miktarlarina iligkin serpme diyagramm

Sekil 1’den de goruldigii lizere altin ve dolar fiyatlan arasindaki iligki aym yonlii fakat
giighii degildir. Bu iki degisken arasindaki birliktelik dlgiisii de p, =0.22 olarak elde
edilmigtir. Degigkenler arasindaki bagmmlihk yapisimin kapulalarla modellenmesinde
dogru kapulamn secilmesi oldukga Snemlidir, A, *nin bu degeri i¢in belirlenen iki
degisken arasindaki bagimlihk yapisimin incelenmesinde FGM kapula ailesinden
yararlamlabilir. Bu uygulamada ele alinan altin ve dolar degiskenlerine iliskin birliktelik
Olgiisti tahmini p,, FGM kapula ailesine iligkin birliktelik 6lgiisii olan p, ’nin
[-1/3,1/3] araliinda olmasindan dolay1 FGM kapula ailesi kullanilabilir. X ve ¥
rasgele degiskenlerine uygulanan monoton artan déniigiimler C kapulasmmn degerini
degistirmemektedir (Nelsen, 2006). Buradan hareketle genelligi bozmaksizin ¢le alinan
iki diziye sira sayilar atanmi§ ve bu sira sayilanna dayal olarak simf sayis1 4 olacak
bicimde simiflama yapilmigtir. Simflama yapilan veri igin gbzlenen frekanslar
Tablo1°deki gibidir.

Tablo 1. TL bazinda dolar ve aliin fiyatlarmdaki degisim miktarlarina iligkin gizlenen frekanglar
TL bazmnda Dolar fiyatlarmdaki degigim

chlgkenlcr Y(74) Y(14s) Y(zzz) Y(zgs) TOPLAM
. X 26 17 16 14 73
g c g Kiveg 23 24 18 16 81
3 g E 2 Xem 13 18 18 18 67
B l‘% = Xss) 17 12 19 26 74
TOPLAM 79 71 71 74 295

Tablo 2, Tablo 3 ve Tablo 4’te FGM kapulasi, Huang ve Kotz (1999) tarafindan
Onerilen iki kapula ve Lai ve Xie (2000) tarafindan 6nerilen kapulalarin farkh durumlan

igin & tahminleri, beklenen frekanslar ve 77 degerleri verilmistir.

TUiK, istatistik Aragtirma Dergisi, Temmuz 2012
TurkStat, Journal of Statistical Research, July 2012



Irmak ACARLAR, Harun KINACI

Tablo 2. C;GM,)/ =2 igin C:Kl ve Cé{m , P=q=2 i¢in CQLX kapulalari ile elde edilen é, ;(f ve

beklenen frekanslar

Kapula 9 Beklenen Frekanslar 12

27201511
24201918
16151719
1316 20 25
3515913
19202121
10172019
15192120
25191712
25211916
1716 16 18
13141920
26221312
27231616
13132021
13142225

cyem 0,6612 5,4456

CHKY y =2 igin 2,6449 16,5435

CIHK2 =2 igin | 02939 49514

Cr*, p=qg=2igin 16,5308 74185

Tablo 3. y =3 igsin C;' ve C)** |, p=¢=3 icin C,* kapulalar1 ile elde edilen &, ¥, ve
beklenen frekanslar

Kapula 9 Beklenen Frekanslar ;{2

44 7 616
HK1 A 11242522
C," ', y=3i¢in | 7.3470 22121 18 61,1898
17191919
23201713
HK?2 A 25221915
C," ", y=3i¢in | 0.2041 1316 16 17 5,5381
131318 30
25231114
T 292711 14
Cg , p=¢=3 i¢in 360.0046 11 92523 25,9843

15122423

A

Tablo4. y =1.5 igin Cle ve CHHK2 , p=q=1.5 icin CHLX kapulalari ile elde edilen &, ;(; ve
beklenen frekanslar

Kapula é Beklenen Frekanslar ;52
31181212

HK1 _ . 22201920
C," ., y=L5i¢in | 1.4063 1216 19 20 8,3600
13182122
25191612

HK?2 _ .. 24211917
Cy"", y=15i¢in | 0.4000 161517 19 5,0232
13152027
27211412

X .. 26211827
C," ,p=¢=1,5 i¢in | 3.3879 1414 18 20 5,4249
13152125

Genelde en uygun kapulanin belirlenmesi islemi hesaplanan y° degerlerinden en
kiigtigiine karsilik gelen kapula ailesi segilerek sonuglandirilir (Celebioglu, 2007). Bu
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bilgi dogrultusunda y* kritik degerinin y, 4 =21,6660 oldugu durumda uygunlugu
belirlenen kapulalar arasinda en kiigiik y, degerine karsilik gelen kapula » =2 iken

Huang ve Kotz (1999) tarafindan 6nerilen ikinci kapula olan C,*** dir.

4. SONUC

Bu calismada ilk olarak FGM kapula ailesi ve Huang ve Kotz aileleri ile Lai ve Xie
ailesi kisaca tanitilmigtir. Sonra 01.01.2010 - 01.01.2011 tarihleri arasinda altin ve dolar
fiyatlarindaki degisimler alinarak bu iki degisken arasindaki bagimlilik yapisi

incelenmistir. Sonra farkli kapulalarla elde edilen beklenen degerlerden hesaplanan y°

degeriyle bunlara iliskin kritik deger karsilastirilmis ve bu veri seti i¢in uygun kapulalar
belirlenmistir. Sonug olarak bu veri seti i¢cin FGM kapulasi, * nin 1.5 ve 2 degerleri

icin Huang ve Kotz’ un birinci kapulasi,  'nin 1.5, 2 ve 3 degerleri icin Huang ve Kotz’
un ikinci kapulasinin uygunlugu gézlenmistir. Bununla birlikte y ’nin 3 degeri igin
Huang ve Kotz’un birinci kapulasi ile p ve ¢’nun 1.5 , 2 ve 3 degerleri i¢in Lai ve
Xie’nin kapulasia iliskin 6 tahmini, bu parametre ile ilgili sinirlarin disinda bir
tahmindir. =2 i¢in Huang ve Kotz un ikinci kapulasi, en kii¢iik y* degerine sahip
oldugundan bu kapula beklenen frekanslarin elde edilmesi bakimindan en uygun oldugu
sonucuna varilir.
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FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN COPULA FAMILY, SOME
EXTENSIONS AND AN APPLICATION

ABSTRACT

In the last twenty years, the copulas gained a considerable imporiance in
investigating the dependence structure between two or more random
variables. Therefore the number of researches on the mathematical and
statistical properties of copulas increases from year to year, and hence the
application area for copulas becomes so widespread in the same direction.
In this study, some extensions of FGM family, proposed by Huang and Kotz
(1999) and Lai and Xie (2000) are examined on the Turkish Lira basis of
changes in American Dollar and gold prices.

Keywords: FGM copula family, Bivariate distributions, Positive quadrant dependence.
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