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FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN KAPULA AİLEsİ, BAZI 
GENİşLETMELERİ VE BİR UYGULAMA 

ırmak ACARLAR* Harun KINACI** 

Son y/nnl yılda ÜCI ya da daha fazla değişken ar",ındaki bağımlılık 
yapısının incelenmesinde k:apulalar oldukça önem kazanmıştır. Bu yüzden 
kapulaların matematihel ve istatistiksel tJzellikleri üzerine yapılan 

araştırmaların sayısı gün geçtikçe artmaktadır ve uygulama alanı da aynı 
dağrultuda genişlemelaedir. Bu çalışmada Huong ve Kotz (1999) ve Lai 
ve Xie (2000) tarafindan önerilen FGM ailesinin bazı genişletmeleri TOrk 
Lirası bazında Amerikan Dolan ve aııın fiyatları üzerinden incelenmiştir. 

Anahtar Kelime'er: FGM kapula .ııe.ı, İki değlfkeııll dajiılım, Pozitif Mig. baAlmlılıAl 

1. GİRİş 

Yimrinci yüz yılın başlanndan itibaren rasgele değişkenlere ilişkin çok değişkenli 
dağılım fonksiyonu ile bu değişkenlerin tek değişkenli ınaıjinalleri arasındaki ilişki 
istatistikçiler tarafından oldnkça ilgi duyulan bir konu olmuştur. Bu konu ile ilgili 
Freehet (1951) ve Dall'Aglio (1959) sabit ınaıjinallere sahip ve bağımlı olan rasgele 
değişkenlerin iki ve üç değişkenli dallılım fonksiyonları üzerine çalışmalar 
yapnuşlardır. Ball=lı rasgele değişkenlerin ortak dağılım fonksiyonuna ilişkin Sklar 
(1959) bagıınIılık yapısını destekleyecek bir teorem geliştirmiştir ve ballırn1ılık 
fonksiyonlarına ilişkin çalışmalann çoiltt bu teoreme dayalı olarıık yapılmıştır. !(apola 
(copola) olarıık tanımlanan bu fonksiyonlar için genel bir tanım, çok değişkenli dallılım 
fonksiyonlarını bir değişkenli ınaıjina! dağılım fonksiyon1anna bağlayan fonksiyonlar 
olarak verilebilir (Çelebioğlu, 2007). Kapola "bağ" anlamına gelen Latince kökenli 
copu/are kelimesinden türemiştir. 

12 = [0,1]2 birim karesinde tanınılı iki değişkenli bir C kapolası ınaıjinalleri standart 
tek düze olan iki değişkenli birikinıli bir dallılım fonksiyonudur ve (Nelsen, 2006) de 
verilen üç özelliği sağlar. 

'v'x,y E!/! için iki değişkenli dağılım fonksiyonu H ve ınaıjinalleri F ve G ile 
tanımlansın. C bir kapulayı ifade etmek üzere 'v'X,YE!/! için H(x,y)=C(F(x1G{y)) 
eşitliği sağlanır (Nelsen, 2006; Sklar, 1959). Sklar (1959) tarafından verilen bu eşitlik 
çok değişkenli dallılım fonksiyonunun kapu1a1ar yardımıyla ohışturu1ınasında temel 
teşkil etmektedir. 
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Ortak da ılım fonksiyonu H ve marjinaller sırasıyla F ve G olmak üzere yx, için
0)()(, yGxFyxH  ise X ve Y rasgele de i kenleri pozitif bölge ba ımlılı ı’na

(positive quadrant dependence, PQD) sahiptir. Bu durumda X ve Y rasgele 
de i kenlerinin C kapulası 1,0,vu  olmak üzere uvvuC ,  özelli ini sa lar 
(Nelsen, 2006). 

Literatürde çok çalı ılan bir kapula olan Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) kapula 
ailesi ikinci dereceden bir kapuladır. FGM kapulası ilk kez Eyraud (1938) tarafından
önerilmi tir. Daha sonra Morgenstern (1956) bu aileyi ele alarak Cauchy marjinalleri 
için incelemi , Gumbel (1960) benzer bir ekilde üstel marjinaller üzerine çalı mı  ve 
Farlie (1960) de bu ailenin genel bir formunu olu turmu tur (Nelsen, 2006). Bazı
kaynaklarda bu kapula ailesi Eyraud-Farlie-Gumbel-Morgenstern olarak da 
isimlendirilmi tir. kinci dereceden bir kapula olan FGM kapula ailesi, 

)1)(1(),( vuuvuvvuC FGM              (1) 

ile verilir ve FGMC , ]1,1[  oldu u sürece 2-artandır (Nelsen, 2006). u ve v yerine 
sırasıyla X ve Y rasgele de i kenlerinin marjinalleri olan )(xF ve )( yG alınırsa FGM 
kapulası ile olu turulan ortak da ılım fonksiyonu

yGxFyGxFyGxFyxH 11, 11                 (2) 

eklinde yazılabilir. Birliktelik parametresi olarak da adlandırılan  için uygun bir 
de er marjinallere ili kin korelasyon katsayısından elde edilebilir. Literatürde ’nın
tahminleri için genellikle korelasyon katsayısının sa lam alternatifleri olan ve birliktelik 
ölçüsü olarak da adlandırılan Spearman’ın Rho’su ve Kendall’ın Tau’sunun 
kullanılması önerilmektedir. Bu iki birliktelik ölçüsü için formülasyonlar sırasıyla,
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0

3,12 dudvvuCS               (3) 

ve
1

0

1

0

1),(),(4 vudCvuC               (4) 

e itlikleri ile verilir (Nelsen, 2006). FGM kapula ailesi için birliktelik ölçülerinden 
Spearman’ın Rho’su 31,31S  kapalı aralı ında de er aldı ı için E itlik (1) zayıf
bir ba ımlılı ın modellenmesine izin vermektedir. Bundan dolayı daha güçlü bir 
ba ımlılı ı modellemek amacıyla FGM kapula ailesinin geni letmeleri üzerine 
çalı malar yapılmı tır.  

Bu çalı manın ikinci bölümünde FGM kapula ailesinin iki geni letmesi olan Huang ve 
Kotz ailesi ve Lai ve Xie ailesi tanıtılmı tır. Üçüncü bölümde FGM kapula ailesi, 
Huang ve Kotz ailesi ve Lai ve Xie ailesi’ne ili kin bir uygulamaya yer verilmi tir. 
Dördüncü bölümde ise bulunan sonuçlar tartı ılmı tır. 
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2. FGM KAPULA A LES N N BAZI GEN LETMELER

FGM ailesinin geni letmeleri daha yüksek pozitif ba ımlılı ın modellenmesini 
sa ladı ı için oldukça çalı ılan bir konudur. Bu aile için pozitif bölge ba ımlılı ı (1) 
e itli inde sa  tarafta yer alan  

0)1)(1(),( vuuvvuw               (5) 

olması durumunda söz konusudur. FGM ailesinin geni letmeleri ),( vuw  fonksiyonu 
üzerinde yapılan de i ikliklerden hareketle elde edilir. Bu bölümde FGM ailesinin bazı
geni letmelerinden Huang ve Kotz (1999) tarafından önerilen iki kapula ve Lai ve Xie 
(2000) tarafından önerilen kapula tanıtılmı tır. 

2.1.  FGM Kapula Ailesinin Huang ve Kotz Geni letmeleri

Daha güçlü pozitif bölge ba ımlılı ını elde etmek amacıyla Huang ve Kotz (1999) 
FGM kapulasının çekirdek (kernel) geni letmeleri üzerine çalı mı lardır. Önerdikleri iki 
aileden biri u1  türünden çekirdek geni letmeye dayalıdır. Bu aile, 

1,0,0111,1
,

vuvuuvvuCHK          (6) 

biçimindedir[Huang ve Kotz, 1999]. Bu geni letme için ortak olasılık fonksiyonu, 

vuvuvuh 1111111, 11           (7) 

ile verilir.  Burada   parametresi için de er aralı ı 1111  ile 

tanımlanır.
1

,

HKC  için tekdüze marjinal da ılımlar arasındaki korelasyon katsayısı,

2

12
112                  (8) 

ile verilmi tir[Huang ve Kotz, 1999].

FGM kapula ailesinin Huang ve Kotz (1999) tarafından önerilen di er bir geni letmesi 
u1  tipi çekirdek geni letmedir. Bu kapula, 

1,0,0111,2
,

vuvuuvvuCHK
                 (9)   

ile verilir[Huang ve Kotz, 1999]. Burada da  parametresi de er aralı ı
12,1max  ile tanımlanır. Bu kapula için birliktelik ölçüsü ise, 
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(lO) 

ile verilmiştir[Huang ve Kotz, 1999]. Bu iki aile ile ilgili özellikler Huang ve Kotz 
(1999)' da mevcuttur. 

2.2. FGM Kapula Ailesinin Lai ve Xie Genişletmesi 

Literatürde yer alan FGM kapula ailesinin genişletmelerinden bir dij!eri Lai ve Xie 
(2000) tarafından önerilmiştir. Bu kapula, 

c::';,. (u, y)= uv + (NPyp(1 -u)< (I - y)< p~l, q~I,O~O~1 (ll) 

biçimindedir. Lai ve Xie ailesine ilişkin korelasyon katsayısı p=120[B(P+l,Q+ı)f 
ile verilir (Lai ve Xie, 20(0). Burada B(a,b) beta fonksiyonudur. 

3. UYGULAMA 

Uygulama kısmında FGM kapulası ile FGM kapulasının genişletmeleri bir veri seti 
üzerinden ki-kare istatistij!i yardımıyla karşılaştınlmıştır. Bu karşılaştırmada ki-kare 
istatistij!inde yer alan beklenen frekansların hesaplanması için bunlara karşılık gelen 
ortak olasılıklar, ele alınan kapulalarla belirlenmiştir. Uygulama için 01.01.2010 ve 
01.01.2011 tarihleri arasındaki TL bazında altm ve dolar fiyatları verisi ele alınmıştır 
(www.altiokaynak.com.erişim tarihi: 12.01.2011). TL bazında altın fiyatmdaki dej!işim 
miktarları ve dolar fiyatında dej!işim miktarları arasındaki bağımlılık yapısı kapula 
yöntemi ile incelenmiştir. 

Kapula tahmio yöntemleri parametrik, yarı parametrik ve parametrik olmayan 
yöntemler olmak üzere üç başlık altmda toplaoır. Parametrik ve yarı parametrik 
yöntemler için ilgili dej!işken1erin daj!ılımlarının biliniyor olması gereklidir. Fakat 
parametrik olmayan yöntemler daj!ılıma baj!lı olmayan yöntemler olduj!ıından ilgili 
kapulanın parametrelerinin tahmininde marjinailere ilişkin bir bilgiye ihtiyaç duyu1maz. 

Bu çalışmada ele a1ınan kapulaların parametrelerinin tahmini için Spearman Ps 

dej!erine dayalı olan parametrik olmayan yöntem kııllanılmıştır (Çelebioj!lu, 2007). Bu 
yöntemin kııllanılmasının nedeni hem bu yöntemin mevcut yöntemlere nazaran 
hesaplama kolaylıj!ı sal!laması hem de daj!ılıına baj!lı olmayan bir yöntem olduj!ıından 
marjinal daj!ılımlara ihtiyaç duyu1mamasıdır (Çelebioj!lu, 2(07). 01.01.2010 ve 
01.01.2011 tarihleri arasındaki TL bazında altın ve dolar fiyatlarındaki dej!işim 

miktarları arasındaki baj!ımlılık yapısı incelenirken önce bu iki dizi arasındaki serpme 
diyagranıı oluşturulmuş ve serpme diyagrarm Şekil i 'de verilmiştir. 
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Şekıl 1. TL bazında altın ve dolar flyatlanndald d~ mıktarlanna IIltkln serpme diyagramı 

Şekil i' den de görüldüğü üzere altın ve dolar fiyatları arasındaki ilişki aynı yönlü fakat 
güçlü de~ldir. Bu iki değişken arasındaki birliklelik ölçüsü de P. = 0.22 olarak elde 
edilmiştir. De~şkenler arasındaki bağımlılık yapısının kapnlalarla modellerunesinde 
doğru kapu1anın seçilmesi oldukça önemlidir. P.'nin bu değeri için belirlenen iki 

değişken arasındaki bağımlılık yapısının incelenmesinde FGM kapula ailesinden 
yararlanılabilir. Bu uygulamada ele alınan altın ve dolar de~şken1erine ilişkin birliklelik 
ölçüsü tahmini p" FGM kapula ailesine ilişkin birliklelik ölçüsü olan p, 'nin 

[-1/3,1/3] aralığında olmasından dolayı FGM kapula ailesi kullanılabilir. X ve Y 
rasgele de~kenlerine uygulanan monoton artan dönüşümler C kapulasının detlerini 
de~ştirmemektedir (NeIsen, 2006). Buradan hareketle genelli~ bozmaksızın ele alınan 
iki diziye sıra sayıları alanınıŞ ve bu sıra sayılanna dayalı olarak sınıf sayısı 4 olacak 
biçinıde sınıflama yapılmış1ır. Sınıflama yapılan veri için gözlenen frekanslar 
Tablo i 'deki gibidir. 

Tablo 1. TL bazında dolar ve oitm flıatlanndakl delIIlm mIk1arlanna IHlkin gllzlenen frekanlilar 
LL bazında Dolar fiyatlarındaki ~şim 

DeAişkenler Ya.) Y(1") Y(222) Y(l9,) TOPLAM 

11ll~ 
x".) 26 17 16 14 73 

Xıı .. ) 23 24 18 16 81 

Xı222) 13 18 18 18 67 
,c<1il i 

Xımı 17 12 19 26 74 ~ $i' '" 
TOPLAM 79 71 71 74 295 

Tablo 2, Tablo 3 ve Tablo 4'te FGM kapulası, Huang ve Kotz (1999) tarafından 
önerilen iki kapula ve Lai ve Xie (2000) tarafından önerilen kapula1arın farklı durumları 
için Ô tahminleri, beklenen frekanslar ve X; değerleri verilmiştir. 
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Tablo 2.  FGMC , 2  için 1HKC  ve 2HKC  , p=q=2 için LXC  kapulaları ile elde edilen ˆ , 2
h  ve 

beklenen frekanslar 
Kapula ˆ Beklenen Frekanslar 2

FGMC 0,6612 

27 20 15 11 
24 20 19 18 
16 15 17 19 
13 16 20 25 

5,4456 

1HKC , 2  için 2,6449 

35 15 9 13 
19 20 21 21 
10 17 20 19 
15 19 21 20 

16,5435 

2HKC , 2  için 0,2939 

25 19 17 12 
25 21 19 16 
17 16 16 18 
13 14 19 20 

4,9514 

LXC , p=q=2 için 16,5308 

26 22 13 12 
27 23 16 16 
13 13 20 21 
13 14 22 25 

7,4185 

Tablo 3.  3  için 1HKC  ve 2HKC  , p=q=3 için LXC  kapulaları ile elde edilen ˆ , 2
h  ve 

beklenen frekanslar 

Kapula ˆ Beklenen Frekanslar 2

1HKC , 3  için 7.3470 

44  7  6 16 
11 24 25 22 
 8 21 21 18 
17 19 19 19 

61,1898 

2HKC , 3  için 0.2041 

23 20 17 13 
25 22 19 15 
18 16 16 17 
13 13 18 30 

5,5381 

LXC , p=q=3 için 360.0046 

25 23 11 14 
29 27 11 14 
11  9 25 23 
15 12 24 23 

25,9843 

Tablo4.  5.1  için 1HKC  ve 2HKC  , p=q=1.5 için LXC  kapulaları ile elde edilen ˆ , 2
h  ve 

beklenen frekanslar 
Kapula ˆ Beklenen Frekanslar 2

1HKC , 1,5 için 1.4063 

31 18 12 12 
22 20 19 20 
12 16 19 20 
13 18 21 22 

8,3600 

2HKC , 1,5 için 0.4000 

25 19 16 12 
24 21 19 17 
16 15 17 19 
13 15 20 27 

5,0232 

LXC , p=q=1,5  için 3.3879 

27 21 14 12 
26 21 18 27 
14 14 18 20 
13 15 21 25 

5,4249 

Genelde en uygun kapulanın belirlenmesi i lemi hesaplanan 2  de erlerinden en 
küçü üne kar ılık gelen kapula ailesi seçilerek sonuçlandırılır (Çelebio lu, 2007). Bu 
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bilgi do rultusunda 2  kritik de erinin 6660,212
99.0,9   oldu u durumda uygunlu u

belirlenen kapulalar arasında en küçük  2
h  de erine kar ılık gelen kapula  2  iken 

Huang ve Kotz (1999)  tarafından önerilen ikinci kapula olan 2HKC ’ dir.  

4. SONUÇ

Bu çalı mada ilk olarak FGM kapula ailesi ve Huang ve Kotz aileleri ile Lai ve Xie 
ailesi kısaca tanıtılmı tır. Sonra 01.01.2010 - 01.01.2011 tarihleri arasında altın ve dolar 
fiyatlarındaki de i imler alınarak bu iki de i ken arasındaki ba ımlılık yapısı
incelenmi tir. Sonra farklı kapulalarla elde edilen beklenen de erlerden hesaplanan 2

de eriyle bunlara ili kin kritik de er kar ıla tırılmı  ve bu veri seti için uygun kapulalar 
belirlenmi tir. Sonuç olarak bu veri seti için FGM kapulası, ’ nın 1.5 ve 2  de erleri
için Huang ve Kotz’ un birinci kapulası, ’nın 1.5, 2 ve 3 de erleri için Huang ve Kotz’ 
un ikinci kapulasının uygunlu u gözlenmi tir. Bununla birlikte ’nın 3 de eri için 
Huang ve Kotz’un birinci kapulası ile p ve q’nun 1.5 , 2 ve 3 de erleri için Lai ve 
Xie’nin kapulasına ili kin ˆ  tahmini, bu parametre ile ilgili sınırların dı ında bir 
tahmindir. =2 için Huang ve Kotz’un ikinci kapulası, en küçük 2  de erine sahip 
oldu undan bu kapula beklenen frekansların elde edilmesi bakımından en uygun oldu u
sonucuna varılır. 
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FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN COPULA FAMILY, SOME 
EXTENSIONS AND AN APPLICATION 

AlJSTRACT 

In the last twenty years, the copulas gained a considerable importance in 
Investigating the dependence structure between two or more randam 
variables. Therefore the number of researches on the mathematical and 
statistical properties of copulas mereoses from year to year, and hence the 
appIication area for copulas becomes so widespread in the same directian. 
In this study, some extensions of FGMfamily, proposed by Huang and Kbtz 
(1999) and Lai and Xıe (2000) are examined on the Turkish Lira hasis of 
changes in American Dollar and gold prices. 

Keywonls: FGM copula ramOy, Blvarlale diltributions, POlltlve quadrmt dependence. 
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