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QUANTILE REGRESYON PROBLEMi OLARAK
MODELLENEN COK DEGISKENLI COKLU REGRESYON
MODELININ COK AMACLI PROGRAMLAMA YONTEMLERI

iLE ¢OZUMU
ilkay ALTINDAG® Nimet YAPICI PEHLiVAN™
OZET

Quantile Regresyon, basit dogrusal ve ¢oklu dogrusal regresyon analizinde
kullanilan en kigiik kareler yontemine bir alternatif olarak geligtirilen ve
daha kapsamli bir regresyon goriintiisii surmak amaciyle Onerilen bir
yontemdir. Koenker ve Basett (1978) tarafindan sunulan Quantile
Regresyon, kogullu guaniile fonksiyonlarmin tahmin modeli icin uygun bir
yintemn saglar. Bu galymada temel olarak gok degiskenli goklu regresyon
modeli Quantile Regresyon Problemi olarak ele alinmig ve cok amacl:
programlama problemi elde edilmigtir. Elde edilen problemin, cegitli
quantile degerleri icin ¢ok amagh programlama yontemlerinden Global
Kriter ve Stem Yiintemleri ile ¢dziilmesi amaglammistir.

Anahtar Kelimeler: Cok amach programlama, Cok defiskenli ¢oklu regresyon, Global kriter
yontemi, Quantile regresyon, Stem yéntemi.

1. GIRIS

Regresyon Analizi bafimh ve bafimsiz defigkenler arasindaki fonksiyonel yapiy:
olusturmada kullamilir. Bu yapiy1 olugturmada regresyon modelindeki bilinmeyen
parametrelerin tahmini oldukca 6nemlidir. Regresyon analizinde etkin olarak kullanilan
En Kiiciik Kareler Yontemi (EKK), hatalarin bagimsiz olmasi, sifir ortalamali ve egit

varyansli (6*) normal dagiluma uygunluk gdstermesi durumunda optimal sonuglar
vermektedir. Ozelikle normal dagilima uygunlugun olmadig: durumlarda ve ug degerler
oldufunda EKK ydntemi optimallikten ¢ok uzaklagmaktadir. Koenker ve Basett
tarafindan 1978 yilinda 6nerilen Quantile Regresyon, kosullu quantile fonksiyonlarinin
tahmin modeli igin uygun bir ybntem saglar ve bu yGntem quantillere bagl olarak
regresyon katsayilarim belirler.

m bagml defisken (Y) ve p bafimsiz degigken (X) arasindaki iligkiyi inceleyen ¢ok
degigkenli ¢oklu regresyon modeli,

Y=Xp+¢ (1)

bigiminde matris formunda yazilabilir, Esitlik (1)°’de, ¥ :nXm boyutlu bagimh degigken
matrisini, X :nx(p+1) boyutlu tasarim matrisini, £:(p+1)xm boyutlu regresyon
katsayillann vektoriinii ve £:nx1 boyutlu hata matrisini gdstermektedir. £ hata
matrisinin, E(£)=0 ve Var(g) =X ile normal dagildig1 varsayilmaktadir (Johnson ve
Wichern 1988).
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Multi Objective Programming Methods for Solving Multivariate
Multiple Regression Modelled as Quantile Regression Problem

Quantile Regresyon Problemi Olarak Modellenen Cok Degigkenli Coklu
Regresyon Modelinin Cok Amagli Programlama Yontemleri ile Coziimii

2. COK DEGISKENLI COKLU REGRESYON MODELI iCiN QUANTILE

PROBLEMI

Koenker ve Basett (1978) tarafindan EKK yontemine alternatif olarak onerilen Quantile
Regresyon yontemi, kosullu quantile fonksiyonlarinin tahmin modeli i¢in uygun bir
yontem saglamaktadir. Quantile Regresyon, 0zellikle kosullu quantillerin degiskenlik
gosterdigi durumlarda kullamishdir ve bu yontem quantillere bagli olarak regresyon

katsayilarini belirler.

Quantile Regresyon ayni zamanda hem alt hem st quantillerle ya da tum quantillerle
ilgilendiginden X =x verildiginde Y’nin kosullu dagiliminin tam bir gosterimini
saglamaktadir (Koenker ve Hallock 2001, Chen 2005, Altindag 2010).

Quantile Regresyon Yonteminde 7. regresyon quantili (0<7<1);

Minimize| Y zly,-x B+ Y (A-D|y,-xB| )

k
Be te{t:y,Zx,b}

esitliginin minimize edilmesiyle elde edilir. Esitlik (2)’de, { ¥, t=1,...,T} bagiml

degisken, {x,,r=1,...,T}, txk boyutlu tasarim matrisini ve B tahmin edilecek

katsay1 vektoriinui gostermektedir (Koenker ve Basett, 1978).

Quantile Regresyon’da 7=0.5 alinmast durumunda MINMAD problemi elde edilir.
Yapici Pehlivan ve Apaydin (2003), ¢cok degiskeni ¢coklu regresyon modelini MINMAD
olarak modellemis ve ¢cok amagli programlama problemi elde etmislerdir. Bu calismada
ise, ¢cok degiskenli coklu MINMAD problemi temel alinarak cok degiskenli ¢oklu

Quantile Regresyon problemi modellenerek,

Minimize Z, = Z'z u; +(1- T)Z vy

J=1 J=1

B isareti belirtilmemis.

3

¢ok amagl programlama (CAP) problemi elde edilmistir. Esitlik (3)’te, [ isareti

belirtilmemis degiskenleri

B >0

B’ 20 almarak (A -p") durumuna

donugturalur. Cozam sonucunda f've [” degiskenlerinin optimum ¢ozumit ve

U Uyseo s, VE Vi, V,,00,V,

degiskenleri,

Y,-%,20

L Jn-T
' 0, diger durumlarda

sapma degiskenleri elde edilecektir.

veé v; Sapma

i J

1

.—ﬁ% Y,—Y, <0

diger durumlarda
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biciminde ifade edilmektedir.

3. COK AMACLI QUANTILE PROBLEMI iCiN GLOBAL KRiTER ve STEM
YONTEMI

Cok amagli programlama (CAP) probleminin matematiksel gosterimi,

n n n
Max z CX; ,Z CyiXps.n. ,z CiXis
i=1 i=1 i=1

Zaq x; < j=L2,....m @
xi =0 i=12,....n
bi¢cimindedir.

3.1 Global Kriter Yontemi

Global kriter yontemi, problemle ilgili kisitlar ve amaclar tanimlandiktan sonra, karar
vericinin tercihleriyle ilgili bilgisine ihtiyac duymayan yontemlerden birisidir. Karar
verici, klasik optimizasyon yontemlerinde oldugu gibi yontemin buldugu ¢odziimiin
kabul edilebilir oldugunu varsayar.

Adim 1.
Maxfj(x)=c'x, j=12,....k 5
Ax<b, x>0
problemlerinin miimkiin ideal ¢ozumleri f/.*, j=12,...,k elde edilir.
2.Adim: Bulunan ideal ¢ozimler yardlmlyla,
()= £ ()

Minimize

Z[ 7 ©

Ax<b, x=20

Esitlik (6)’da, islem kolaylig1 saglamasi ve bir dogrusal programlama problemi elde
etmek istenmesi nedeniyle a=/ alinmistir. a=2 alinmas1 durumunda, problem karesel
programlama problemine dontugmektedir. Problemlerinin mumkin ideal ¢ozumleri

fj*, j=12,....k elde edilir (Evren ve Ulengin, 1992).

3.2 Stem Yontemi

STEP-metodu adiyla da bilinen bu yontem iteratif bir ¢oziim surecine dayanir. Her
iterasyonda hesaplama asamasi, karar verme asamas1 ve karar verici (KV) ile analist
arasinda bir diyalog asamas1 vardir. STEM yonteminin adimlar1 asagidaki gibidir:
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Adim 1.

Max f,(x)=c'x, j=12,...k

Ax<b, x20
problemlerinin mumkun ideal ¢ozumleri f /.*, j=12,...,k elde edilir ve Tablo 1°de
verilen alternatif ¢ozimler tablosu olugturulur.

(M

Tablo 1. Alternatif Cézumler Tablosu

fla b lrs 1 s
/i <1
1 <jn
i fj* Tk
7. %

fj*: Jj.sutunun maksimum degerini, fj'"i“ : j.situnun minimum degerini gostermektedir.
Lineer Programlama (LP) probleminin ¢ozumu, ideal ¢ozum f; en yakin

gozukmektedir. Burada X™,Ax<b,x>0 ve (m-1). iterasyonda ilave edilen kisitlari
icermektedir.

Adim 2. m. iterasyonda,

Min A
(x.4)

A2 fi—f ()@, j=12,....k (8)
xe X"
120

LP probleminin ¢ozumi, ideal ¢ozium f; ‘a en yakin gozikmektedir. 7; optimuma
olan uzakligin goreceli 6nemini verir ve

ﬂ'j:

©))

“,;
2.2
J

esitliginden hesaplamir. Burada ¢,
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J; ;{’ ! - eger f j >0 ise
B
a, = - . (10)
J, fn;fj ! = | eger f; <0 ise
T

dir.

Adim 3: Uzlagik ¢ozim X", amag vektoru ™ ile f ,.* karsilastirmak uizere KV’ye
sunulur. Eger bazi amagclar tatminkar ise ve digerleri degilse, KV tatmin olunan amag
J;"den tatmin olunmayan amacin lehine fedakarlik yapmak zorundadir. Boylece,

sonraki iterasyon i¢in uygun bolge,

XM
XM= f ()2 £ (%)=, an
()2 f(xm)iiEm i=12,..

bi¢iminde olusturulur. Tatmin olan amaca ait z; agwhg sific almir ve (m+1).

iterasyonun hesaplama asamasi baglar ve tatmin edici ¢ozume ulasilana kadar isleme
devam edilir (Evren ve Ulengin 1992).

4. UYYGULAMA

Uygulamada, Rencher (2002)’den alinan kimyasal reaksiyon iceren bir deneye iliskin
sonuglar uygulama verisi olarak kullanilmigtir. Bu verideki bagimli degiskenler;

Y, :Degismeyen baslangic maddesinin yuizdesi
Y, :Istenen iriine doniistiirme ytizdesi

Y, :Istenmeyen yan triniin yizdesi
Bagimsiz degiskenler;

X, :Sicaklik
X, : Konsantrasyon

X, : Zaman

olarak ele alinmistir.
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Global Kiriter, Stem ve EKK yontemleri ile ¢ozum sonucunda elde edilen tahmini
degerlere iliskin ortalama mutlak sapma (MAD) ve hata kareler ortalamasi (MSE)
degerleri karsilastirilmis ve Tablo 2°de verilmistir.

Tablo 2. Ortalama Mutlak Sapma ve Hata Kareler Ortalamasi Degerleri

Tau | Global Stem |En Kiuciik Global Kriter| Stem |EnKiucuk| Global Stem |En Kucuk
( T) lfriter ) Yontemi | Kareler Yontemi Yontemi | Kareler Ifriter. Yontemi | Kareler
Yontemi (EKK) (EKK) Yontemi (EKK)
Y Y Y Y £ Y Y, Y Y
MADMSEMADMSEMADMSEMAD| MSE MADMSEMADMSE| MAD |MSE MADMSEMADMSE
0.10 | 4.42 31.77| 4.42 31.77 5.11 | 46.87 |3.06 [15.62 3.88 |26.43|3.14 [20.62]
0.20 | 4.30 32.52| 3.44 {19.70 5.11 | 46.87 | 4.43 36.08| 3.43 |22.32|3.43 22.32]
0.25 | 3.84 25.91/ 1.70 | 5.35 3.07 | 16.16 |3.09 |16.37| 3.38 |21.63|3.38 [21.63]
0.30 | 1.66 |5.14|1.70|5.35 3.05 | 14.18 |3.04 |14.14] 3.28 |23.04|3.28 [23.04
0.40 | 1.55 |4.69|1.70|5.35 2.92 | 16.73 |2.92 |14.83 3.11 |21.49|3.02 [20.79
0.50 {1.52|4.37|1.51|4.36|1.56 |4.22| 2.99 | 15.88 |2.99 (18.33(2.97 [13.13| 3.37 |25.08|3.00 [19.65| 2.89 [12.17|
0.60 | 1.53 |4.44|1.53|4.34 3.07 | 17.47 |3.18 [20.38| 4.07 |30.96|4.07 [30.96|
0.70 | 1.85|7.13|1.85|7.13 3.34| 23.58 [3.09 [17.01] 4.14 |31.78|3.82 [25.95]
0.75|2.03 8.32|1.85|7.13 3.61 | 27.35 |3.67 26.03 4.17 |32.13|4.17 [32.13]
0.80|2.11/9.72|2.21|9.83 3.61| 27.35 |3.67 [25.96| 5.18 |47.52|3.16 [21.95]
0.90 | 2.95 [17.66| 2.29 [10.54| 4.99 | 44.33 | 4.60 [34.79 7.45 |83.53|7.81 (87.76|
5. TARTISMA ve SONUC

Butin regresyon modellerinde oldugu gibi, cok degiskenli ¢oklu regresyon
modellemesinde amag, e, hatalarini minimum yapacak sekilde [ parametrelerinin
tahmin edilmesidir. Bu nedenle, cok degiskenli coklu regresyon modelinde hatalarin
minimum yapilmasi amaclanmis ve c¢oziim i¢in Quantile Regresyon yaklagimi
onerilmistir. Onerilen yaklasimda Quantile Regresyon temeline dayananan cok amach
programlama problemi elde edilmistir. Elde edilen (CAP) ¢ozumu i¢in Global Kriter ve
Stem Yontemleri Kullanilmistir.

En kuiguk kareler yontemi, ,B, regresyon parametresi tahmin edicilerini, hata kareler
toplamint minimum yapacak sekilde hesaplamaya dayanmaktadir. Alternatif olarak
onerilen Quantile Regresyon ise, hatalarin mutlak degerlerinin toplamint minimum
yapma esasina dayanmaktadir. Uygulamada, ¢esitli quantile degerleri icin ¢ok amach
programlama yontemlerinden Global Kriter ve Stem Yontemleri ile ¢oziim yapilmistir.

Global Kiriter, Stem, EKK yontemi sonuglarina gore Tablo 2 incelendiginde;

Y, bagiml degiskeni i¢in,

v MSE kriterine gore en kugitkk deger (4.360), 7=0.50 i¢in Stem yonteminden elde
edilmistir.

v" MAD kriterine gore en kigitkk deger (1.517), 7=0.50 i¢in Stem yonteminden elde
edilmistir.

Y, bagimh degiskeni i¢in,

v" MSE kriterine gore en kiigiik deger (13.129), EKK yonteminden elde edilmistir.

v" MAD kriterine gore en kigitk deger (2.917), 7=0.40 i¢in Stem yonteminden elde
edilmistir.
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Y, bagimh degiskeni i¢in,
v' MSE kriterine gore en kiiguk deger (2.893), EKK yonteminden elde edilmistir.
v" MAD kriterine gore en kugitk deger (12.168), EKK yonteminden elde edilmistir.

Cozum sonuglarina iligkin Tablo 2’de verilen MSE ve MAD degerleri incelendiginde,
en kucuk MSE ve MAD degerlerinin 7=0.50 degeri civarinda elde edildigi
gorulmektedir.
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MULTI OBJECTIVE PROGRAMMING METHODS FOR SOLVING
MULTIVARIATE MULTIPLE REGRESSION MODELLED AS
QUANTILE REGRESSION PROBLEM

ABSTRACT

Quantile Regression has been advanced as an alternative to the least
squares method which is used for simple and multiple linear regression
analysis and is proposed in order to present a comprehensive regression
image. Quantile Regression, proposed by Koenker and Basett (1978),
provides an appropriate method for the estimation model of conditional
quantile functions. This study mainly considered multivariate multiple
regression model as a quantile regression problem and obtained a multi
objective program problem. The obtained problem is aimed to be solved for
various quantile values by Global Criteria and Stem Methods, which are
among the multi objective program methods.

Keywords: Multi objective program, Multivariate multiple regression, Global Criteria Method,
Quantile regression, Stem Method.
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