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NORMAL MÜDAHALEL  ÖDÜLLÜ YEN LEME SÜREC N N
SINIR FONKS YONELLER  ÜZER NE

Zulfiyya MAMMADOVA*    Tahir KHAN YEV** hsan ÜNVER***

ÖZET

Bu çal mada Normal müdahaleli ödüllü yenileme süreci (X(t)) matematiksel 
olarak tanmlanm  ve bu sürecin iki snr fonksiyoneli (N1 ve 1) ele 
alnm tr. Bu fonksiyonellerin momentleri arasnda kesin bir ba nt
kurulmu  ve daha sonra hem N1 hem de 1 in ilk dört momenti için asimptotik 
açlmlar elde edilmi tir.

Anahtar Kelimeler: Ödüllü yenileme süreci, Normal müdahale, Snr fonksiyonelleri,  Momentler, 
Asimptotik açlm.

1. G R
Envanter, stok kontrol, kuyruk teorisi, güvenirlik gibi uygulamal alanlarda ortaya çkan
birçok problem yenileme, ödüllü yenileme ve rasgele yürüyü  süreçlerinin snr
fonksiyonelleri yardmyla ifade edilebilir. Literatürde bu konuda önemli teorik sonuçlar 
mevcuttur: Aliyev et al. (2010), Alsmeyer (1991), Aras and Woodroofe (1993), 
Borovkov (1984), Brown and Solomon (1975), Feller (1971), Gihman and Skorohod 
(1975), Jewell (1967), Khaniyev et al. (2005), (2006), (2010), Lotov (1996), Nasirova 
(1998), Ross (1996). Ancak, elde edilen sonuçlar genellikle karma k matematiksel 
yapya sahip olduklar için kullan l de illerdir. Bu karma k yapy daha kullan l bir 
hale getirmek için son yllarda iki yönde ara trmalar yo unla trlm tr. Bir taraftan 
benzetim yöntemleri kullanlarak bilgisayar yardm ile saysal sonuçlar alnmakta; 
di er taraftan ise asimptotik yöntemler kullanlarak yakla k, fakat yeterince sade 
ifadeler elde edilmektedir. Bu nedenle, literatürde asimptotik yöntemlerin 
uygulanmasna ait birçok de erli çal malar ortaya konulmu tur Alsmeyer (1991), Aras 
and Woodroofe (1993), Chang and Peres (1997), Khorsnov (1997), Lotov (1996). Bu 
çal malardan özellikle, Alsmeyer (1991) ve Lotov (1996) çal malar büyük ilgi 
görmektedirler. Alsmeyer (1991)’in çal masnda harmonik yenileme fonksiyonu için 
iki terimli asimptotik açlm elde edilmi tir. Lotov (1996)’un çal masnda ise Gauss 
rasgele yürüyü  sürecinin snr fonksiyonelleri için üç terimli asimptotik açlmlar elde 
edilmi tir.

Kesemen (2006)’in doktora tez çal masnda ise, Gamma müdahaleli rasgele yürüyü
süreçlerinin snr fonksiyonelleri asimtotik yöntemlerle incelenmi tir. Bununla birlikte 
rasgele faktörlerin etkisi altnda de i en birçok dinamik sisteme gerekti inde “d ardan 
müdahale edilmesi” aslnda birçok faktörün toplam etkisi altnda olu maktadr.
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Dolaysyla, böyle kararlar verilirken birçok faktörün toplam etkisi göz önünde 
bulundurularak “müdahale” kararlar verilmektedir. Merkezi Limit Teoremine göre etki 
gösteren faktörlerin says arttkça “müdahale”yi ifade eden rasgele de i kenin da lm
yakla k da olsa normal da lma yaknsayacaktr.

Bu nedenle, çok sayda rasgele faktörlerin etkisi altnda faaliyet gösteren sistemler için 
“müdahale”nin Normal da lma sahip oldu unu kabul etmek daha mantkl ve pratik 
açdan elveri lidir. Ancak Normal müdahaleli süreçlerin incelenmesi, Gamma 
müdahaleli süreçlere göre çok daha karma ktr. Gamma müdahaleli süreçleri incelerken 
ortaya çkan ifadeler genellikle bir yenileme fonksiyonunun Laplace dönü ümü yardm
ile verilebilir. Fakat Normal da lml müdahalelerde bu elveri li matematiksel yöntem 
kullanlmamaktadr. Bu nedenle, Normal müdahaleli süreçlerin incelenmesi hem 
bilimsel, hem de pratik öneme sahiptir.

Bu çal mann temel amac, asimptotik yöntemleri kullanarak Normal müdahaleli 
ödüllü yenileme sürecinin iki önemli snr fonksiyonelinin momentleri için yakla k
ifadeler elde etmektir. Bu sebeple, bu çal mada Tauber - Abel teoremleri ve yenileme 
teorisinin temel sonuçlar kullanlarak, snr fonksiyonellerinin momentleri için üç 
terimli asimptotik açlmlar elde edilmi tir. Ele alaca mz stokastik süreci matematiksel 
olarak tanmlamadan önce a a daki fiziksel modeli ifade edelim. 

Fiziksel Model: Ba langç annda bir depodaki stok seviyesinin z 0 oldu unu
varsayalm. 1 1 2 1 2 n 1 2 nT ,T ,...,T ... ,...  rasgele anlarnda, depoya 
gelen talepler do rultusunda 1 2, ,... miktarlarda stok alnmaktadr. Burada 1 2, ,... ’
ler ard k talepler arasnda geçen süreleri; 1 2, ,...’ ler ise talep miktarlarn gösteren 
pozitif de erli rasgele de i kenlerdir. Bu i lem, depodaki stok seviyesi sfrn altna
dü ene kadar devam eder. Stok seviyesi sfrn altna dü tü ü anda deponun stok düzeyi, 
yeni ba langç seviyesi 1 durumuna getirilir. Varsaymmza göre, bu yeni ba langç
seviyesi [0, )  aral nda kstl normal da lma sahip bir rasgele de i kendir. Bu 
i lemden sonra depo yeni ba langç seviyesi ile benzer ekilde çal maya ba lasn. Bu 
ekilde çal an bir deponun stok seviyesinin de i imini “Normal müdahaleli ödüllü 

yenileme süreci” olarak bilinen bir stokastik süreç yardmyla ifade etmek mümkündür. 
Amacmz, uzun süre bu ekilde çal an bir deponun stok seviyesinin de i imini ifade 
eden süreci ve iki önemli snr fonksiyonelini matematiksel olarak tanmlamak ve bu 
snr fonksiyonellerinin momentlerini asimtotik yöntemlerle incelemektir. Bunun için 
öncelikle ele alaca mz stokastik sürecin ve snr fonksiyonellerinin matematiksel 
tanmn verelim. 

2. SÜREC N VE SINIR FONKS YONELLER N N MATEMAT KSEL TANIMI 

n n( , ) , n 1,2,3,...  dizisi , ,P  olaslk uzaynda tanmlanm  ba msz ve ayn
da lma sahip pozitif de erli rasgele çiftler dizisi olsun. Ayrca, n  ve n  rasgele 
de i kenleri kendi aralarnda ba msz ve pozitif de erli olup, da lm fonksiyonlar
bilinsin ve srasyla F (t)  ve F (x)  ile gösterilsin. Yani,  nF (t) P{ t}  ve 

nF (x) P{ x}; t, x 0 olsun. Buna ek olarak, nY , n 0,1,2,...  dizisi de bu olaslk

uzaynda tanmlanm  ba msz ve ayn 2(a, )  parametreli Normal da lma sahip 
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rasgele de i kenler dizisi olsun.  Bunlarn yan sra, n nmax 0,Y ,n 1,2,3,...

olsun. n ve n rasgele de i kenler dizisinden yararlanarak, nT ve nS
yenileme dizilerini a a daki gibi tanmlayalm: 

n

n i
i 1

T ,
n

1i
inS , 1n , 0 0T S 0 .

imdi de a a daki tam de erli rasgele de i kenleri tanmlayalm: 
0N 0 ; kN(z) inf  k 1;  z S 0  ;

1 1 1 1 kN N ( ) inf  k 1;  S 0 ;

n n 1 n k Nn 1
N inf k N 1: S S 0 , n 2,3,... ,

Ayrca, inf olsun.

Bundan ba ka,
0t},tT:0nmax{t n ;

0 0;
N(z)

N(z) i
i 1

(z) T   ;
1 1

1 1

N ( )

1 1 1 N ( ) i
i 1

( ) T ;

n

n

N

1i
iNn T ; n 2

olsun. imdi de ele alnacak stokastik süreci (X(t))  a a daki gibi tanmlayalm:  

n ( t ) Nn 1
X t S S , n 1 nt , ,  n 1,2,3...

Literatürde, )t(X  sürecine “Normal Müdahaleli Ödüllü Yenileme Süreci” denir. 1N  ve 

1  rasgele de i kenleri X(t) sürecinin iki önemli snr fonksiyonelleridir. Burada 1 ,
X(t) sürecinin ilk kez sfrn altna indi i an, 1N  ise bu ana kadar olan sçramalarn
saysn belirtmektedir. A a da Normal müdahaleli ödüllü yenileme sürecinin bir izi 
gösterilmi tir.
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Bu çal��man�n temel amac�, )t(X  sürecinin iki önemli s�n�r fonksiyoneli olan 1 1N ( )� ve

1 1( )� � rasgele de�i�kenlerinin momentlerinin asimptotik davran���n� a ��  iken 
incelemektir.  

3. SÜREC�N SINIR FONKS�YONELLER� �Ç�N AS�MTOT�K  SONUÇLAR 

Bu çal��man�n temel sonuçlar�n� vermeden önce Aliyev et al. (2010) çal��mas�nda
bulunan a�a��daki önermeyi sunal�m.

Yard�mc� Teorem 3.1 (Aliyev et al., 2010): � �n� rasgele de�i�kenler dizisi 3
1E( )<� �

ko�ulunu da sa�lam�� olsun. Bu takdirde, N(z) s�n�r fonksiyonelinin ilk dört momenti 
için z �� iken a�a��daki üç terimli asimptotik aç�l�mlar yaz�labilir:

      1) 1
1

z 1E(N(z)) A o( )
m z

� � � ,

2)
2

2
2 22

1

zE(N (z)) A z B o(1)
m

� � � � ,

3)
3

3 2
3 33

1

zE(N (z)) A z B z o(z),
m

� � � �

4)
4

4 3 2 2
4 44

1

zE(N (z)) A z B z o(z )
m

� � � � ,

burada
2

1 2
1

mA ,
2m

�
2

2 1
2 3

1

2m mA ,
m
�

�
2

2 1
3 4

1

9m 6mA ,
2m
�

�
2

2 1
4 5

1

8m 6mA ;
m
�

�

2 2
2 1 3 1 2

2 4
1

3m 4m m m mB ,
2m

� �
�

2 2 4
2 1 3 1 2 1

3 5
1

9m 3m m 6m m m
B

2m
� � �

� ,

2 2 4
2 1 3 1 2 1

4 6
1

30m 8m m 27m m 7mB ;
m

� � �
� k

k 1m E( ),  k=1,2,3� �
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biçimindedir.

imdi de 1 1N ( ) snr fonksiyonelinin ilk dört momenti için elde edilen sonuçlar
a a daki teorem eklinde ifade edelim. 

Teorem 3.1: 3
1E( )<  ve a  iken /a 0 artlar altnda, 1 1N ( )  snr

fonksiyonelinin ilk dört momenti için a iken a a daki üç terimli asimptotik 
açlmlar yazlabilir:  

1 1 1
1

a 1E(N ( )) A o( )
m a

,

2 2
2
1 1 2 22 2

1 1

aE(N ( )) A a B o(1)
m m

,

3 2
3 2
1 1 3 33 3

1 1

a 3E(N ( )) A a B a o(a)
m m

,

4 2
4 3 2 2
1 1 4 44 4

1 1

a 6E(N ( )) A a B a o(a )
m m

,

Burada 2
1 1a E(Y ) ; Var(Y ) ‘dr. 1 2 3 4A , A , A , A  ve 2 3 4B , B , B  katsaylar yukarda

verilen Yardmc Teorem 1’ deki gibi hesaplanr.

spat: Tanm gere i, 1 1
0

EN ( ) E(N(z)d (z) ’dr. Burada (z)  fonksiyonu,

2
1 1 1max{0, Y },  (Y N(a, )),  rasgele de i keninin da lm fonksiyonudur ve 

a a daki ekilde gösterilebilir:

z 0   oldu unda z a(z) ;  z < 0 oldu unda ise (z) 0  olur. 

Burada (u)  fonksiyonu ile standart normal da lm fonksiyonu gösterilmi tir.

(z) fonksiyonu z=0  noktasnda ( a / )  kadar sçrama yapan bir da lm
fonksiyonudur.

1 1
0

E(N ( )) E(N(z))d (z) E(N(0)) ( a / )

+0 0

1 z aE(N(z))  dz ( a / ) E(N(z)) (z a)dz
                     

(1)

Burada, 21(x)= exp( x / 2)
2

fonksiyonu standart normal da lmn olaslk yo unluk

fonksiyonu ve 1 u(u)  dr.
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Teorem 3.1’in artna göre, a iken aT  olur. Dolaysyla, Milln 

Teoremi’ne göre (Abramowitz and Stegun, 1964),  

T

(T) a( T) 1 (T) (u)du ( )
T a

asimptotik denklik yazlabilir. 1M (z) E(N(z))  tanmn kullanarak (1)’in ikinci 
terimini a a daki gibi iki ksma ayralm: 

a

0 0 a

E N(z)  (z a)dz E N(z)  (z a)dz E N(z)  (z a)dz

a

1 1
0 a

M (z) (a z)dz M (z) (z a)dz 11 12I (a) I (a)                     (2) 

Burada, 11 1 12
a

I (a) M (a) (a); I (a) E N(z)  (z a)dz ’dir.

Önce, (2) e itli inin birinci toplanann

11 1I (a) M (a) (a)               (3) 

inceleyelim. (3) e itli inin her tarafna, a  parametresine göre Laplace dönü ümünü 
uygularsak,

11 1I ( ) M ( ) ( )                           (4) 

olur. Burada a

0

G( ) e G(a)da  ile G(a)  fonksiyonunun Laplace dönü ümü 

gösterilmi tir. 0 iken ( )   için a a daki asimptotik açlm yazlabilir: 

2 3
2 2( ) o( )

2 42
                          (5) 

Burada 2
1=Var(Y ) dir. Di er taraftan, Yardmc Teorem 3.1’ den a a daki sonuç elde 

edilebilir: 
1

1 12
1

A1M ( ) C o(1)
m

             (6) 

Burada,
2

32 2
1 1 2

1 1 1

mm mA  ; C
2m 4m 6m

 ‘dr.

(5) ve (6) açlmlarn (4)’de göz önünde bulundurup gereken hesaplamalar yaparak 
a a daki açlm elde edilebilir: 
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2
11 1 2 2

1 1 1

m1 1 1I ( ) M ( ) ( )
2m 4m m 2

                       
2

1 2
2

1 11

A m o(1)
2m 4mm 2

                         (7) 

(7) açlmna Tauber – Abel Teoremi’ ni uygulayarak a  iken a a daki açlm elde 
edilir (Feller, 1971): 

2
11 2

1 1 1

ma 1I (a) o
2m 4m am 2

                                                 (8) 

imdi de (2) e itli inin ikinci toplanann inceleyelim: 

12
a

I (a) E(N(z)) (z a)dz .                (9) 

z iken

2
2

1 1

mz 1E(N(z)) o
m m z

                    (10) 

yazlabilir. (10) açlmn (9)‘da göz önünde bulundurarak a a daki açlm elde edilir: 

2
12 2

1 1 1

ma 1I (a) o
2m 4m am 2

.                                             (11) 

(8) ve (11) açlmlarn (2) e itli inde yerine yazp gerekli hesaplamalar yaparak 
a a daki açlm elde ederiz:    

0

E(N(z)) (z a)dz 2
2

1 1

ma 1o
m m a

.          (12) 

(12) açlm (1) e itli inde dikkate alnrsa  

2
1 1 2

1 1

ma 1E(N ( )) o
m m a

olur.

imdi de ikinci momentin asimptotik davran n inceleyelim. Yardmc Teorem 3.1’de 
a a daki asimptotik sonuç elde edilmi tir:

2
2

2 22
1

zE(N (z)) A z B o(1)
m

.           (13) 
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Bu takdirde,
2 2
1 1

0

aE(N ( )) E(N (z)) (z a)dz          (14) 

olur. Di er taraftan,

a
2 2 2

0 0 a

E(N (z)) (z a)dz E(N (z)) (z a)dz E(N (z)) (z a)dz

a
2

2
0 a

M (z) (a z)dz E(N (z)) (z a)

2
2

a

M (a) (a) E(N (z)) (z a)dz 21 22I (a) I (a)             (15) 

olur. Burada, 21 2 22I (a) M (a) (a);  I (a) 2

a

E(N (z)) (z a)dz  ‘dr.

Önce 21I (a) ’y inceleyelim. Bunun için Yardmc Teorem 3.1’de elde edilmi  a a daki 

asimptotik sonucu kullanaca z:
2

2
2 2 22

1

zM (z) E(N (z)) A z B o(1)
m

.

0 iken, 2M (z) ’in Laplace dönü ümü için a a daki asimptotik açlm yazlabilir:
2 2

2 22 1 2 1
2 2 3

1

A m B m2M ( ) 1 o( )
m 2 2

                     (16) 

(5) ve (16) açlmlarn 21I (a) ’nn Laplace dönü ümünde göz önünde bulundurarak ve 
gereken hesaplamalar yaparak a a daki açlm elde ederiz: 

2
2 2 2

21 2 3 2 22
1 11

A B A1 1 2 1 1 1I ( ) ( ) ( ) o( )
m 2 2 2m2 m 2

.            (17) 

(17) açlmna Tauber -Abel teoremini uygulayarak a  iken a a daki açlm elde 
etmek mümkündür: 

2 2
2 2 2

21 2 22
1 11

A B Aa 2I (a) a o(1)
2m 2 2 2m2 m 2

.                      (18) 

imdi de 22I (a) ’y inceleyelim. Bu amaçla a a daki açlmlar kullanaca z:

   
2

n n n 1 n 2 n 2

a

1 n n(n 1)z (z a)dz a a a o(a ), n 0,1,2,...
2 42

(19)

(13) ve (19) açlmlarn 22I (a) ’nn ifadesinde dikkate alrsak a a daki açlm
yazlabilir:



TÜİK, İstatistik Araştırma Dergisi, Aralık 2011
TurkStat, Journal of Statistical Research, December 2011

20

Normal Müdahaleli Ödüllü Yenileme Sürecinin On the Boundary Functionals of the Renewal Reward Process with
Sınır Fonksiyonelleri Üzerine Normal Interference of Change

20

2 2
2 2 2

22 2 22
1 11

A B Aa 2I (a) a o(1)
2m 2 2 2m2 m 2

.               (20) 

(18) ve (20) açlmlar (15) e itli inde yerine yazarsak a a daki açlm elde edilir: 
2

0

E(N (z)) (z a)dz
2 2

2 22 2
1 1

a A a B o(1)
m m

ve buradan ikinci moment için üç terimli asimptotik açlma ula lr:
2
1 1E(N ( ))

2 2

2 22 2
1 1

a A a B o(1)
m m

.

Benzer ekilde, 1 1N ( )  snr fonksiyonelinin üçüncü ve dördüncü momentleri için de 
a  iken üç terimli asimptotik açlmlar elde edilebilir. Bu da Teorem 3.1’in ispatn
tamamlar. 

Çal mann ikinci ksmnda 1 1( )  snr fonksiyonelinin ilk dört momenti için üç 
terimli asimptotik açlmlarn elde edilmesi amaçlanmaktadr. Bunun için Aliyev et al. 
(2010) çal masndaki bir sonuçtan yararlanaca z. Aliyev et al. (2010) çal masnda 

(z) ile N(z)  snr fonksiyonellerinin momentleri arasnda kesin ili kiler kurulmu tur. 
Bu sonucu a a daki yardmc teorem eklinde verelim: 

Yardmc Teorem 3.2 (Aliyev et al., 2010): n ve n  rasgele de i kenler dizileri 
a a daki ek ko ullar sa lam  olsun:  

   i) 4
4 1E( )   ; ii) 3

3 1m E .

      Bu durumda, (z)  snr fonksiyonelinin ilk 4 momenti, N(z)  snr
fonksiyonelinin ayn momentleri cinsinden a a daki gibi ifade edilebilir: 

1)
1E( (z)) E(N(z)) ,

2) 2 2 2 2
1 2 1E( (z)) E(N (z)) E(N(z)),

3) 3 3 3 2 2
1 1 2 1E( (z)) E(N (z)) 3 E(N (z))

3 2
1 1 2 32 3 E(N(z)),

4) 4 4 4 2 2 3
1 1 2 1E( (z)) E(N (z)) 6 E(N (z))

4 2 2 2
1 1 2 1 3 211 18 4 3 E(N (z))

2 2 4
4 1 2 1 3 2 112 - 4 -3 - 6 E(N(z)).

Burada k
k 1E  k=1,2,3,4 ’tür. 

Nihayet, Teorem 3.1 ve Yardmc Teorem 3.2’den yararlanarak 1 1 1( )  snr
fonksiyonelinin asimptotik davran  hakknda a a daki teoremi verebiliriz. 
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Teorem 3.2: A a daki ek ko ullar sa lanm  olsun:

 i) 4
1E( )< ;     ii) 3

1E( )< ;   iii) a  iken /a 0 olsun.

Bu takdirde, a  iken, 1 1 1( )  snr fonksiyonelinin ilk dört momenti için 
a a daki üç terimli asimtotik açlmlar yazmak mümkündür:  

1) 1 2
1 1 12

1 1

m 1E( ( )) a o( )
m 2m a

,

2) 2
1 1E( ( ))

2 2
2 2 21 2

2 1 2 1 1 1 22 2
1 1 1 1

1a A a B A A o(1)
m m m m

,

3) 3
1 1E( ( ))

2 33
3 1 1 1 23 21

3 2
1 1

A m 3 3
a a

m m
22

3 2 1 1 2 1 2 3
3 2 13

1 1 1

3A m 33 2B 3A a o(a),
m m m

4) 4
1 1E( ( ))

2 24
1 2 14 4 31

4 14 3
1 1

6
a A a

m m
4 2 22

4 2 2 2 21 1 2 2 1 3
4 1 1 2 1 34 2

1 1

11 18 3 46B 6 A a o(a )
m m

,
burada n

n 1E( ) , n
n 1m E( ),    n 1, 2,3 ’tür.

n nA ve B katsaylarnn a ikar ekilleri de Yardmc Teorem 3.1’in ifadesinde verilmi tir.

4. SONUÇ

Bu çal mada, Normal müdahaleli bir ödüllü yenileme süreci tanmlanm  ve bu sürecin 
iki önemli snr fonksiyoneli için asimtotik açlmlar elde edilmi tir. Elde edilen 
asimtotik açlmlar kesin formüllerle kar la trmada yeteri kadar sadedir. Bunun yan
sra elde edilen asimtotik açlmlarn kesin ifadelere yeteri kadar yakn oldu u da 
gözlemlenmi tir. Dolaysyla, elde edilen formüller uygulama açsndan kolaylk
sa lamaktadr. Bu da kuyruk teorisi, stok kontrol ve güvenirlik teorilerinin birçok 
problemini etkin bir biçimde çözmeye olanak sa lar. Yaplan bu çal mann, yar-
Markov süreçleri teorisindeki bir eksikli i giderebilece i umulmaktadr. Bununla 
beraber bu çal may birçok yönlerde de geli tirebilmek mümkündür. Örne in, kesikli 
müdahaleyi ifade eden rasgele de i kenin da lmn, Normal da lm snfndan daha 
geni  bir snftan seçerek benzer süreçlerin analitik ve asimptotik özellikleri 
incelenebilir. Di er taraftan benzer problemler, talep miktarlar ( n ) ile talepler 
arasnda geçen süreler ( n ) birbirlerine ba ml olduklarnda martingaller yöntemi 
uygulanarak; a r kuyruklu rasgele de i kenler için ise, düzenli varyasyonlar yöntemi 
kullanlarak incelenebilir (Feller, 1971).  

Kuyruk teorisi, güvenirlik, stok kontrol, matematiksel sigorta, stokastik finans, 
matematiksel biyoloji vs. gibi dallarn birçok problemlerinin rasgele yürüyü  süreçleri 
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ile ifade edildi i de bilinmektedir. Bu çal mada önerilen yöntemler rasgele yürüyü
süreçlerinin snr fonksiyonellerinin incelenmesi için de kullanlabilir.  
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ON THE BOUNDARY FUNCTIONALS OF THE RENEWAL 
REWARD PROCESS WITH NORMAL INTERFERENCE OF 

CHANCE

ABSTRACT 

In this study, a renewal reward process (X(t)) with Normal interference of 
chance  is mathematically constructed and two boundary functionals  (N1 and 

1) of this process are considered.  A relationship between the moments of the 
boundary functional N1 and 1 are established, and then, the asymptotic 
expansions for the first four moments of these boundary functionals are 
obtained. 

Keywords: Renewal reward process, Normal distribution, Boundary functionals, Moments, 
Discrete interference of chance, Asymptotic expansion.




