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BASIT DOGRUSAL REGRESYONDA SAGLAM VE THEIL
KESTIRICILERININ KARSILASTIRILMASI

Onur TOKA*  Meral CETiN** Serpil AKTAS ALTUNAY ™

OZET

Basit dogrusal regresyon ¢oziimlemesinde varsayimlar saglandiginda elde
edilen en kiiciik kareler(EKK) kestirim degerleri, Gauss-Markov teoremine
gore parametrelerinin dogrusal, yansiz ve en kiigiik varyansh kestiricileridir.
Ancak, varsayimlar saglanmadiginda elde edilen kestiriciler, olmasi gereken
ozelliklerini kaybederler. Bu durumda regresyon ¢éziimlemesinde alternatif
olarak bazi parametrik olmayan ya da saglam yontemler kullanilr.
Parametrik olmayan regresyon yontemleri, hata dagilimina iligkin normallik
varsayimi gerektirmezler. Theil kestirimi, drneklemde aykiri degerler
bulundugunda saglam sonuglar vermektedir (Nevitt, J., Tam, H. P., 1998).
Saglam regresyon ise yine regresyon ¢oziimlemesinde gerekli olan
varsayimlar saglanmadiginda, olagan en kiigiik kareler yontemine alternatif
olarak onerilen bir yontemdir. Bu ¢alismada, basit dogrusal regresyonda
aykirt deger varliginda saglam regresyon yontemler olan ortanca en kiigiik
kareler(OEKK), en kiiciik kesilmis kareler(EKKK), Huber’in M kestiricisi ve
parametrik olmayan Theil regresyonu ydntemini karsilastirmak igin bir
benzetim ¢alismast yapilmistir. Elde edilen sonuglar goreli etkinliklerine gére
karsilastiridmis ve yorumlanmustir. Benzetim sonuglarina gore saglam
yontemden elde edilen kestiricilerin, Theil ydnteminden elde edilen
kestiricilere gére daha etkin sonuclar verdigi goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Aykir1 deger, Basit dogrusal regresyon, Robust regresyon, Theil yontemi.
1. GIRIiS

Birgok bilim insant kendi ¢alismalarinda daha saglam sonuglart buldugunu
gosterebilmek adina uygulamal istatistigi siklikla kullanir. Eger iki degisken arasinda
bir bag oldugunu, bu degiskenlerden birinin digerini agiklamada etkili oldugunu
diisiiniiyorsa, en ¢ok kullandiklar1 uygulamali istatistik alan1 ise regresyondur.
Regresyon, bagimli degiskenin, bir bagimsiz degisken tarafindan agiklanmasini
olusturan bir model olarak gosterildiginde basit dogrusal regresyon olarak
tanimlanmaktadir. Basit dogrusal regresyon ¢oziimlemesinde varsayimlar saglandiginda
elde edilen tahmin degerleri, Gauss-Markov teoremine gore parametrelerinin dogrusal,
yansiz ve en kiiclik varyansh kestiricileridir. Ancak, varsayimlar saglanmadiginda elde
edilen kestirimler saglamasi gereken 6zellikleri kaybederler. Bu durumlarda parametrik
olmayan ve saglam (robust) yontemler kullanilabilmektedir. Saglam regresyon
yontemlerinden ortanca en kiigiik kareler (OEKK), en kiigiik kesilmig kareler (EKKK),
Huber’in M kestiricisi kullanilmistir. OEKK, Rousseeuw ve Leroy (1987) tarafindan
agiklanan hem x hem de y’lerdeki aykir1 degerlere karsi saglam bir kestiricidir.
EKKK’da yine Rousseeuw ve Leroy (1987) tarafindan artiklarin karelerini belli bir
fonksiyon altinda minimize ederek aykir1 degerlere karst saglam tahminler elde etmeye
calisan kestiricidir.
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Huber (1973), M kestiricisini, artiklarin bir fonksiyonunu minimize ederek belli bir
denklem sistemiyle 6zellikle y yoniindeki aykir1 degerlere dayanikli olan saglam bir
yontem olarak tanimlanmistir. Theil yontemi ise saglam kestiricilere alternatif olarak
sunulmustur. Basit dogrusal regresyonun egim olarak da nitelendirilen f, katsayisi
kestirimi i¢in Sievers (1978) ve Scholz (1978), Randles ve Wolfes (1979), Dietz (1987),
Nevitt ve Tam (1998), cesitli egim formiilleriyle aykiri degerlere dayanikli
agirliklandirmalar gelistirmislerdir. Bu calismada, basit dogrusal regresyonda aykir
deger varliginda saglam regresyon yontemleri ve parametrik olmayan Theil regresyonu
yoOntemini karsilastirmak i¢in bir benzetim ¢alismasi yapilmuistir.

2. SAGLAM REGRESYON

Basit dogrusal regresyon denklemi asagidaki gibi tanimlanir:
¥i =Bo +Bix; +e (1)

Burada y bagimli degiskeni; x, bagimsiz degiskeni tanimlarken e;ise hata terimidir.
B, ve B,degerleri, sirastyla kesim noktasini ve egimi vermektedir. Bu durumda esitlik

(1)’de verilen modelde yer alan katsayilarin kestirimi igin klasik regresyon
¢Oziimlemesine alternatif olarak bazi parametrik olmayan ya da saglam(robust)
yontemler kullanilir. Saglam regresyon yontemi, hata terimi normal dagilmayan ve/veya
aykirt degerler modeli etkiledigi zamanlarda EKK yontemine alternatif olarak
kullanilmaktadir (Candan, 1995).

2.1 Ortanca En Kiiciik Kareler Kestirimi (Least Median Squares Estimation)

Ortanca en kiiciik kareler(OEKK) kestirimi, aykir1 degerlerin ortaya c¢ikartilmasi i¢in
kullanilan saglam bir yontemdir. Rousseeuw (1984) tarafindan Onerilen bu yontem,
artik karelerinin toplami yerine artik karelerinin ortancasmmin en kiicliklenmesi
diisiincesine dayanir. Bu ¢oziimlemede,

e; =y, —x;p
olmak iizere OEKK’y1,
Minimize or tan ca; ei2 (2

olarak verilmistir. Bu yontem hem x hem de y yonilindeki aykiri degerlere karsi
saglamdir. Ancak OEKK, esitlik (2)’de de goriildiigii gibi ortanca degerini en kiigiik
yapmaya calisirken kalan (n—1) goézlemi dikkate almaz. Bundan dolay1r Orneklem
biyiikliigii arttikca regresyon katsayilarimin kestiriminde OEKK ydntemi, EKK’dan
daha etkisiz olmaya baslar. Etkisizligi gidermek amaciyla Rousseeuw ve Leroy
(1987)’de  OEKK’in yerine en kiiciik kesilmis kareler (EKKK) yoOnteminin
kullanilabilecegini belirtmiglerdir (Ryan, 1997).
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2.2 En Kiiciik Kesilmis Kareler Kestirimi (Least Trimmed Squares Estimation)
Rousseeuw ve Leroy (1987) tarafindan tanimlanan bu yontem, artiklarin kareleri

e(zl) < e(zz) <...< efn) seklinde en kiigiikten en biiyiige siralanmak iizere esitlik (3)’teki

gibi verilir:

h
e 2
Minimize, E ) (3)

i=1

EKKK, yiiksek bozulma noktasina sahip tahmin edicidir. Rousseeuw ve Leroy (1987),
esitlik (3)’teki h degerinin asagidaki gibi alinmasini 6nermislerdir:

h=|[n(l-a)|+1 4)
Esitlik (4)’teki |_J ifadesi, tam say1 kismini ifade etmektedir.

Literatirde h degeri i¢in Orneklemin godzlem sayisina ve parametre sayisina bagh
olacak sekilde esitlikler verilmistir. h degerinin dogru tespit edilmesi 6nemlidir. Ciinkii
o kesilme orami kullanilarak elde edilen hdegeri ile veride bulunabilecek aykiri
degerlerin dogru miktar1 disarida birakilirsa uygun bir kestirici elde edilmis olur.

2.3 Huber’in M- Kestiricisi

Dogrusal regresyon i¢in M kestiriciler, artik karelerin toplamindan ¢ok, artiklarin bir
fonksiyonunu en kiiclik yapan kestiricilerdir. M-kestiricileri, y yoniindeki aykiri
degerlere kars1 saglamdir. Huber (1973), regresyon M kestiricilerini,

Minimizei p(e;) )

i=1
olarak tanimlar.

Burada, e, =y, —x;B ’dir. Esitlik (5)’1 en kugiikleyebilmek i¢in B;’ye gérep 'nun

birinci kismi tiirevleri (y = p') sifira esitlenirse; denklem sistemi,

ixij\'/(ei) = ixijW(Yi -x;B)=0 (6)

biciminde elde edilir. Genel olarak p tiirev fonksiyonu dogrusal degildir ve iteratif

yontemlerle ¢oziliir. Huber’in M- Kestiricisi, y yoniindeki aykir1 degerlere karsi saglam
bir yontemdir.

3. THEIL REGRESYONU
Theil yontemi (Theil, 1950) parametrik olmayan yontemlerden birisidir. Theil
kestiricileri aykirt degerlerin bulundugu durumda veri kiimesi i¢in uygulanan saglam
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yontemlere alternatif olarak sunulmustur. Hatalarin herhangi bir dagilimi igin
parametrik olmayan yontemler iyi sonu¢ vermelerine ve saglam regresyon
kestiricilerinin benzer sonuglarina gotiirmelerine ragmen bircok hesaplama islemi
yapilmaktadir (Mutan, 2004).

Basit dogrusal regresyon modelinde 3, ve 3, parametrelerine karsilik gelen kestirimler
Theil yontemi ile elde edilebilir. Bu yontemde, herhangi bir i. ve j. iki nokta arasindaki
dogrunun egimi icin asagida verilen esitlik tanimlanir:

:—-i<jvexi:/rixj (7)

Esitlik (7)’deki S;; degerleri kullanilarak, basit dogrusal regresyon modelinde B, ve B,

katsayilarinin kestirimleri, sirasiyla esitliklerdeki gibi bulunur:

Bn =ortanca(S;)

[ABOT =ortanca(Y) — or tan ca(X) ®)
Dolayistyla bu yontemde olast tiim ikili e§imlerin ortancalarinin alinmasiyla tiim
orneklem noktalarindan gegen dogrunun egimi i¢in saglam bir kestirim elde edilir ki, bu

kestirim 6rneklemdeki aykiri degerlere karsi dayanikli bir kestirimdir (Nevitt ve Tam,
1998).

Theil kestiricisinin esitligini olusturulan S; egim degeri igin zaman igerisinde farkl

yaklagimlarda olmustur. Egim i¢in verilen farkli formiillerde asagidaki gibidir:

e f,’in en kiigiik kareler kestiricisi PB,qzx 1le gOsterilirse, esitlik (9)’da agirhik

wy =(x; - x;)’ olmak iizere S;; 'nin agirliklandirilmig ortalamadir.

ISEKK ij W ;

e Randles ve Wolfe (1979), S;’nin agirhklandirilmamis ortalamalarini f,’in

kestiricisi olarak dnermislerdir:

ijsij

N

Biso = (10)

e Dietz (1987), Theil’in vermis oldugu kestiriciyi her bir S; i¢in biitin i< j ve
X; # X; degerlerinde olasiliklar1 atanarak olusturulan olasilik dagiliminin

ortancasi olarak alindigini belirtmistir. w; agirhigmin degistirilmesiyle elde
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edilmigtir. S; i¢in w / ijwij olasiliklar1 olusturularak elde edilen olasilik

dagilimmin ortancalarindan elde edilir. Agirliklar agsagidaki gibi iki sekilde ele
alinur:

o Sievers (1978) ve Scholz (1978)’un 6nerdikleri kestirim icin ilk agirhik
w = (j—1) dir.

o Sievers (1978) ve Scholz (1978)’un Onerdikleri kestirim igin ikinci
agirlik wy = (x; —x;) dir.

Theil, bircok kestirim yontemi ile karsilagtirllmis ve kavram olarak Orneklem
verilerindeki aykir1 degerlere dayanikli egim kestiricisi olarak yorumlanmigtir (Nevitt
ve Tam, 1998).

4. BENZETIM CALISMASI

Bu bdliimde ¢alismanin amacina uygun olarak bir benzetim c¢alismasi “S-Plus™ paket
programi kullanilarak yapilmustir.

Benzetim caligmasinda basit dogrusal regresyon igin, Theil kestiricilerinin, EKK,
OEKK, EKKK ve Huber’in M-kestiricisinden daha tutarli bir kestirici olup olmadigi
incelenmistir. Bu amacla asagida verilen hata dagilimlarindan, ¢esitli bozulum
oranlarinda veri tiiretilerek 1000 tekrar izerinden kestiricilerin parametre kestirimleri ve
hata kareler ortalamalar1 (HKO) elde edilmistir. Theil kestiricisinin verilerdeki
bozulmalarda EKK’dan daha etkili sonug verip vermedigi ve saglam yontemlerden elde
edilen kestiriciler ile Theil kestiricisinin sonuglar1 arasindaki farkliliklar HKO’laria
gore karsilastirilmistir.

Benzetim c¢alismasinda hatalarin dagilimi c¢esitli bigimlerde ve cesitli bozulumlarla
almarak yukarida belirtilen Theil yontemi ve robust yontemler uygulanmistir.

Hatalarin dagilmi n=7, 10, 30, 50 gozlemleri icin standart normal dagilimdan
tiiretilmistir. Bozulmalar ise n=10, 30, 50 durumlan i¢in sirasiyla %10 ve %30 olarak
alinmistir.

Normallik varsayimini bozmak i¢in ¢esitli bozulma oranlar kullanilarak bozulmus
(contaminated) dagilimlar elde edilmistir. Verilerde kullanilan bozulma oranlar1 ve
dagilimlar Tablo 1’de verilmistir.
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Tablo 1. Dagilimlarin aciklamasi ve numaralandiriimasi
Dagilim No Tiiretilen Dagilim

1 g ~N(0,1)

2 £ ™~Lognormal(0,1)

3 n=10 i¢in %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 5)
4 n=10 i¢in %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 9)
5 n=10 i¢in %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 5)
6 n=10 i¢in %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 7)
7 n=10 i¢in %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 9)
8 n=30 i¢in %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 5)
9 n=30 i¢in %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 7)
10 n=30 i¢in %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 9)
11 n=30 i¢in %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 5)
12 n=30 i¢in %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 7)
13 n=30 i¢in %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 9)
14 n=50 i¢in %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 5)
15 n=50 i¢in %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 7)
16 n=50 i¢in %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 9)
17 n=50 i¢in %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 5)
18 n=50 i¢in %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 7)
19 n=50 i¢in %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 9)

Caligsmanin amacina gore yapilan benzetim calismasinda elde edilen sonuglar Tablo
2’de verilmistir.
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Tablo 2. Kestiricilere gore hata kareler ortalamasi (1000 tekrar)

Hata Dagilim EKK OEKK EKKK M(Huber) Theil
w 1 0.760639 1.907258 1.406432 0.804242 1.200008
= 2 6.373845 3.289422 4.391503 4.044770 4.142326
1 0.525224 1.618579 0.797478 0.540453 0.766247
2 6.101038 2.158424 2.778860 3.364054 4.195681
3 1.608523 1.853754 0.790540 0.786184 1.187160
? 4 3.951855 1.696885 0.713423 0.821764 1.218585
= 5 2.073792 2.137039 2.150130 1.633030 2.281333
6 3.661883 2.207651 3.568635 2.651068 3.494634
7 5.507690 1.927702 5.420628 3.751212 4.166321
1 0.148816 0.662648 0.233411 0.156341 0.455342
2 3.682325 0.728911 1.515712 1.854906 3.359937
8 0.420624 0.665532 0.214987 0.208488 0.544231
2 9 0.667655 0.634291 0.187397 0.207318 0.566440
L 10 1.008647 0.631276 0.190876 0.223598 0.661829
11 0.586829 0.744540 0.602068 0.430104 1.125093
12 0.955765 0.721627 0.903869 0.546220 1.607480
13 1.513571 0.670040 1.500407 0.734984 2.141729
1 0.083079 0.443300 0.142553 0.086583 0.440086
2 3.011150 0.556451 1.402420 1.728431 3.352240
14 0.245730 0.458338 0.125796 0.118967 0.476246
3 15 0.384389 0.446537 0.118535 0.123855 0.457891
L 16 0.555831 0.453147 0.111312 0.124860 0.486005
17 0.303736 0.475230 0.332670 0.216577 0.657527
18 0.545853 0.445948 0.606537 0.301645 0.828066
19 0.870570 0.408874 0.940922 0.381872 1.259474

Tablo 2 incelendiginde asagidaki sonuclar elde edilmistir. Buna gore;

n=7 durumu i¢in, hatalar normal dagildiginda beklenildigi gibi, EKK yonteminden elde
edilen HKO degerleri en kiigiiktiir. Huber’in M kestiricisi, EKK’dan sonra diger
kestiricilere gore daha kiicik HKO’na sahiptir. Dagilim lognormal oldugunda ise en
kiiciik HKO’l1 kestirici OEKK’dir. Huber’in M kestiricisi de diger kestiricilere gore
kiiciik HKO’ya sahiptir. Theil kestiricisi, lognormal dagilim durumunda EKK’den daha
kiigiitk HKO’sina sahip oldugu goriilmiistir.

n=10 oldugunda, yine beklenildigi gibi normal dagildiginda en iyi kestirici EKK’dir ve
Huber M kestiricileri de iyi kestiricilerdir. Hatalar lognormal dagildiginda OEKK en
kiicik HKO’na sahiptir. Lognormal dagilimda tiim saglam kestiriciler Theil
kestiricisinden iyi sonug¢ verirken Theil kestiricisi EKK’dan daha iyi sonug¢ vermistir.
Veriler %10 bozuldugunda EKKK ve Huber-M saglam kestiricileri en iyi kestiricilerdir.
Theil kestiricisi %10 bozulmada EKK’dan daha iyi sonu¢ vermistir. %30 bozulma
durumunda ise en 1iyi kestirici OEKK kestiricisidir. Theil kestiricisi saglam
kestiricilerden daha iyi sonucu hi¢ verememistir ama EKK’dan daha diisiik HKO’na
sahip olarak EKK’dan daha iyi kestirici olmustur.
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n=30 oldugunda, sonuglar %30 bozulmanin oldugu durumda biraz degismektedir.
Bozulmanin olmadigi durumda EKK yine en iyi kestirici olarak goriilmektedir.
Lognormal dagilimda OEKK kestiricisi iyi sonug vermistir. Theil kestiricisi, lognormal
dagilimlarda saglam kestiricilerden daha iyi sonu¢ verememesine ragmen EKK’dan
daha iyi bir kestirici olmustur. %10 bozulma durumunda EKKK ve Huber’in M
kestiricisi iyi sonuglar vermis, Theil kestiricisi EKK’dan daha iyi olmaktan oOteye
gecememistir. %30 bozulma durumunda ise saglam kestiriciler arasinda Huber’in M
kestiricisi ve OEKK 1iyi sonuglar vermistir. Theil kestiricisi yine bozulma durumlarinda
saglam kestiricilerden daha iyi sonu¢ vermedigi gibi %30 bozulum durumunda EKK
bile Theil kestiricisinden daha kii¢giik HKO’s1 vermistir.

n=50 oldugunda, sonuglarin hemen hemen n=30 durumuyla ayni oldugu goriilmektedir.
EKK’ler bozulum olmadiginda yine en iyi kestiricidir. Lognormal dagilimda OEKK en
iyi kestiricidir. Theil kestiricisi, veri sayisi arttikca n=7, 10, 30 durumundakilerden
farkli olarak EKK’dan daha yiiksek HKO’na sahiptir. %10 bozulmada EKKK ve
Huber’in M kestiricisi, %30 bozulmada ise Huber’in M kestiricisi en iyi kestiricidir.
Theil kestiricisi yine EKK’dan bile daha biiyiik HKO’s1 vererek ¢oziimlemelerde etkili
kestiriciler elde edememistir.

S. SONUC VE TARTISMA

Literatiirde ¢aligmalara bakildiginda en ¢ok EKK ile Theil kestiricisinin karsilagtirilmasi
yapilmis ve Theil kestiricisinin varsayim bozulumlarinda EKK’ya gore daha saglam
oldugu sonuglarina varilmistir.

Bu calismada ise Theil kestiricisi EKK’ya gore 7, 10, 30 gozlemli verilerde ve %10’luk
bozulumlarda daha iyi sonu¢ vermesine ragmen n=50 oldugunda %10 ve %30
bozulumlarda EKK Theil’den daha iyi sonu¢ vermistir. Theil kestiricisi, parametrik
olmayan bir yontem oldugundan %10 ve %30’lu bozulumu olan belli bir parametrik
sistemde saglam kestiriciler kadar basarili olmadig1 goriilmiistiir.

EKK kestiricisinin, dagilimda herhangi bir bozulma olmadiginda en iyi kestirici oldugu,
ayrica OEKK kestiricisinin lognormal dagilimlarda gézlem sayis1 fark etmeksizin en
onemli kestirici oldugu goriilmiistiir. Theil kestiricisi bu benzetim sonuglarina gore
genel olarak basarisiz olmustur. Diger dagilim varsayimlarina gore olan davranist da
ayrica incelenebilir.
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COMPARISON OF ROBUST AND THEIL ESTIMATORS IN
SIMPLE LINEAR REGRESSION

ABSTRACT

According to Gauss-Markov Theorem, ordinary least squares (OLS)
estimates are best linear unbiased estimators when the assumptions are
satisfied in simple linear regression. However, these estimates in regression
models are not resistant to deviations from classical assumptions. In this
situation, some nonparametric or robust methods are used as alternatives in
regression analysis. Nonparametric statistical methods require no normality
assumption about the error distribution. Theil’s estimator gives robust results
when outliers are present in the sample (Nevitt, J., Tam, H. P., 1998). Robust
methods are also alternative methods to ordinary least square estimates when
the necessary assumptions in regression analysis are not satisfied. In this
study, the robust methods of median least squares (MLS), least squares,
Huber’s M estimator and nonparametric Theil’s regression method are
compared by performing a simulation study for simple linear regression
model when data consist of outliers. The performances of estimators are
compared and interpreted with respect to their efficiency. According to
simulation results, estimators obtained from robust methods provide more
efficient results than the ones obtained from Theil’s method.

Keywords: Outliers, Robust regression, Simple linear regression, Theil’s method.
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