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GRUPLANDIRILMIS VERILERIN USTEL
DAGILIMA UYUMUNDA
AGIRLIKLANDIRILMIS KOLMOGROV-
SMIRNOV TESTLERI ILE OLABILIRLIK
ORANI VE Ki-KARE TESTLERINiN
KARSILASTIRILMASI

Hamza GAMGAM* Esra YIGIiT**

OZET

Bu calismada, grupland:r:imzg verilerin Ustel dag:l:ma uyumu icin Gulati ve
Neus (2003) tarafindan onerilen Agirlikland:riimzs Kolmogrov-Smirnov test
istatistikleri tan:tZimzstzr. Bu istatistiklerle, olabilirlik oran: ve ki-kare Uyum
lyiligi test istatistikleri, farkl: alternatif dag:l:m:, grup say:s: ve érnek gap:
icin gii¢ bakimindan kars:lastiriimas: yap:imustir. Kargilagtirmalar sonucunda
Ozellikle saga carp:k dag:limlarda, Agirlikland:riimzs Kolmogrov-Smirnov test
istatistiklerinin giic bak:im:ndan performansinin, Pearson 7* ve olabilirlik
oran:test istatistigine gore daha iyi oldugu gorilmustar.

Anahtar Kelimeler: Agirhklandiriimis Kolmogrov-Smirnov, Bootstrap, Gruplandirilmis veri,
Pearson Ki-Kare, Olabilirlik orani, Uyum iyiligi.

1. GIRIS

Ustel dagilim, basarisizhk gerceklesene kadar gegen siirenin dagilimidir. Bu sebepten
bircok endistriyel ve biyolojik uygulamalarda sikhkla kullanilir. Hafizasizlik
ozelliginden dolay1 bir sonraki basarisizligin ne zaman gerceklesebileceginin tahmini
icin oldukca faydalidir. Gruplandirilmis verileri, 6zellikle bazi uygulama alaninda
kullanmak gerekli olabilir. Ornegin gdzlem birimlerinin tam olarak 6lctlemedigi
durumlarda gruplandirilmis veri kullanmak daha saglikl: olur. Birgok deneyde birimleri
strekli degisken olarak gozlemlemek ¢ok zor ya da imkéansizdir. Bunun yerine 6nceden,
belirlenmis belirli araliklarda 6l¢im yapmak hem daha kolay hem de daha ucuzdur.
Ornegin belediyenin yeni aldig: bir grup otobiisiin bozulma zamanlar ile ilgili calisma
yapmak istenmesi durumunda, bunlarin her birinin bozulma zamanlarinin kaydini ayrn
ayn tutmak yerine, belirli zaman araliklarinda kag tanesinin bozuldugunun 6lgllmesi
daha kolay ve ucuz bir yoldur.
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Gruplandirilmig verilerde uyum iyiligini 6lgmek icin ilk test istatistigi Pearson (1900)
tarafindan gelistirilmistir. Daha sonra Kolmogrov Smirnov ve Cramer Von Mises test
istatistikleri gelistirilmistir. Kolmogrov Smirnov test istatistigini Schmid (1958) ve
Conover (1972) gruplandinilmig veri icin dizenlemislerdir. Kuldorf (1961),
gruplandiriimis veriler icin Ustel dagilimin parametre tahminini en ¢ok olabilirlik
yontemi ile elde etmistir. Ayrica gruplandirilmis veriler i¢cin Seo ve Yum (1993)
tarafindan Ustel dagilimin parametresinin tahmini icin bir yontem gelistirilmistir. Gulati
ve Neus (2003) gruplandiriimis veriler icin Kolmogrov-Smirnov test istatistigini
agirliklandirarak, ustel dagilm icin iki uyum iyiligi test istatistigi nermistir. Daha
sonra Baklizi (2006), Gulati ve Neus (2003) tarafindan Ustel dagilim icin gelistirilen
uyum iyiligi test istatistigini Rayleigh dagilimina uygulamistir.

Ayrica Best ve Rayner (2007) y?nin bilesenlerinden faydalanarak, gruplandiriimis
veriler icin Ustel dagihima uyum iyiligi test istatistigi gelistirmistir.

Calismanin ikinci bélimunde, Gulati ve Neus (2003) tarafindan 6nerilen SW1 ve SW2
test istatistikleri tanitilmistir. Uglincii boliimde ise bu istatistikler ile olabilirlik orani ve
ki-kare test istatistiginin guc¢ bakimindan karsilastirilmasinda kullanilacak yontemin
algoritmas: verilmistir. Ayrica bu bolimde farkl parametreli bazi dagilimlar icin, farkl
grup sayilari, 6rnek caplarina gére SW1, SW2 olabilirlik orani ile Ki-kare testlerinin
glcleri hesaplanmis ve bunlara ait gl¢ grafikleri gizilmistir.

2. YONTEM
2.1 Gruplandirilmas Veriler icin Kullanilan SW1 ve SW2 Test Istatistikleri

Olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) olan bir dagilimdan n tane gézlem alinsin ve bunlar,
X1, X2...., Xk-1 kesim noktalart olmak tzere, (0, X1), ( X1, X2),..., ( Xk-1, ) K sayida gruba
ayrilsin. Gruplara disen gozlem sayilar sirasiyla nj, na,...,ng olsun. Gruplandiriimig
verilerin Gstel dagilima uyumu icin yokluk hipotezi asagidaki gibidir (Gulati ve Neus
(2003)).

Ho: f(X)=0exp(-6x),  (6>0 bilinmiyor , x>0)

6 nin en cok olabilirlik tahmin edicisi, ny<n ve ng<n kosullar1 altinda, Kulldorf (1961)
tarafindan,

kln(I

Z (X=X 1) an XI 1= (1)

o e
esitligi her araligin eslt oIdUgu varsayimi altinda ¢ozilerek;

n-n,

6=Lin|1+ g )

Y-
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seklinde elde edilmistir (Gulati ve Neus, 2003). Eger bu varsayim kullanilmaz ise 6
icin tekrarli ¢6zim gerekir.

1<i<k igin n; i. gruptaki gozlem sayisi ve x; de i. grubun Ust sinirt olmak Uzere, Ustel
dagilim icin x; degerinden daha kuglk olma olasihgi,

F(xi,é) =1-exp(—x6)
biciminde ifade edilir. Bu olasiligin deneysel sonucu ise,

F.(x) :Zl“nj/n
J=
seklinde tanimlanir. Bu iki olasihigin farki,

S, =F, (%)~ F(Xi’é)
olarak ifade edilir. SW1 ve SW2 test istatistikleri asagidaki gibi onerilmistir.

S
swi= 3
M= ¥
Ve
swz:ﬁﬁwz(j)|sj| (4)

Burada, W, (j) ve ¥, (j) agirhk fonksiyonlar: olmak tizere,
‘Pl(j)z\/F(xi,é)(l— F(x.0),

v, (i)=Kg— i)+

olarak tanimlanir (Gulati ve Neus (2003)). y’deki (+) ifadesi;

{x X0
X+ =

1 x=0

seklinde tanimlamir. SW1 test istatistigi dagilimin ucglarina agirlik verirken, SW2 test
istatistigi dagilimin merkezine daha fazla agirlik verir. SW1 ve SW2 test istatistiklerinin
tam dagilim: bilinmedigi i¢in Bootstrap yontemi ile p degeri bulunarak, anlamlilik
diizeyine gore test sonucu yorumlanir.

3. BULGULAR

3.1 Simulasyon Cahismasi ve Giglerinin Karsilastiriimasi

SW1, SW2 olabilirlik oram ve z* testlerinin gic Karsilastirilmasi igin kullamlan
algoritma asagida verilmistir.

1) Cesitli dagilimlardan ((Ki-kare (1), Ki-kare (4), Weibull (0.8, 1), Lognormal
(0, 1), Normal (2, 2), Tekduze (0, 2.5), Beta (2, 2) ve Lojistik (1.2, 0.35)) n
sayida rassal say: Uretilerek, k gruba bolunir ve (2) esitligi kullanilarak her biri
igin 6 degeri hesaplanir.

2) Bunlarin her biri igin SW1, SW2, olabilirlik oram ve y* test istatistiklerinin
degerleri elde edilir.
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3) 1. adimda elde edilen her bir 0 degeri ile Ustel dagilimdan, n sayida rassal say:
uretilerek k gruba boélindr ve bu sekilde 10000 tane Bootstrap 6rnek
olusturularak, SW1 ve SW2 istatistiklerinin Bootstrap dagilimlar: elde edilir.

4) Olabilirlik oram ve y° testi igin ;((ZH) dagilimi kullanilarak, p degerleri

hesaplanir.

5) 2. adimda elde edilen SW1 ve SW?2 test istatistiklerinin degerleri icin SW1 ve
SW2 test istatistiklerinin 3. adimda olusturulan dagilimlari kullamilarak,
Bootstrap p degerleri hesaplanir.

6) 4. ve 5. adimdaki p degerleri secilen =0.05 ile Karsilastirilip, testin sonucu
bulunur.

7) Bu islem 10000 kez tekrar edilerek, 4. ve 5. adimdaki red sayilari bulunur ve bu
red sayilar1 10000°e boltnerek, her bir test istatistigi igin testin guicii hesaplanir.

Similasyon c¢alismasinda, yukarida belirtilen dagilimlardan, n ¢apli (h= 20: 20: 200)
ornekler secilerek farkli grup sayilarina (k= 4, 6, 10) ayrilmigtir. Ki-kare (1), Ki-kare
(4), Weibull (0.8, 1), Lognormal (0, 1), Normal (2, 2), Tekdlze (0, 2.5) ve Lojistik
(1.2, 0.35) icin herhangi bir k degeri igin i. grubun arahiklars;

20D 2 iy

k-1 k-1

i1 AN ) = . 5

Loak) (20D ,) i X
k-1

seklinde alinmistir. Burada 2i/(k—1) kesim noktalar: olarak adlandirilir. Beta (2, 2)
icin;

herhangi bir k degeri icin i. grubun arahiklar;

0D )
k-1 k-1

I:M oo) i=k
k-1

seklinde alinmistir. Burada i/(k —1) kesim noktalar: olarak adlandirilir.

[ %)= (6)

Her bir durum igin SW1, SW2 olabilirlik oran1 ve y° test istatistiklerinin degeri
hesaplanmigtir. Daha sonra Ustel dagilimdan 6rnek c¢ap: n igin, 10000 tane Bootstrap
ornek Gretilerek, SW1 ve SW2 istatistiklerinin Bootstrap dagilimlar: elde edilmistir.
Olusturulan bu dagilimlar kullanilarak, SW1 ve SW?2 testleri icin Bootstrap p degeri
hesaplanmistir. Olabilirlik oram ve z* testi icin ;((Zk_z) dagilim: kullanilarak, p degeri

elde edilmistir. Bu p degerleri «=0.05 ile karsilastirilarak, test sonucu bulunmustur. Bu
islem 10 000 kez tekrarlanarak her bir test istatistigi icin red sayilari saptanmis ve bu
red sayilart 10 000’e bolunerek, her bir test istatistigi icin testin glici hesaplanmistir. Bu
durum n= 20: 20: 200 6rnek caplar icin yapilarak, Sekil 1-8’deki grafikler elde
edilmistir.
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Sekil 1. ;(f dagilimindan dretilen verilerin,
grup sayisi @) k=4; b) k=6; c) k=10 iken, Ustel dagilima uygunluk testinin glc
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Sekil 2. »? dagihmindan diretilen verilerin, grup sayis1 a) k=4; b) k=6; c)
k=10 iken, tstel dagilima uygunluk testinin glc grafikleri
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Sekil 3. Log-normal (0, 2) dagilhimindan Uretilen verilerin, grup sayisi a) k=4; b)
k=6; c) k=10 iken, Ustel dagilima uygunluk testinin gu¢ grafikleri
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Sekil 4. Weibull (1, 0.8) dagihhmindan Uretilen verilerin, grup sayis1 a) k=4; b) k=6; c)
k=10 iken, Ustel dagilima uygunluk testinin gi¢ grafikleri
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Sekil 5. Lojistik (1.2, 0.35) dagilimindan Uretilen verilerin, grup sayisi a) k=4; b)
k=6; c) k=10 iken, Ustel dagilima uygunluk testinin glc grafikleri
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Sekil 6. Normal (2, 2) dagihmindan Uretilen verilerin, grup sayisi a) k=4; b) k=6;
c) k=10 iken, tstel dagilima uygunluk testinin gl grafikleri
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Goodness of Fit Tests for the Exponential Distribution Based on the Grouped Data
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Sekil 7. Tekduze (0, 2.5) dagihmindan Uretilen verilerin, grup sayis1 a) k=4; b) k=6;
c) k=10 iken, ustel dagilima uygunluk testinin gii¢ grafikleri
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Sekil 8. Beta (2, 2) dagilhhmindan dretilen verilerin, grup sayis1 a) k=4; b) k=6; c)
k=10 iken, Ustel dagihhma uygunluk testinin guc grafikleri
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Sekil 1, 2, 3, 4, 5’te SW1, SW2, Ki-kare ve olabilirlik oran test istatistikleri, testlerin
glicli bakimindan alternatif dagilim biciminin saga carpik oldugu durum incelenmistir.

Bu ylizden saga carpik dagilimlardan; z7, »Z, Log-normal (0, 2), Weibull (1, 0.8) ve
Lojistik (1.2, 0.35) dagihimlar: ele alinmigtir. Genel olarak, SW?2 test istatistiginin gii¢
bakimindan SW1, »° ve olabilirlik oran test istatistiklerine gére daha iyi oldugu

gortlmektedir. Ayrica SW1, SW2 (stel dagilima benzeyen diger dagilimlari ayirt
etmekte daha iyi sonu¢ vermektedir. Ayni zamanda tim test istatistikleri artmasina
ragmen, bu artis miktar1 SW1 ve SW2’de ki-kare ve olabilirlik oranina goére daha
fazladir. Grup sayisi kiiglikken (k=4) tim test istatistikleri birbirine yakin sonuglar

vermekte, grup sayisi arttikca (k= 6, 10) SW1 ve SW2 ile z* ve olabilirlik oran test

istatistikleri arasindaki fark artmakta ve y* en kot sonucu vermektedir. Bu durum
hiicrelerin beklenen degerinin 5’ten kiigiik olmasindan kaynaklanmaktadir. Ornegin,
n=20, k=10 durumunda go6zlenen grup frekanslar1 2 olacaktir. Bu durumda ki-kare ve
olabilirlik orani, yapilari geregi iyi sonug vermeyecektir.

Sekil 6, 7, 8’de kullanilan test istatistikleri, testlerin giicii bakimindan dagilim bigiminin
simetrik oldugu durumlarda; Normal (2, 2), Tekdize (0, 2.5), Beta (2, 2) incelenmistir.
Test istatistikleri glic bakimindan Normal (2, 2) ve Tekdize (0, 2.5) dagilimlarinda
birbirine yakin sonuglar vermistir. Normal dagilimda z?, olabilirlik oran1 ve SW2 en
iyi sonucu verirken, SW1 en koti sonucu vermektedir. Tekdiize dagiliminda ise, bunun
tersi olarak SW1 en iyi sonucu verirken, olabilirlik oran1 en kotli sonucu vermektedir.
Beta dagiliminda ise, test istatistikleri blttin grup diizeyleri icin ylksek glic degerlerine
sahip olup, SW1 ve SW2 diger test istatistiklerine gore daha iyi sonug vermektedir.

Sola carpik dagilimlardan; Weibull (1.5, 8) ve Gumbel (2) dagilimlar: incelendiginde
bicim olarak Ustel dagilima benzemediginden en dusik 6rnek capinda (n=20) bile tiim
test istatistiklerinin, glici 1’e yakin ¢ikmaktadir.

4. TARTISMA VE SONUC

Grup sayisi ve drneklem capr arttikca, tim test istatistiklerinin dzellikle de SW1 ve
SW2 test istatistiklerin giic degerleri artmaktadir. Saga carpik alternatif dagilimlardan
uretilen verilerin Gstel dagilima uygunlugunun testinde, SW1 ve SW2 test istatistikleri
daha iyi sonuc verirken, simetrik alternatif dagilimlardan Uretilen verilerin Ustel
dagilima uygunlugunun testinde SW1 ve SW2'nin, Ki-kare ve olabilirlik orani test
istatistiklerinden Gstiin olmadig1 gortlmistir. Sola garpik dagilhimlardan dretilen veriler
icin ise, tim test istatistikleri ¢cok iyi sonuclar vermistir. Bu ¢alisma, farkli dagilimlar
icin test istatistigi gelistirilerek, genisletilebilir.
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COMPARISONS OF WEIGHTED
KOLMOGROV-SMIRNOV, LIKELIHOOD
RATIO AND CHI-SQUARE GOODNESS OF FIT
TESTS FOR THE EXPONENTIAL
DISTRIBUTION BASED ON THE GROUPED
DATA

ABSTRACT

In this paper, Weighted Kolmogrov-Simirnov test statistics which are used to
test whether the grouped data fits to exponential distrubution proposed by
Gulati and Neus (2003) are defined. These test statistics are compared with
Likelihood ratio and Chi-square goodness of test statistic in terms of power
under diffrent alternative distribution, group size and sample size. The
simulation results showed that specially for right skewed distributuions
Weighted Kolmogrov-Smirnov test statistics outperformed Pearson Chi-
Square test statistics in terms of power.

Keywords: Bootstrap, Goodness of fit, Grouped data, Likelihood ratio, Pearson Chi-Square,
Weighted Kolmogrov-Smirnov.
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