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ÖZET

Bu çal��mada, grupland�r�lm�� verilerin üstel da��l�ma uyumu için Gulati ve 
Neus (2003) taraf�ndan önerilen A��rl�kland�r�lm�� Kolmogrov-Smirnov test 
istatistikleri tan�t�lm��t�r. Bu istatistiklerle, olabilirlik oran� ve ki-kare Uyum 
�yili�i test istatistikleri, farkl� alternatif da��l�m�, grup say�s� ve örnek çap�
için güç bak�m�ndan kar��la�t�r�lmas� yap�lm��t�r. Kar��la�t�rmalar sonucunda 
özellikle sa�a çarp�k da��l�mlarda, A��rl�kland�r�lm�� Kolmogrov-Smirnov test 
istatistiklerinin güç bak�m�ndan performans�n�n, Pearson �2 ve olabilirlik 
oran� test istatisti�ine göre daha iyi oldu�u görülmü�tür. 

Anahtar Kelimeler: A��rl�kland�r�lm�� Kolmogrov-Smirnov, Bootstrap, Grupland�r�lm�� veri, 
Pearson Ki-Kare, Olabilirlik oran�, Uyum iyili�i.

1. G�R��

Üstel da��l�m, ba�ar�s�zl�k gerçekle�ene kadar geçen sürenin da��l�m�d�r. Bu sebepten 
birçok endüstriyel ve biyolojik uygulamalarda s�kl�kla kullan�l�r. Haf�zas�zl�k
özelli�inden dolay� bir sonraki ba�ar�s�zl���n ne zaman gerçekle�ebilece�inin tahmini 
için oldukça faydal�d�r. Grupland�r�lm�� verileri, özellikle baz� uygulama alan�nda
kullanmak gerekli olabilir. Örne�in gözlem birimlerinin tam olarak ölçülemedi�i
durumlarda grupland�r�lm�� veri kullanmak daha sa�l�kl� olur. Birçok deneyde birimleri 
sürekli de�i�ken olarak gözlemlemek çok zor ya da imkâns�zd�r. Bunun yerine önceden, 
belirlenmi� belirli aral�klarda ölçüm yapmak hem daha kolay hem de daha ucuzdur. 
Örne�in belediyenin yeni ald��� bir grup otobüsün bozulma zamanlar� ile ilgili çal��ma 
yapmak†† istenmesi durumunda, bunlar�n her birinin bozulma zamanlar�n�n kayd�n� ayr�
ayr� tutmak yerine, belirli zaman aral�klar�nda kaç tanesinin bozuldu�unun ölçülmesi 
daha kolay ve ucuz bir yoldur.
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Grupland�r�lm�� verilerde uyum iyili�ini ölçmek için ilk test istatisti�i Pearson (1900) 
taraf�ndan geli�tirilmi�tir. Daha sonra Kolmogrov Smirnov ve Cramer Von Mises test 
istatistikleri geli�tirilmi�tir. Kolmogrov Smirnov test istatisti�ini Schmid (1958) ve 
Conover (1972) grupland�r�lm�� veri için düzenlemi�lerdir. Kuldorf (1961), 
grupland�r�lm�� veriler için üstel da��l�m�n parametre tahminini en çok olabilirlik 
yöntemi ile elde etmi�tir. Ayr�ca grupland�r�lm�� veriler için Seo ve Yum (1993) 
taraf�ndan üstel da��l�m�n parametresinin tahmini için bir yöntem geli�tirilmi�tir. Gulati 
ve Neus (2003) grupland�r�lm�� veriler için Kolmogrov-Smirnov test istatisti�ini
a��rl�kland�rarak, üstel da��l�m için iki uyum iyili�i test istatisti�i önermi�tir. Daha 
sonra Baklizi (2006), Gulati ve Neus (2003) taraf�ndan üstel da��l�m için geli�tirilen 
uyum iyili�i test istatisti�ini Rayleigh da��l�m�na uygulam��t�r.

Ayr�ca Best ve Rayner (2007) �2’nin bile�enlerinden faydalanarak, grupland�r�lm��
veriler için üstel da��l�ma uyum iyili�i test istatisti�i geli�tirmi�tir.

Çal��man�n ikinci bölümünde, Gulati ve Neus (2003) taraf�ndan önerilen SW1 ve SW2 
test istatistikleri tan�t�lm��t�r. Üçüncü bölümde ise bu istatistikler ile olabilirlik oran� ve 
ki-kare test istatisti�inin güç bak�m�ndan kar��la�t�r�lmas�nda kullan�lacak yöntemin 
algoritmas� verilmi�tir. Ayr�ca bu bölümde farkl� parametreli baz� da��l�mlar için, farkl�
grup say�lar�, örnek çaplar�na göre SW1, SW2 olabilirlik oran� ile ki-kare testlerinin 
güçleri hesaplanm�� ve bunlara ait güç grafikleri çizilmi�tir.

2. YÖNTEM 

2.1 Grupland�r�lm�� Veriler için Kullan�lan SW1 ve SW2 Test �statistikleri 

Olas�l�k yo�unluk fonksiyonu f(x) olan bir da��l�mdan n tane gözlem al�ns�n ve bunlar, 
x1, x2,…, xk-1 kesim noktalar� olmak üzere, (0, x1), ( x1, x2),…, ( xk-1, �)  k say�da gruba 
ayr�ls�n. Gruplara dü�en gözlem say�lar� s�ras�yla n1, n2,…,nk olsun. Grupland�r�lm��
verilerin üstel da��l�ma uyumu için yokluk hipotezi a�a��daki gibidir (Gulati ve Neus 
(2003)).

H0: f(x)=�exp(-�x),     (�>0 bilinmiyor , x>0)

�’n�n en çok olabilirlik tahmin edicisi, n1<n ve nk<n ko�ullar� alt�nda, Kulldorf (1961) 
taraf�ndan,
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�eklinde elde edilmi�tir (Gulati ve Neus, 2003). E�er bu varsay�m kullan�lmaz ise �̂
için tekrarl� çözüm gerekir.  
1�i�k için ni i. gruptaki gözlem say�s� ve xi de i. grubun üst s�n�r� olmak üzere, üstel 
da��l�m için xi de�erinden daha küçük olma olas�l���,

ˆ( , ) 1 exp( )i iF x x� �� � �
biçiminde ifade edilir. Bu olas�l���n deneysel sonucu ise, 
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�eklinde tan�mlan�r. Bu iki olas�l���n fark�,

ˆ( ) ( , )i n i iS F x F x �� �
olarak ifade edilir. SW1 ve SW2 test istatistikleri a�a��daki gibi önerilmi�tir.
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Burada, � �1 j�  ve � �2 j�  a��rl�k fonksiyonlar� olmak üzere, 

� �1 j� = � �� �ˆ ˆ, 1 ( ,i iF x F x� �� ,
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olarak tan�mlan�r (Gulati ve Neus (2003)). �2’deki (+) ifadesi;  
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�eklinde tan�mlan�r. SW1 test istatisti�i da��l�m�n uçlar�na a��rl�k verirken, SW2 test 
istatisti�i da��l�m�n merkezine daha fazla a��rl�k verir. SW1 ve SW2 test istatistiklerinin 
tam da��l�m� bilinmedi�i için Bootstrap yöntemi ile p de�eri bulunarak, anlaml�l�k
düzeyine göre test sonucu yorumlan�r.

3. BULGULAR 

3.1 Simülasyon Çal��mas� ve Güçlerinin Kar��la�t�r�lmas�

SW1, SW2 olabilirlik oran� ve 2�  testlerinin güç kar��la�t�r�lmas� için kullan�lan 
algoritma a�a��da verilmi�tir.

1) Çe�itli da��l�mlardan ((Ki-kare (1), Ki-kare (4), Weibull (0.8, 1), Lognormal    
(0, 1), Normal (2, 2), Tekdüze (0, 2.5), Beta (2, 2) ve Lojistik (1.2, 0.35)) n 
say�da rassal say� üretilerek, k gruba bölünür ve (2) e�itli�i kullan�larak her biri 
için �̂  de�eri hesaplan�r.

2) Bunlar�n her biri için SW1, SW2, olabilirlik oran� ve 2�  test istatistiklerinin 
de�erleri elde edilir. 
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3) 1. ad�mda elde edilen her bir �̂  de�eri ile üstel da��l�mdan, n say�da rassal say�
üretilerek k gruba bölünür ve bu �ekilde 10000 tane Bootstrap örnek 
olu�turularak, SW1 ve SW2 istatistiklerinin Bootstrap da��l�mlar� elde edilir.  

4) Olabilirlik oran� ve 2�  testi için 2
( 2)k� �  da��l�m� kullan�larak, p de�erleri

hesaplan�r.
5) 2. ad�mda elde edilen SW1 ve SW2 test istatistiklerinin de�erleri için SW1 ve 

SW2 test istatistiklerinin 3. ad�mda olu�turulan da��l�mlar� kullan�larak, 
Bootstrap p de�erleri hesaplan�r.

6) 4. ve 5. ad�mdaki p de�erleri seçilen �=0.05 ile kar��la�t�r�l�p, testin sonucu 
bulunur.

7) Bu i�lem 10000 kez tekrar edilerek, 4. ve 5. ad�mdaki red say�lar� bulunur ve bu 
red say�lar� 10000’e bölünerek, her bir test istatisti�i için testin gücü hesaplan�r.

Simülasyon çal��mas�nda, yukar�da belirtilen da��l�mlardan, n çapl� (n= 20: 20: 200)  
örnekler seçilerek farkl� grup say�lar�na (k= 4, 6, 10) ayr�lm��t�r. Ki-kare (1), Ki-kare 
(4), Weibull (0.8, 1), Lognormal (0, 1), Normal (2, 2), Tekdüze (0, 2.5) ve Lojistik    
(1.2,  0.35) için herhangi bir k de�eri için i. grubun aral�klar�;
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�eklinde al�nm��t�r. Burada � �2 1i k �  kesim noktalar� olarak adland�r�l�r.  Beta (2, 2) 
için; 

herhangi bir k de�eri için i. grubun aral�klar�;
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�eklinde al�nm��t�r. Burada � �1i k �  kesim noktalar� olarak adland�r�l�r.

 Her bir durum için SW1, SW2 olabilirlik oran� ve 2�  test istatistiklerinin de�eri 
hesaplanm��t�r. Daha sonra üstel da��l�mdan örnek çap� n için, 10000 tane Bootstrap 
örnek üretilerek, SW1 ve SW2 istatistiklerinin Bootstrap da��l�mlar� elde edilmi�tir. 
Olu�turulan bu da��l�mlar kullan�larak, SW1 ve SW2 testleri için Bootstrap p de�eri
hesaplanm��t�r. Olabilirlik oran� ve 2�  testi için 2

( 2)k� �  da��l�m� kullan�larak, p de�eri
elde edilmi�tir. Bu p de�erleri  �=0.05 ile kar��la�t�r�larak, test sonucu bulunmu�tur. Bu 
i�lem 10 000 kez tekrarlanarak her bir test istatisti�i için red say�lar� saptanm�� ve bu 
red say�lar� 10 000’e bölünerek, her bir test istatisti�i için testin gücü hesaplanm��t�r. Bu 
durum n= 20: 20: 200 örnek çaplar� için yap�larak, �ekil 1-8’deki grafikler elde 
edilmi�tir.
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(a) (b)
�ekil 2. 2

4�  da��l�m�ndan üretilen verilerin,  grup say�s� a) k=4; b) k=6; c) 
k=10 iken, üstel da��l�ma uygunluk testinin güç grafikleri 

(a) (b)
�ekil 1. 2

1�  da��l�m�ndan üretilen verilerin, 
grup say�s� a) k=4; b) k=6; c) k=10 iken, üstel da��l�ma uygunluk testinin güç 

fi i

(a) (b)
�ekil 3. Log-normal (0, 2) da��l�m�ndan üretilen verilerin, grup say�s� a) k=4; b) 

k=6; c) k=10 iken, üstel da��l�ma uygunluk testinin güç grafikleri 

(c)

(c)

(c)
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�ekil 6. Normal (2, 2) da��l�m�ndan üretilen verilerin, grup say�s� a) k=4; b) k=6; 
c) k=10 iken, üstel da��l�ma uygunluk testinin güç grafikleri 

�ekil 4. Weibull (1, 0.8) da��l�m�ndan üretilen verilerin, grup say�s� a) k=4; b) k=6; c) 
k=10 iken, üstel da��l�ma uygunluk testinin güç grafikleri

�ekil 5. Lojistik (1.2, 0.35) da��l�m�ndan üretilen verilerin, grup say�s� a) k=4; b) 
k=6; c) k=10 iken, üstel da��l�ma uygunluk testinin güç grafikleri 

(a) (b) (c)

(a) (b) (c)

(a) (b) (c)
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�ekil 7. Tekdüze (0, 2.5) da��l�m�ndan üretilen verilerin, grup say�s� a) k=4; b) k=6; 
c) k=10 iken, üstel da��l�ma uygunluk testinin güç grafikleri 

�ekil 8. Beta (2, 2) da��l�m�ndan üretilen verilerin, grup say�s� a) k=4; b) k=6; c) 
k=10 iken, üstel da��l�ma uygunluk testinin güç grafikleri 

(a) (b) (c)

(a) (b) (c)
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�ekil 1, 2, 3, 4, 5’te SW1, SW2, Ki-kare ve olabilirlik oran test istatistikleri, testlerin 
gücü bak�m�ndan alternatif da��l�m biçiminin sa�a çarp�k oldu�u durum incelenmi�tir. 
Bu yüzden sa�a çarp�k da��l�mlardan; 2 2

1 4,� � , Log-normal (0, 2), Weibull (1, 0.8) ve 
Lojistik (1.2, 0.35) da��l�mlar� ele al�nm��t�r. Genel olarak, SW2 test istatisti�inin güç 
bak�m�ndan SW1, 2�  ve olabilirlik oran test istatistiklerine göre daha iyi oldu�u
görülmektedir. Ayr�ca SW1, SW2 üstel da��l�ma benzeyen di�er da��l�mlar� ay�rt
etmekte daha iyi sonuç vermektedir. Ayn� zamanda tüm test istatistikleri artmas�na
ra�men, bu art�� miktar� SW1 ve SW2’de ki-kare ve olabilirlik oran�na göre daha 
fazlad�r. Grup say�s� küçükken (k=4) tüm test istatistikleri birbirine yak�n sonuçlar 
vermekte, grup say�s� artt�kça (k= 6, 10) SW1 ve SW2 ile 2�  ve olabilirlik oran test 
istatistikleri aras�ndaki fark artmakta ve 2�  en kötü sonucu vermektedir. Bu durum 
hücrelerin beklenen de�erinin 5’ten küçük olmas�ndan kaynaklanmaktad�r. Örne�in,
n=20, k=10 durumunda gözlenen grup frekanslar� 2 olacakt�r. Bu durumda ki-kare ve 
olabilirlik oran�, yap�lar� gere�i iyi sonuç vermeyecektir. 

�ekil 6, 7, 8’de kullan�lan test istatistikleri, testlerin gücü bak�m�ndan da��l�m biçiminin 
simetrik oldu�u durumlarda; Normal (2, 2), Tekdüze (0, 2.5), Beta (2, 2) incelenmi�tir.
Test istatistikleri güç bak�m�ndan Normal (2, 2) ve Tekdüze (0, 2.5) da��l�mlar�nda 
birbirine yak�n sonuçlar vermi�tir. Normal da��l�mda 2� , olabilirlik oran� ve SW2 en 
iyi sonucu verirken, SW1 en kötü sonucu vermektedir. Tekdüze da��l�m�nda ise, bunun 
tersi olarak SW1 en iyi sonucu verirken, olabilirlik oran� en kötü sonucu vermektedir. 
Beta da��l�m�nda ise, test istatistikleri bütün grup düzeyleri için yüksek güç de�erlerine
sahip olup, SW1 ve SW2 di�er test istatistiklerine göre daha iyi sonuç vermektedir. 

Sola çarp�k da��l�mlardan; Weibull (1.5, 8) ve Gumbel (2) da��l�mlar� incelendi�inde 
biçim olarak üstel da��l�ma benzemedi�inden en dü�ük örnek çap�nda (n=20) bile tüm 
test istatistiklerinin, gücü 1’e yak�n ç�kmaktad�r.

4. TARTI�MA VE SONUÇ 

Grup say�s� ve örneklem çap� artt�kça, tüm test istatistiklerinin özellikle de SW1 ve 
SW2 test istatistiklerin güç de�erleri artmaktad�r. Sa�a çarp�k alternatif da��l�mlardan 
üretilen verilerin üstel da��l�ma uygunlu�unun testinde, SW1 ve SW2 test istatistikleri 
daha iyi sonuç verirken, simetrik alternatif da��l�mlardan üretilen verilerin üstel 
da��l�ma uygunlu�unun testinde SW1 ve SW2’nin, Ki-kare ve olabilirlik oran� test 
istatistiklerinden üstün olmad��� görülmü�tür. Sola çarp�k da��l�mlardan üretilen veriler 
için ise, tüm test istatistikleri çok iyi sonuçlar vermi�tir. Bu çal��ma, farkl� da��l�mlar 
için test istatisti�i geli�tirilerek, geni�letilebilir. 
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COMPARISONS OF WEIGHTED 
KOLMOGROV-SMIRNOV, LIKELIHOOD 

RATIO AND  CHI-SQUARE GOODNESS OF FIT 
TESTS FOR THE EXPONENTIAL 

DISTRIBUTION BASED ON THE GROUPED 
DATA

ABSTRACT 

In this paper, Weighted Kolmogrov-Simirnov test statistics which are  used to 
test whether the grouped data fits to exponential distrubution proposed by 
Gulati and Neus (2003) are defined. These test statistics are compared with 
Likelihood ratio and Chi-square goodness of test statistic in terms of power 
under diffrent alternative distribution, group size and sample size. The 
simulation results showed that specially for right skewed distributuions 
Weighted Kolmogrov-Smirnov test statistics outperformed Pearson Chi-
Square  test statistics in terms of power. 

Keywords: Bootstrap, Goodness of fit, Grouped data, Likelihood ratio, Pearson Chi-Square, 
Weighted Kolmogrov-Smirnov.




