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KAPPA KATSAYISININ EN COK
OLABILIRLIK TAHMIN EDIiCiSININ
SIMULASYON CALISMASINA DAYALI ELDE
EDILMESI

Meltem EKiZ*
OZET

Tibbi ve sosyal igerikli ¢alismalarda, simiflayicilarin degerlendirmeleri
arasindaki  uyusmanmin  belirlenmesi  problemleriyle  karsilagmak
miimkiindiir. Ornek birimlerinin iki simflayict tarafindan kategorik bir
olgekle simiflandirilmasindan sonra, simiflayicilar arasindaki uyugmanin
olgiilmesinde kullamilan istatistiklerden biri, Cohen tarafindan onerilmis
olan Kappa katsayisidir. Ancak simiflayicilarin her drnek birimini farkly bir
my; olasihkla  “basarili” kategorisine siniflandirmasi  problemi ile

karstlasildiginda, Kappa katsayisini kullanmak dogru olmaz. Bu durumda
s6z konusu simiflandirma olasiliklar simiflayicilara ve/veya birimlere ait
ozellikleri iceren agiklayici degiskenlerin yer aldigi, bir lojit model ile
tahmin edilir. Bu ¢aliymada, K ’yi ve lojit model parametrelerini igeren
olabilirlik fonksiyonunun optimum noktasi, Matlab paket programinda
yazilan iki programdan yararlanilarak, bulunmugtur. Parametrelerin En
Cok Olabilirlik (ECOB) tahminleri, farkli ornek ¢aplart igin yirmi tekrarin
yapudigi simiilasyon teknigine dayali olarak elde edilerek, anlamliliklar:
test edilmistir.

Anahtar kelimeler: Kappa Katsayisi, Lojit Model, Olabilirlik
Fonksiyonu.

1. GIRiS

Ornek birimlerinin iki smiflayici tarafindan farkli bir m; olasiligl ile “basarili” olarak

kabul edilen duruma siniflandirilmasi halinde, Kappa katsayisinin ECOB tahmin edicisi
bulunabilir. Bu amagla, bu ¢alismada Y, [ Bernoulli(n,) ve Y, [ Bernoulli(m,)

olmak tizere f, (yu, yiz) ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, Bahadur (1961) tarafindan

One siirlilmiis olan teoriye dayali olarak yazilmistir. Bernoulli dagilimina sahip iki
rastgele degiskenin bagimli olmas1 durumunda kullanilabilen bu teori, Shoukri ve Mian
(1996), Lipsitz vd., (2001) ve Kraemer vd., (2002) gibi pek cok istatistik¢inin
calismalarindaki temeli olusturmustur.

Basar1 olasiligt m;, ile Bernoulli dagilimina sahip Y, rastgele degiskeni, 1.
siiflayicinin i. birim ile ilgili degerlendirmesi ve basar1 olasiligi w, ile Bernoulli
dagilimina sahip, Y, rastgele degiskeni de 2. smiflayicinin i. birim ile ilgili
degerlendirmesini ifade etsin. Bu rastgele degiskenlerin bagimli oldugu kosulu altinda
yazilan olabilirlik fonksiyonu, hem « parametresini hem de siniflayicilarin ve/veya
ornek birimlerinin dzelliklerinin, j=1, 2 olmak lizere Y, rastgele degiskeni lizerindeki
etkisini gosteren, B, parametrelerine dayali lojit fonksiyonu igerecek sekilde ifade
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edilebilir. Boylece, simiilasyon teknigi ile Kappa parametresiyle birlikte, lojit model
parametrelerinin ECOB tahmin edicilerine de ulasilabilir.

Bu amagla uygulama boliimiinde k parametresi 0,20 ve 0,80 olacak sekilde tasarlanan
deneylerden; 50 ve 500 capli 6rneklerin {iretildigi bir simiilasyon ¢alismasi yapilmistir.
Yapilan simiilasyon g¢alismasi ile modelde tek ve iki agiklayict degisken var iken, model
parametrelerinin ve K katsayisinin ECOB tahminleri elde edilerek, anlamliliklar1 test
edilmistir.

2. KAPPA KATSAYISININ VE LOJIiT MODEL PARAMETRELERININ
MODELLENMESI

Kappa katsayisinin ECOB tahmin edicisinin bulunmasinin temelinde 6rnek birimlerinin
herhangi bir kategorik degisken bakimindan iki-sonuglu siniflandirilmalarina ait
marjinal olasiliklarin, siiflayicilara ait ve/veya ornek birimlerine ait etkileri 6zetleyen
aciklayict degisken vektoriiniin bir lojistik fonksiyonu olarak modellenmesi vardir
(Shoukri ve Mian, 1996). Kappa katsayisinin ve lojit model parametrelerinin tahmin
edicileri, siniflayicilarin 6rnek birimleri iizerinde yaptiklar degerlendirmeler arasindaki
bagimsizlik kosulunun saglanmamasi nedeniyle, iki-sonuglu iki degiskenli model
yapisina dayali olarak elde edilir.

2.1 iki-Sonuglu iki Degiskenli Model

2x2’lik olasilik tablosunda, birinci siiflayici birimleri =, olasilikla “basarili (1),
n; =1-m, olasilikla da “basarili degil (0)” kategorisine, ikinci simiflayict ise birimleri
n, olasilikla “basarili (1)”, w), =1-m, olasilikla da “basarili degil (0)” kategorisine
smiflandirilmis olsun. Burada 1. siniflayict her birimi ayni =, olasilikla “basarili (1)”
durumuna simiflandirirken, 2. siniflayici da her birimi aym1 7, olasilikla “basarili (1)”
durumuna smiflandirir.  n, veya m, olasiliklariyla “basarili (1)”  durumuna

smiflandirilan birimlere ait olasiliklar tablosu tektir. Dolayisiyla da, Tablo 1’de
Ozetlenen veri i¢in tek bir tane x 'nin ECOB tahmin edicisi elde edilir.

Tablo 1. N birime ait 2x2 ortak ve marjinal olasiliklar tablosu
2. Smiflayict (Yz)

1. Smiflayict (YI) 0 1 Toplam
0 o0 o1 m=l-m
1 Mo T T
Toplam my, =1-m, n, 1

Ancak ozellikle saglik veya sosyal igerikli ¢alismalarda siniflayicilar, birimleri ayni
olasihiklarla “basarili (1)’ durumuna smiflandirmayabilir. Ornegin simiflayicilar
doktorlar iken, bu doktorlarin her hastayr farkli bir olasilikla “hasta (1)” olarak
degerlendirmesi, “basarili (1)” durumuna siiflandirmasi olasiligt da vardir. Dolayisiyla
da her i. hasta icin ayr1 bir olasilik tablosu ve her tablo i¢in de ayr1 bir k, katsayisinin

ECOB tahmin edicisinin elde edilmesi gerekir (Bkz, Tablo 2). Tablo 2’de
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A . . ) ;o
oo Tgps Wyyo VE Ty, Olasiliklart 1. birime ait ortak olasiliklar; m, 7, m, ve @, ise

marjinal olasiliklardir.

Tablo 2. i. birime ait 2x2 ortak ve marjinal olasihklar tablosu
2. Smiflayict (le )

1. Smiflayic (Y11 ) 0 1 Toplam
0 Tigo Tiol my =1-m
! Tit it iy
Toplam T, =1-m, T, 1

k,, Cohen (1960) tarafindan tammlanmis i. birime ait olasiik tablosu i¢in iki
stniflayicinin degerlendirmeleri arasindaki uyusma katsayzst, p; ise, 1. birime ait olasilik

tablosu i¢in iki siniflayicinin degerlendirmeleri arasindaki Pearson moment iligki
katsayis1 olsun. k; ve p, arasinda marjinal olasiliklara dayali,

, RENT)
_ 2p, (nilnilnizniz)

(niln;2 ) + (nglniz )

bagintist vardir (Bishop vd., 1988, 380).

i=1,...,N, j=1, 2 ve k=0, 1 sirastyla birimleri, siniflayicilar1 ve kategorileri gostersin. Y;

rastgele degiskeni,

1, 1 birimj. siuflayici tarafindan "bagarili (1)" olarak kabul edilen duruma

v - smiflandirildiginda
Y 10, i birimj. smuflayic tarafindan "basarih degil (0)" olarak kabul edilen

duruma siniflandirildiginda

olarak tammlansin. Y, ve Y, rastgele yanit degiskenleri iki simiflayicimin i. ornek

il
birimi ile ilgili yaptig1 degerlendirme iken,

Yii ~ Bernoulli (m;;)
Yi, ~ Bernoulli ()

dir. Y, ve Y, nin bagimsiz oldugu kosulu altinda, herhangi bir (y,,y,) gozlenmis
degerleri icin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu (oyf), marjinal olasiliklara dayali
olarak,
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(Yo ¥a) = ey g ) (1)

biciminde de ifade etmek miimkiindiir (Shoukri ve Mian, 1996). Siniflayicilarin
birbirinden bagimsiz olarak degerlendirme yaptiklar1 kosulu altinda, Esitlik (1)’in dogal
logaritmasi (In) alindiginda,

Inf (y“ =Yiz) = YnYizln(“nniz ) TYi (1 -Yo )ln(ﬂ:“ngz ) Yo (1 -Yau )ln(“gl"‘iz ) +
(1 'yil)(l 'Yiz)l“(nglngz)

elde edilir. Boylece n 6rnek capi iken, olabilirlik fonksiyonu L,

L= Zln f; (Yileiz)

i=1

bigiminde ifade edilir. Tki degiskenin bagimsiz olmasi kosulu altinda yazilabilen
lnfi(y“,yiz) fonksiyonu, siniflayicilarin  6rnek  birimleriyle ilgili  yaptigi

degerlendirmelerinde bagimsizlik kosulunun saglanmamasi durumunda,
K; ’ ’
In fi (yn’yiz) = Yi1Yizln("i1niz +?l(7ti1”i2 + T, )j

+yi1 (1 - yi2 )ln (niln;2 -%(niln;Z + n;lnil )j
2

Yo (l_yil )ln(nglniz '%(nnngz +mm, )j
+(1_yi1)(1-yi2)ln(n;1n;2 +%(“i1”€2 +”;1ni2 )j

seklinde yazilir (Bahadur, 1961). « katsayisinin i’ye bagh olmasi bir¢ok probleme yol
acabilmektedir. Ornegin drnek capi n arttik¢ca tahmin edilmek istenen parametre sayisi
da artar. Ayrica her 6rnek birimi i¢in deneyin n, defa tekrarlanmasi diye bir sey s6z

konusu olmayabilir. Daha ©nceden de bahsedilmis oldugu gibi ozellikle tibbi
calismalarda karsilasilan, hastalarin iki doktor tarafindan siniflandirilmasi neticesinde
bu doktorlarin degerlendirmeleri arasindaki uyugsmanin derecesinin belirlenmesi
problemi, bu konunun agiklanmasinda kullanilabilir. Her i. hastanin, her iki doktor
tarafindan n, kez muayene edilebilmesi miimkiin olmayabilir. Bu durumda doktorlarin
her hasta {izerine uyusma katsayisini tahmin etmek yerine, “her 6rneklem birimi i¢in «

parametresi aynidir” varsayimina dayali olarak uyusma katsayist tahmin edilir. Ortak
« 'nin oldugu varsayimi altinda Egsitlik (2)’de verilen fonksiyon,
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Inf, (y;1, ;) = y“yizln(ﬂ:“niz +§(n“ﬂ:;2 + 10, ))
+y,y (1-y;,)In [n“ngz -g(nnngz +mm, )j
¥, (1Y, )ln[n;,nu -g(ni,ngz +n;lni2)j
+(1-yn)(1-yn)m(n;ln;2 +§(nnn;2 +n;lni2)j
olmak iizere, olabilirlik fonksiyonu L,

L= Zlnfi (yil’yi2)

i=1

= Z |:Yi1yizln (nilniz +§(”ilngz + 7"7;171712 ))
i1
+¥u (I'Yiz)ln(nu";z -g(nilngz +mm, )j 3)
+Ya (1 =Y ) In [nglniz -g(nilngz +mm, )j

+(1 “Ya )(I'Yiz )ln[nglnﬁz +§(ni1“;2 +7t;17ti2 )]j|

seklinde yazilir. Esitlik (3)’te elde edilen fonksiyondaki m; parametreleri siiflayicilarin
ve/veya Ornek birimlerinin 6zelliklerini de igeren
exi'jﬁ
M, =—
1 1 + eXiiB

lojit fonksiyonu ile ifade edilir. Modeldeki parametre sayisina bagli olarak =0, 1, 2 iken
7;’lerden olusan © vektord, B, den olusan B vektori ile ilk sutiinii 1’ler olmak tizere,

Xj; ’lerden olusan X' matrisinin elemanlari,

’
X;,
%f—/
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7It11 1 X1 X11
By
n 1 x, x
_ nl r_ n nl _
m= X'= B=|B
7TIZ 1 X] XIZ B
2
_nn2_ L 1 Xn XnZ i

biciminde gosterilir. B, ve k parametrelerinin ECOB tahmin edicileri olan ﬁr ve K

istatistikleri, lojit modelin lineer olmamasi nedeniyle elde edilemez. Bu sebepten dolayz,
Esitlik (3) ile verilen fonksiyonun maksimum noktasi, k parametresi 0.20 ve 0.80
olacak sekilde iki farkli deneyin tasarlandig1 simiilasyon calismasi ile elde edilmistir.
Esitlik (3)’teki olabilirlik fonksiyonun maksimum noktasi, B, ve k parametrelerinin

ECOB tahminleri olan ﬁr ve Kyl verir.

3. UYGULAMA

Esitlik (3)’te verilen fonksiyonu maksimize eden noktayir bulabilmek amaciyla bir
simiilasyon ¢aligmasi yapilmistir. Simiilasyon ¢aligmasi i¢in Matlab paket programinda
yazilan iki programdan yararlanilmistir ve elde edilen sonuglar Tablo 3’te 6zetlenmistir.
Bu programlarin dayandigi temeli iki maddede 6zetlemek miimkiindjir.

1. «=0.20 olarak tasarlanan deneyde, Y, rastgele degiskeni bakimindan gozlenmis
deger “1” oldugunda, m, olasilig1 0.70 alinarak drnek birimlerinin (1,1) hiicresine,
Y, rastgele degiskeni bakimindan gdzlenmis deger 0 oldugunda, =, olasilig1 0.50

almarak 6rnek birimlerinin hem (0,0) hem de (0,1) hiicresine esit oranda yigilmasi
saglanmgtir.

2. xk=0.80 olarak tasarlanan deneyde, Y, rastgele degiskeni bakimmndan gézlenmis
deger 1 oldugunda, =, olasilig1 0.90 alinarak 6rnek birimlerinin (1,1) hiicresine, Y;,
rastgele degiskeni bakimindan gozlenmis deger 0 oldugunda =, olasiligi 0.10

almarak ornek birimlerinin (0,0) hiicresine daha fazla yigilmasin1 saglayan deney
tasarlanmstir.

k katsayisinin 0.20 olmast durumunda, iki-sonuglu Y;, veY,, rastgele degiskenlerin

dagilimindan 50 ¢apli 6rnek elde edilmistir. «’nin 0.20, 6rnek c¢apmin 50 oldugu
deneyin 20 kez tekrarlanmasi sonucunda tek agiklayici degiskenin yer aldigi lojit model
parametrelerinin ve «’nin ECOB tahminlerine iligkin ortalamalar ve varyanslari
hesaplanmistir. Ayni igslemler 6rnek ¢apinin 500 olmasi durumu igin de tekrarlanmistir.
& 'nin 0.20°den farkli olarak, 0.80 olmasi durumunda da 50 ve 500 ¢apli 6rnekler i¢in
deneylerin 20 kez tekrarlanmasiyla, ilgili parametre tahminlerinin ortalamalar1 ve
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varyanslari bulunmustur. Modelde tek agiklayici degiskenin yer almasi durumunda
k’nin ve Ornek capinin farkli kombinasyonlar1 i¢in yapilan bu hesaplamalar, lojit
modelde iki agiklayici1 degiskenin olmasi durumu i¢in de incelenmistir. Tek acgiklayici
degiskenli lojit modelde, yalmizca siniflayicilara ait bir 6zellik vardir. Bu durumda
smiflayicilara ait bir ozelligin yer aldigi agiklayici degisken vektdriiniin elemanlari,
Oornek biriminin 1. siniflayic1 tarafindan smiflandirilmis olmasi halinde —0.5 ve 2.
smiflayici tarafindan smiflandirilmis olmasi halinde ise 0.5 degerini alan bir vektor
olarak olusturulabilir. Hem siniflayicilara, hem de 6rnek birimlerine ait bir 6zellik
olmak tizere iki agiklayici degiskenli lojit modelde, 6rnek birimlerine ait herhangi bir
Ozelligin yer aldig1 agiklayici degisken vektoriiniin elemanlar1 Poisson (7) dagilimindan
geldigi sekilde diistiniilebilir.

Tablo 3. 20 tekrar ile K =0.20, 0.80 ve n=50, 500 iken, lojit modelde tek ve iki acgiklayic1 degiskenin
olmasi durumunda model parametrelerinin ve K’nin ECOB tahminlerinin ortalamalar1 ve

varyanslari
Tek aciklayici degisken Iki aciklayici degisken
K n Ort,Var N N R - N

Bo By K Bo B By K
50 Ort 0.2936  0.5460 0.2020 0.1707 0.5525 0.0174  0.1932
0.20 Var 0.0267 0.1316 0.0169 0.4940 0.1335 0.0082 0.0168
500 Ort 0.1875 0.3727 0.2001  0.1597 0.3732  0.0040 0.1993
Var 0.0049  0.0199 0.0006 0.0412 0.0200  0.0007  0.0006
50 Ort 0.0272  0.0045 0.7728 0.2461  0.0039 -0.0304 0.7676
0.80 Var 0.0987  0.0267 0.0062 0.4655 0.0277 0.0129  0.0069
500 Ort 0.0021 -0.0141 0.7938 -0.0121 -0.0141 0.0021 0.7934

Var 0.0090  0.0027  0.0005  0.0606  0.0027  0.0010  0.0005

Tablo 3’ten de goriilebilecegi gibi x’nin farkli degerleri ig¢in, lojit model
parametrelerinin ve «’nin ECOB tahminlerinin varyanslart n 6rmek c¢ap1 artinca,
kiigiilmistiir. Varyansin kiigiilmesi ise elde edilen tahminlerin, y1gin parametrelerine
gittikce yaklastigi anlamma gelir. Dolayisiyla da n Orek capr arttikca, bulunan
tahminler yigin parametrelerinin daha tutarli tahminleri olur. Uretilen &rnekler
tizerinden elde edilen k’nin ECOB tahminleri olan K istatistikleri, n 6rnek gapr arttikga
yigima iligkin Kk parametresine yakinsamstir.

Ayrica, lojit model parametrelerinin ve «’nin anlamsizligi hipotezleri 0.05 anlam
diizeyinde test edilmis ve sonucglar Tablo 4’te 6zetlenmistir. Bu sonuglara gore x ’nin
0.20 olarak tasarlandig1 deneyde n=500 iken, lojit model parametreleri ve k 'nin ECOB
tahminlerinin hepsi anlamli bulunmustur. k parametresinin 0.80 olmasi durumunda,
modeldeki degisken sayisinin artmasi ile olusabilecek ¢oklu baglanti problemi, model
parametrelerinin anlamsizli1 hipotezi iizerinde etkili olmaktadir. k ’nin 0.20 degeri igin
aksi durum soz konusudur.

4. TARTISMA VE SONUC

j. smiflayicinin i. 6rnek birimini “bagarilt (1)” durumuna siniflandirmasi olasiligi
m;, 0-1 araliginda deger alir. m; olasiliklari, siniflayicilara ve/veya 6rnek birimlerine ait

ozellikleri igeren agiklayici degisken vektoriiniin bir lojit modeli olarak ifade edilir. Bu
calismada m;’leri agiklayici degiskenlerin bir fonksiyonu olarak alip, k’y1 da igeren

olabilirlik fonksiyonunda kullanmak suretiyle yazilan olabilirlik fonksiyonunu
maksimize eden optimum nokta arastirilarak, parametrelerin ECOB tahminleri elde
edilmistir. Bu amagla Matlab paket programinda yazilan ve ardigik kullanima dayali iki
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programdan yararlamlmigtir. Simiilasyon teknigine dayali olarak hesaplanan bu
tahminlerin ortalama ve varyanslar incelendiginde, 6rnek capi arttikca lojit model
parametrelerinin ve « ’nin ECOB tahminlerinin varyanslarinin kiigiildiigii gérilmiistiir.
k’nin iki farkli degeri ve verilen 6rnek g¢aplari icin elde edilen k parametrelerinin
ECOB tahminleri, yigna iliskin x parametresine yakinlasmistir. Ayrica, « ’nin 0.80
olmasi durumunda modeldeki degisken sayisinin artmasi ile olusabilecek ¢oklu baglanti
probleminin, model parametrelerinin anlamsizlig1 hipotezlerinin test edilmesinde etkili
oldugu goriilmiistiir

Tablo 4. 20 tekrar ile, K=0.20, 0.80 ve n=50, 500 icin parametre tahminlerinin anlamsizhg
hipotezlerinin test sonuclar:

K n Parametreler ~ Tahminler Stz]’;atlzrt Z Degeri P Degeri
0.20 50 Bo 0.2936 0.1634 1.7968 0.0367
B, 0.5460 0.3628 1.5050 0.0655
© 0.2020 0.1300 1.5538 0.0606
500 Bo 0.1875 0.0700 2.6786 0.0038®
B, 0.3727 0.1411 2.6414 0.0041®@
[ 0.2001 0.0245 8.1673 0.0000®
0.80 50 Bo 0.0272 0.3142 0.0866 0.4641
B, 0.0045 0.1634 0.0275 0.4880
IR 0.7728 0.0787 9.8196 0.0000®
500 Bo 0.0021 0.0949 0.0221 0.4920
B, -0.0141 0.0520 -0.2712 0.3936
I 0.7938 0.0224 35.4375 0.0000®
0.20 50 Bo 0.1707 0.7029 0.2429 0.4552
B, 0.5525 0.3654 1.5120 0.0655
B, 0.0174 0.0906 0.1921 0.4257
I 0.1932 0.1296 1.4907 0.0681
500 Bo 0.1597 0.2030 0.7867 0.2148
B, 0.3732 0.1414 2.6393 0.0043
B, 0.0040 0.0265 0.1509 0.4404
[ 0.1993 0.0245 8.1347 0.0000
0.80 50 Bo 0.2461 0.6823 0.3607 0.3594
B, 0.0039 0.1664 0.0234 0.4920
B, -0.0304 0.1136 -0.2676 0.3974
© 0.7676 0.0831 9.2371 0.0000®
500 Bo -0.0121 0.2462 -0.0491 0.4801
B, -0.0141 0.0520 -0.2712 0.3936
B, 0.0021 0.0316 0.0665 0.4761
R 0.7934 0.0224 35.4196 0.0000®

(a): a/2=0.025 *den kiiciik olan P degerlerini gostermektedir.
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MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATION OF
THE KAPPA COEFFICIENT BASED ON A
SIMULATION STUDY

ABSTRACT

In medical and social studies it is possible to come across with problems
of determining the agreement between raters judges. The Kappa
coefficient, suggested by Cohen, is one of the statistics used for
estimating the raters agreement, after the sample units are rated with a
categorical measure by the two raters. But it is wrong to use the Kappa
cofficient in classification problems such that the raters classify each
sample unit to the category “successfully (1)” with distinct probabilities
m;j . In this case, these classification probabilities can be estimated from

logit models, which contains covariates of raters and/or units features. In
this study, the maximum of the likelihood function, containing K and
logit model parameters is obtained with the benefit of written two
programs on Matlab packet programming. After the Maximum
Likelihood Estimates (MLE) of the parameters are obtained from the
simulation method which is based on different sample sizes of each with
twenty replications, the significances of the parameters are tested.

Key Words: Kappa Coefficient, Logit Model, Likelihood Function.
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