
TÜİK, İstatistik Araştırma Dergisi, Temmuz 2007          
TURKSTAT, Journal of Statistical Research, July 2007

49

KAPPA KATSAYISININ EN ÇOK 
OLAB L RL K TAHM N ED C S N N
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ÖZET

Anahtar kelimeler: Kappa Katsays, Lojit Model, Olabilirlik  
Fonksiyonu.

1. G R

Örnek birimlerinin iki snflayc tarafndan farkl bir ij  olasl  ile “ba arl” olarak 
kabul edilen duruma snflandrlmas halinde, Kappa katsaysnn EÇOB tahmin edicisi 
bulunabilir. Bu amaçla, bu çal mada i1 i1Y Bernoulli  ve i2 i2Y Bernoulli 

olmak üzere i i1 i2f y , y  ortak olaslk yo unluk fonksiyonu, Bahadur (1961) tarafndan
öne sürülmü  olan teoriye dayal olarak yazlm tr. Bernoulli da lmna sahip iki 
rastgele de i kenin ba ml olmas durumunda kullanlabilen bu teori, Shoukri ve Mian 
(1996), Lipsitz vd., (2001) ve Kraemer vd., (2002) gibi pek çok istatistikçinin 
çal malarndaki temeli olu turmu tur.

Ba ar olasl  i1  ile Bernoulli da lmna sahip i1Y  rastgele de i keni, 1. 
snflaycnn i. birim ile ilgili de erlendirmesi ve ba ar olasl  i2  ile Bernoulli 
da lmna sahip, i2Y  rastgele de i keni de 2. snflaycnn i. birim ile ilgili 
de erlendirmesini ifade etsin. Bu rastgele de i kenlerin ba ml oldu u ko ulu altnda
yazlan olabilirlik fonksiyonu, hem  parametresini hem de snflayclarn ve/veya 
örnek birimlerinin özelliklerinin, j=1, 2 olmak üzere ijY  rastgele de i keni üzerindeki 
etkisini gösteren, j  parametrelerine dayal lojit fonksiyonu içerecek ekilde ifade 
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Tbbi ve sosyal içerikli çal malarda, snflayclarn de erlendirmeleri 
arasndaki uyu mann belirlenmesi problemleriyle kar la mak 
mümkündür. Örnek birimlerinin iki snflayc tarafndan kategorik bir 
ölçekle snflandrlmasndan sonra, snflayclar arasndaki uyu mann
ölçülmesinde kullanlan istatistiklerden biri, Cohen tarafndan önerilmi
olan Kappa katsaysdr. Ancak snflayclarn her örnek birimini farkl bir 

ij  olaslkla “ba arl” kategorisine snflandrmas problemi ile 
kar la ld nda, Kappa katsaysn kullanmak do ru olmaz. Bu durumda 
söz konusu snflandrma olaslklar snflayclara ve/veya birimlere ait 
özellikleri içeren açklayc de i kenlerin yer ald , bir lojit model ile 
tahmin edilir. Bu çal mada, ’y ve lojit model parametrelerini içeren 
olabilirlik fonksiyonunun optimum noktas, Matlab paket programnda
yazlan iki programdan yararlanlarak, bulunmu tur. Parametrelerin En 
Çok Olabilirlik (EÇOB) tahminleri, farkl örnek çaplar için yirmi tekrarn
yapld  simülasyon tekni ine dayal olarak elde edilerek, anlamllklar
test edilmi tir.
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edilebilir. Böylece, simülasyon tekni i ile Kappa parametresiyle birlikte, lojit model 
parametrelerinin EÇOB tahmin edicilerine de ula labilir. 

Bu amaçla uygulama bölümünde  parametresi 0,20 ve 0,80 olacak ekilde tasarlanan 
deneylerden; 50 ve 500 çapl örneklerin üretildi i bir simülasyon çal mas yaplm tr.
Yaplan simülasyon çal mas ile modelde tek ve iki açklayc de i ken var iken, model 
parametrelerinin ve  katsaysnn EÇOB tahminleri elde edilerek, anlamllklar test 
edilmi tir.

2. KAPPA KATSAYISININ VE LOJ T MODEL PARAMETRELER N N
MODELLENMES

Kappa katsaysnn EÇOB tahmin edicisinin bulunmasnn temelinde örnek birimlerinin 
herhangi bir kategorik de i ken bakmndan iki-sonuçlu snflandrlmalarna ait 
marjinal olaslklarn, snflayclara ait ve/veya örnek birimlerine ait etkileri özetleyen 
açklayc de i ken vektörünün bir lojistik fonksiyonu olarak modellenmesi vardr
(Shoukri ve Mian, 1996). Kappa katsaysnn ve lojit model parametrelerinin tahmin 
edicileri, snflayclarn örnek birimleri üzerinde yaptklar de erlendirmeler arasndaki
ba mszlk ko ulunun sa lanmamas nedeniyle, iki-sonuçlu iki de i kenli model 
yapsna dayal olarak elde edilir. 

2.1 ki-Sonuçlu ki De i kenli Model

2x2’lik olaslk tablosunda, birinci snflayc birimleri 1  olaslkla “ba arl (1)”, 

1 1= 1-  olaslkla da “ba arl de il (0)” kategorisine, ikinci snflayc ise birimleri 

2  olaslkla “ba arl (1)”, 2 2= 1-  olaslkla da “ba arl de il (0)” kategorisine 
snflandrlm  olsun. Burada 1. snflayc her birimi ayn 1  olaslkla “ba arl (1)” 
durumuna snflandrrken, 2. snflayc da her birimi ayn 2  olaslkla “ba arl (1)” 
durumuna snflandrr. 1  veya 2  olaslklaryla “ba arl (1)” durumuna 
snflandrlan birimlere ait olaslklar tablosu tektir. Dolaysyla da, Tablo 1’de 
özetlenen veri için tek bir tane ’nn EÇOB tahmin edicisi elde edilir. 

Tablo 1. N birime ait 2x2 ortak ve marjinal olaslklar tablosu 
2. Snflayc 2Y

1. Snflayc 1Y 0 1 Toplam

0 00 01 1 11

1 10 11 1

Toplam 2 21 2 1

Ancak özellikle sa lk veya sosyal içerikli çal malarda snflayclar, birimleri ayn
olaslklarla “ba arl (1)” durumuna snflandrmayabilir. Örne in snflayclar 
doktorlar iken, bu doktorlarn her hastay farkl bir olaslkla “hasta (1)” olarak 
de erlendirmesi, “ba arl (1)” durumuna snflandrmas olasl  da vardr. Dolaysyla
da her i. hasta için ayr bir olaslk tablosu ve her tablo için de ayr bir i  katsaysnn
EÇOB tahmin edicisinin elde edilmesi gerekir (Bkz, Tablo 2). Tablo 2’de 
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i00 i01 i10 i11, ,  ve   olaslklar i. birime ait ortak olaslklar; i1 i1 i2 i2, ,  ve   ise 
marjinal olaslklardr.

Tablo 2. i. birime ait 2x2 ortak ve marjinal olaslklar tablosu 
2. Sınıflayıcı i2Y

1. Snflayc i1Y 0 1 Toplam

0 i00 i01 i1 i11

1 i10 i11 i1

Toplam i2 i21 i2 1

i , Cohen (1960) tarafndan tanmlanm  i. birime ait olaslk tablosu için iki 
snflaycnn de erlendirmeleri arasndaki uyu ma katsays, i  ise, i. birime ait olaslk
tablosu için iki snflaycnn de erlendirmeleri arasndaki Pearson moment ili ki
katsays olsun. i  ve i  arasnda marjinal olaslklara dayal,

1/2
i i1 i1 i2 i2

i
i1 i2 i1 i2

2
=

+

ba nts vardr (Bishop vd., 1988, 380).

i=1,…,N, j=1, 2 ve k=0, 1 srasyla birimleri, snflayclar ve kategorileri göstersin. ijY
rastgele de i keni,

ij

1,      i. birim j. snflayc tarafndan  "ba arl (1)" olarak kabul edilen duruma
        snflandrld nda

Y =
0,     i. birim j. snflayc tarafndan  "ba arl de il (0)" olarak kabul edilen 
       duruma snflandrld nda

olarak tanmlansn. i1Y  ve i2Y  rastgele yant de i kenleri iki snflaycnn i. örnek 
birimi ile ilgili yapt  de erlendirme iken, 

 Yi1  Bernoulli ( i1)
Yi2  Bernoulli ( i2)

dr. i1Y  ve i2Y ’nin ba msz oldu u ko ulu altnda, herhangi bir i1 i2y , y  gözlenmi
de erleri için ortak olaslk yo unluk fonksiyonu (oyf), marjinal olaslklara dayal
olarak,

i1 i2i1 i21-y 1-yy y
i i1 i2 i1 i1 i2 i2f y , y =

eklinde yazlr. Bu ortak oyf’yi ortak olaslklar cinsinden, 
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i1 i2 i2 i1 i1 i2i1 i2 y 1-y y 1-y 1-y 1-yy y
i i1 i2 i11 i10 i01 i00f y , y =                                                       (1) 

biçiminde de ifade etmek mümkündür (Shoukri ve Mian, 1996). Snflayclarn
birbirinden ba msz olarak de erlendirme yaptklar ko ulu altnda, E itlik (1)’in do al
logaritmas (ln) alnd nda, 

i i1 i2 i1 i2 i1 i2 i1 i2 i1 i2 i2 i1 i1 i2

i1 i2 i1 i2

ln f y ,y = y y ln + y 1- y ln + y 1- y ln +

 1- y 1- y ln

elde edilir. Böylece n örnek çap iken, olabilirlik fonksiyonu L, 

n

i i1 i2
i=1

L = ln f y ,y

biçiminde ifade edilir. ki de i kenin ba msz olmas ko ulu altnda yazlabilen 
i i1 i2ln f y , y  fonksiyonu, snflayclarn örnek birimleriyle ilgili yapt 

de erlendirmelerinde ba mszlk ko ulunun sa lanmamas durumunda, 

i
i i1 i2 i1 i2 i1 i2 i1 i2 i1 i2

i
i1 i2 i1 i2 i1 i2 i1 i2

i
i2 i1 i1 i2 i1 i2 i1 i2

i
i1 i2 i1 i2 i1 i2 i1 i2

ln f y ,y = y y ln + +
2

+y 1- y ln - +
2

+y 1- y ln - +             
2

+ 1- y 1- y ln + +
2

                         (2) 

eklinde yazlr (Bahadur, 1961).  katsaysnn i’ye ba l olmas birçok probleme yol 
açabilmektedir. Örne in örnek çap n arttkça tahmin edilmek istenen parametre says
da artar. Ayrca her örnek birimi için deneyin in  defa tekrarlanmas diye bir ey söz 
konusu olmayabilir. Daha önceden de bahsedilmi  oldu u gibi özellikle tbbi
çal malarda kar la lan, hastalarn iki doktor tarafndan snflandrlmas neticesinde 
bu doktorlarn de erlendirmeleri arasndaki uyu mann derecesinin belirlenmesi 
problemi, bu konunun açklanmasnda kullanlabilir. Her i. hastann, her iki doktor 
tarafndan in  kez muayene edilebilmesi mümkün olmayabilir. Bu durumda doktorlarn
her hasta üzerine uyu ma katsaysn tahmin etmek yerine, “her örneklem birimi için 
parametresi ayndr” varsaymna dayal olarak uyu ma katsays tahmin edilir. Ortak 

’nn oldu u varsaym altnda E itlik (2)’de verilen fonksiyon, 
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i i1 i2 i1 i2 i1 i2 i1 i2 i1 i2

i1 i2 i1 i2 i1 i2 i1 i2

i2 i1 i1 i2 i1 i2 i1 i2

i1 i2 i1 i2 i1 i2 i1 i2

lnf y ,y = y y ln + +
2

+y 1- y ln - +
2

+y 1- y ln - +          
2

+ 1- y 1- y ln + +
2

olmak üzere, olabilirlik fonksiyonu L, 

n

i i1 i2
i=1

n

i1 i2 i1 i2 i1 i2 i1 i2
i=1

i1 i2 i1 i2 i1 i2 i1 i2

i2 i1 i1 i2 i1 i2 i1 i2

i1 i2 i1 i2

L = lnf y ,y

= y y ln + +
2

       + y 1- y ln - +
2

       + y 1- y ln - +
2

       + 1- y 1- y ln i1 i2 i1 i2+ +
2

                                  (3) 

eklinde yazlr. E itlik (3)’te elde edilen fonksiyondaki ij  parametreleri snflayclarn
ve/veya örnek birimlerinin özelliklerini de içeren  

ij

ijij
e=

1+ e

lojit fonksiyonu ile ifade edilir. Modeldeki parametre saysna ba l olarak r=0, 1, 2 iken 
ij ’lerden olu an  vektörü, r ’den olu an  vektörü ile ilk sütünü 1’ler olmak üzere, 

ijX ’lerden olu an X  matrisinin elemanlar,

ij
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11

n1

12

n2

 .
 .
 .

=

 .
 .
 .

1 11

n n1

1 12

n n2

 1    x    x
  .     .      . 
  .     .      .
  .     .      .
 1    x    x   

X =
 1    x    x
 .      .      .
 .      .      .
 .      .      .
 1    x    x

0

1

2

=

biçiminde gösterilir. r  ve  parametrelerinin EÇOB tahmin edicileri olan r
ˆ  ve ˆ

istatistikleri, lojit modelin lineer olmamas nedeniyle elde edilemez. Bu sebepten dolay,
E itlik (3) ile verilen fonksiyonun maksimum noktas,  parametresi 0.20 ve 0.80 
olacak ekilde iki farkl deneyin tasarland  simülasyon çal mas ile elde edilmi tir. 
E itlik (3)’teki olabilirlik fonksiyonun maksimum noktas, r  ve  parametrelerinin 

EÇOB tahminleri olan r
ˆ  ve ˆ ’y verir. 

3. UYGULAMA 

E itlik (3)’te verilen fonksiyonu maksimize eden noktay bulabilmek amacyla bir 
simülasyon çal mas yaplm tr. Simülasyon çal mas için Matlab paket programnda
yazlan iki programdan yararlanlm tr ve elde edilen sonuçlar Tablo 3’te özetlenmi tir. 
Bu programlarn dayand  temeli iki maddede özetlemek mümkündür. 

1. = 0.20  olarak tasarlanan deneyde, i1Y  rastgele de i keni bakmndan gözlenmi
de er “1” oldu unda, i2  olasl  0.70 alnarak örnek birimlerinin (1,1) hücresine, 

i1Y  rastgele de i keni bakmndan gözlenmi  de er 0 oldu unda, i2  olasl  0.50 
alnarak örnek birimlerinin hem (0,0) hem de (0,1) hücresine e it oranda y lmas
sa lanm tr.

2. = 0.80  olarak tasarlanan deneyde, i1Y  rastgele de i keni bakmndan gözlenmi
de er 1 oldu unda, i2  olasl  0.90 alnarak örnek birimlerinin (1,1) hücresine, i1Y
rastgele de i keni bakmndan gözlenmi  de er 0 oldu unda i2  olasl  0.10 
alnarak örnek birimlerinin (0,0) hücresine daha fazla y lmasn sa layan deney 
tasarlanm tr.

 katsaysnn 0.20 olmas durumunda, iki-sonuçlu i1 i2Y  ve Y  rastgele de i kenlerin 
da lmndan 50 çapl örnek elde edilmi tir. ’nn 0.20, örnek çapnn 50 oldu u
deneyin 20 kez tekrarlanmas sonucunda tek açklayc de i kenin yer ald  lojit model 
parametrelerinin ve ’nn EÇOB tahminlerine ili kin ortalamalar ve varyanslar
hesaplanm tr. Ayn i lemler örnek çapnn 500 olmas durumu için de tekrarlanm tr.

’nn 0.20’den farkl olarak, 0.80 olmas durumunda da 50 ve 500 çapl örnekler için 
deneylerin 20 kez tekrarlanmasyla, ilgili parametre tahminlerinin ortalamalar ve 
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varyanslar bulunmu tur. Modelde tek açklayc de i kenin yer almas durumunda 
’nn ve örnek çapnn farkl kombinasyonlar için yaplan bu hesaplamalar, lojit 

modelde iki açklayc de i kenin olmas durumu için de incelenmi tir. Tek açklayc
de i kenli lojit modelde, yalnzca snflayclara ait bir özellik vardr. Bu durumda 
snflayclara ait bir özelli in yer ald  açklayc de i ken vektörünün elemanlar,
örnek biriminin 1. snflayc tarafndan snflandrlm  olmas halinde –0.5 ve 2. 
snflayc tarafndan snflandrlm  olmas halinde ise 0.5 de erini alan bir vektör 
olarak olu turulabilir. Hem snflayclara, hem de örnek birimlerine ait bir özellik 
olmak üzere iki açklayc de i kenli lojit modelde, örnek birimlerine ait herhangi bir 
özelli in yer ald  açklayc de i ken vektörünün elemanlar Poisson (7) da lmndan
geldi i ekilde dü ünülebilir.

Tablo 3. 20 tekrar ile =0.20, 0.80 ve n=50, 500 iken, lojit modelde tek ve iki açklayc de i kenin 
olmas durumunda model parametrelerinin ve ’nn EÇOB tahminlerinin ortalamalar ve 
varyanslar

Tek açklayc de i ken ki açklayc de i kenn Ort,Var 
0

ˆ
1

ˆ ˆ 0
ˆ

1
ˆ

2
ˆ ˆ

Ort 0.2936 0.5460 0.2020 0.1707 0.5525 0.0174 0.1932 50 Var 0.0267 0.1316 0.0169 0.4940 0.1335 0.0082 0.0168 
Ort 0.1875 0.3727 0.2001 0.1597 0.3732 0.0040 0.1993 0.20 

500 Var 0.0049 0.0199 0.0006 0.0412 0.0200 0.0007 0.0006 
Ort 0.0272 0.0045 0.7728 0.2461 0.0039 -0.0304 0.7676 50 Var 0.0987 0.0267 0.0062 0.4655 0.0277 0.0129 0.0069 
Ort 0.0021 -0.0141 0.7938 -0.0121 -0.0141 0.0021 0.7934 0.80 

500 Var 0.0090 0.0027 0.0005 0.0606 0.0027 0.0010 0.0005 

Tablo 3’ten de görülebilece i gibi ’nn farkl de erleri için, lojit model 
parametrelerinin ve ’nn EÇOB tahminlerinin varyanslar n örnek çap artnca, 
küçülmü tür. Varyansn küçülmesi ise elde edilen tahminlerin, y n parametrelerine 
gittikçe yakla t  anlamna gelir. Dolaysyla da n örnek çap arttkça, bulunan 
tahminler y n parametrelerinin daha tutarl tahminleri olur. Üretilen örnekler 
üzerinden elde edilen ’nn EÇOB tahminleri olan ˆ  istatistikleri, n örnek çap arttkça
y na ili kin  parametresine yaknsam tr.

Ayrca, lojit model parametrelerinin ve ’nn anlamszl  hipotezleri  anlam 
düzeyinde test edilmi  ve sonuçlar Tablo 4’te özetlenmi tir. Bu sonuçlara göre ’nn
0.20 olarak tasarland  deneyde n=500 iken, lojit model parametreleri ve ’nn EÇOB 
tahminlerinin hepsi anlaml bulunmu tur.  parametresinin 0.80 olmas durumunda, 
modeldeki de i ken saysnn artmas ile olu abilecek çoklu ba lant problemi, model 
parametrelerinin anlamszl  hipotezi üzerinde etkili olmaktadr. ’nn 0.20 de eri için 
aksi durum söz konusudur. 

4. TARTI MA VE SONUÇ 

j. snflaycnn i. örnek birimini “ba arl (1)” durumuna snflandrmas olasl 
ij , 0-1 aral nda de er alr. ij  olaslklar, snflayclara ve/veya örnek birimlerine ait 

özellikleri içeren açklayc de i ken vektörünün bir lojit modeli olarak ifade edilir. Bu 
çal mada ij ’leri açklayc de i kenlerin bir fonksiyonu olarak alp, ’y da içeren 
olabilirlik fonksiyonunda kullanmak suretiyle yazlan olabilirlik fonksiyonunu 
maksimize eden optimum nokta ara trlarak, parametrelerin EÇOB tahminleri elde 
edilmi tir. Bu amaçla Matlab paket programnda yazlan ve ard k kullanma dayal iki 
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programdan yararlanlm tr. Simülasyon tekni ine dayal olarak hesaplanan bu 
tahminlerin ortalama ve varyanslar incelendi inde, örnek çap arttkça lojit model 
parametrelerinin ve ’nn EÇOB tahminlerinin varyanslarnn küçüldü ü görülmü tür.

’nn iki farkl de eri ve verilen örnek çaplar için elde edilen  parametrelerinin 
EÇOB tahminleri, y na ili kin  parametresine yaknla m tr. Ayrca, ’nn 0.80 
olmas durumunda modeldeki de i ken saysnn artmas ile olu abilecek çoklu ba lant
probleminin, model parametrelerinin anlamszl  hipotezlerinin test edilmesinde etkili 
oldu u görülmü tür

Tablo 4. 20 tekrar ile, =0.20, 0.80 ve n=50, 500 için parametre tahminlerinin anlamszl 
hipotezlerinin test sonuçlar

n Parametreler Tahminler Standart 
Hata Z De eri P De eri

0.20 50 ˆ 0.2936 0.1634 1.7968 0.0367 
ˆ 0.5460 0.3628 1.5050 0.0655 
ˆ 0.2020 0.1300 1.5538 0.0606 

 500 ˆ 0.1875 0.0700 2.6786 0.0038(a)

ˆ 0.3727 0.1411 2.6414 0.0041(a)

ˆ 0.2001 0.0245 8.1673 0.0000(a)

0.80 50 ˆ 0.0272 0.3142 0.0866 0.4641 
ˆ 0.0045 0.1634 0.0275 0.4880 
ˆ 0.7728 0.0787 9.8196 0.0000(a)

500 ˆ 0.0021 0.0949 0.0221 0.4920 
ˆ -0.0141 0.0520 -0.2712 0.3936 
ˆ 0.7938 0.0224 35.4375 0.0000(a)

0.20 50 ˆ 0.1707 0.7029 0.2429 0.4552 
ˆ 0.5525 0.3654 1.5120 0.0655 
ˆ 0.0174 0.0906 0.1921 0.4257 
ˆ 0.1932 0.1296 1.4907 0.0681 

500 ˆ 0.1597 0.2030 0.7867 0.2148 
ˆ 0.3732 0.1414 2.6393 0.0043 
ˆ 0.0040 0.0265 0.1509 0.4404 
ˆ 0.1993 0.0245 8.1347 0.0000 

0.80 50 ˆ 0.2461 0.6823 0.3607 0.3594 
ˆ 0.0039 0.1664 0.0234 0.4920 
ˆ -0.0304 0.1136 -0.2676 0.3974 
ˆ 0.7676 0.0831 9.2371 0.0000(a)

500 ˆ -0.0121 0.2462 -0.0491 0.4801 
ˆ -0.0141 0.0520 -0.2712 0.3936 
ˆ 0.0021 0.0316 0.0665 0.4761 
ˆ 0.7934 0.0224 35.4196 0.0000(a)

(a): / 2 0.025 ’den küçük olan P de erlerini göstermektedir. 
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MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATION OF 
THE KAPPA COEFFICIENT BASED ON A 

SIMULATION STUDY 

ABSTRACT 

Key Words: Kappa Coefficient, Logit Model, Likelihood Function. 

In medical and social studies it is possible to come across with problems 
of determining the agreement between raters judges. The Kappa 
coefficient, suggested by Cohen, is one of the statistics used for 
estimating the raters agreement, after the sample units are rated with a 
categorical measure by the two raters. But it is wrong to use the Kappa 
cofficient in classification problems such that the raters classify each 
sample unit to the category “successfully (1)” with distinct probabilities 

ij . In this case, these classification probabilities can be estimated from 
logit models, which contains covariates of raters and/or units features. In 
this study, the maximum of the likelihood function, containing  and 
logit model parameters is obtained with the benefit of written two 
programs on Matlab packet programming. After the Maximum 
Likelihood Estimates (MLE) of the parameters  are obtained from the 
simulation method which is based on different sample sizes of each with 
twenty replications, the significances of the parameters are tested.  

 Maximum Likelihood Estimation of the Kappa Coefficient Based on a Simulation Study                       Kappa Katsayısının En Çok Olabilirlik Tahmin Edicisinin Simülasyon Çalışmasına Dayalı Elde Edilmesi




