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BUYUME EGRILERININ ESIiTLIGINDE
PERMUTASYON TESTI

Ufuk EKIZ" Miislim EKNi™
OZET

Tesadiifi degiskenin dagiliminin ne olduguna iliskin herhangi bir varsayim
gerektirmeyen permiitasyon testi, ozellikle gozlem sayisi arttik¢a ¢ok fazla
islem yapmay1 gerektirmektedir. Ancak parametrik olmayan bu yéntemin,
son yularda bilgisayar teknolojisindeki ilerlemelere paralel olarak
kullamimi yayginlasmaktadir. Bu ¢alismada tarafimizdan yazilmis olan
bilgisayar programi kullanmilarak, Biiyiime Egrisi Modelinde (Growth
Curve Model) ortalamalarin esitligi hipotezinin permiitasyon testi ile, test
edilmesi incelenmigtir. Uygulamada Biiytime Egrisi Modeline uyan gergek
veri seti kullaniimustir.

Anahtar Kelimeler: Biiyiime Egrisi Modeli, Permiitasyon Testi.
1. GIRiS

Biiyiime Egrisi Modeli ekonomi, biyoloji ve tip gibi alanlarda kisa zaman serileri
izerinden bilylime problemlerinin analizinde sik¢a kullanilan, genellestirilmis ¢ok
degiskenli bir varyans analizi modelidir. Ayrica uzun-kesit (longitudinal) verilerin
(6zellikle iliskili tekrarli 6l¢iimlerde) analizinde kullanilan temel bir aragtir.

Biiyiime problemi ile ilgili ilk temel ¢aligmalar arasinda Wishart (1938), Box (1950) ve
Rao (1958) yer almaktadir. Bu problemin, modellenmesine iligkin ilk kapsamli girisim
ve isimlendirme ise Pothoff ve Roy (1964) tarafindan yapilmistr.

Biiylime Egrisi Modeli,

prn = prmBmerrxn +epxn (1)
seklinde tanimlanmaktadir. Burada X ve Z ranklar sirasiyla m<p, r<n olarak bilinen
tasarim matrisleri ve B’de bilinmeyen regresyon katsayilari matrisidir. Ayrica hata
matrisi & ‘nun kolonlar1 bagimsiz p-degiskenli ortalamasi sifir ve bilinmeyen kovaryans
matrisi £ >0 olan normal dagilimdir. Bir bagka ifade ile Y ~ N, (XBZ,X,1,) dir. p, n

birimden her biri i¢in gozlem alinan zaman noktalarinin sayisini, (m-1) zamana bagl
polinomun derecesini ve r’de n birimin siniflandirilabilecegi grup sayisini ifade
etmektedir (Jian-Xin ve Kai-Tai, 2000).

Farkli zelliklerinden dolayi, r gruba ayrilmis n birimden n; tanesi, j. grupta yer alsin.

Her bir grupta yer alan birimlerin, bagimli degisken degerleri ayni zaman noktalarinda
Olciilmektedir ve ayni kovaryans matrisi X ’ya sahip olduklari varsayilmaktadir. j. gruba
iligkin biiylime egrisi,

boj +byjt + ety t™ ()
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seklinde tanimlanmaktadir. Bu biiylime egrisi Esitlik (1)’de yer alan modelin
kullanilmasiyla da ifade edilebilir. Esitlik (1)’deki modelde Z , r tane satirdan meydana

gelmektedir ve n tane kolonun n, tanesinde (1,0.,...,0) , n, tanesinde 0,L,..,0) , ..., n,

tanesinde  de (O,...,O,l)' vektorleri yer alacak sekilde olusturulmaktadir

(n,+n, +...+n,=n). B matrisinin (j, c). eleman1 da b ile ifade edilmektedir. X

j-lc
c-1

i ile ifade edilen matristir. X, B ve Z matrislerinin

matrisi ise j. satir1 ve c. kolonu t

gosterimi asagidaki gibidir.

1t .t by, by, . . . by
1t t5 .. .t b, b, . . . b,
X=|" , B=
_1 t, tf) S tgH_ _b(m—l)l by - b(m—l)r_
11 1 0 0 . 0 l
0 0 . 1 0
7 =
o6...000...0 ... 1 1. .. 1]

Literatiirde, Biiyiime Egrisi Model parametreleri B ve X nin tahminine yonelik pek ¢cok
yontem yer almaktadir. Bunlar arasinda en ¢ok kullanilanlart; En Kiiciik Kareler (EKK)
ve En Cok Olabilirlik (ECOB) yontemleridir. Tek ya da ¢ok degiskenli regresyon
analizinde ECOB ve EKK yontemlerine dayali parametre tahminleri tamamen aynilik
gostermektedir. Ancak Bilylime Egrisi Modelinde, bu durum saglanmamaktadir. Cilinkii
EKK tahmini bagimli Y degiskeninin dogrusal bir fonksiyonu olarak elde edilirken,
ECOB tahmini bagimli Y degiskeninin dogrusal olmayan bir fonksiyonu olarak elde
edilmektedir.

2. BUYUME EGRiSi MODEL PARAMETRELERININ ECOB VE EKK
TAHMINLERI

EKK yonteminde, regresyon katsayilarinin ve kovaryans matrisinin tahminleri hata
kareler toplamlar1 matrisinin izinin (trace) en kiiciiklenmesi sonucu,

B =(XX)' X'YZ'(2Z)" 3)

1 (Y-Xﬁz)(Y-xﬁZ)¢

EEKK =—
n
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olarak elde edilmektedir (Jian-Xin ve Kai-Tai, 2000). Regresyon katsayilar1 tahminleri,
yanit degiskeni Y’ nin dogrusal bir fonksiyonu formundadir. Esitlik (1)’de ifade edilen
model i¢in B ve ¥ parametrelerinin bir fonksiyonu olan ECOB fonksiyonu,

L(B,X)= (21:)'"% [det(Z)]% exp {-%tr(z'l (Y-XBZ)(Y-XBZ)* )} (4)

seklinde ifade edilir. B ve X parametrelerinin ECOB tahminleri olan BECOB ve ﬁZECOB
asagidaki teoremde yer almaktadir (Jian-Xin ve Kai-Tai, 2000) .

Teorem: Esitlik (1)’de ifade edilen Biiylime Egrisi Modelinde, eger n>p-+r ve
aciklayici tasarim matrisleri X ve Z tam rankli ise, Esitlik (4)’te yer alan ECOB
fonksiyonunu en biiyiikleyen BECOB ve iECOB tahmin edicileri sirasiyla,

Bocon =(X'S'X)" X'S1YZ/(22')' )

ve
cos =%(Y-X]§Z)(Y-X]§Z)¢

elde edilir. Burada S=Y(I,-P,)Y’, P,=Z'(ZZ')"'Z ve 1,’de n boyutlu birim
matrisi ifade etmektedir.

Hata terimlerinin bagimsiz ve aym ¢ok degiskenli normal dagilima sahip olduklari
varsayimina ek olarak, tiim birimlerin ayn1 zamanlarda gozlenmis olmasi ve tiim
birimlere iliskin Olglimlerin ayni dereceden polinomlarla ifade edilmis olmasi
varsayimlar1 da saglaniyor ise, r tane gruba ait ortalama biiylime egrilerinin esitligi
hipotezini test etmek i¢in uygulanabilecek c¢esitli ¢aligmalar literatiirde yer almaktadir
(Rao, 1959, 1965; Potthoff ve Roy, 1964; Grizzle ve Allen, 1969; Krishnaiah, 1980).
Yukaridaki varsayimlardan sapmalarin olmasi durumunda, gruplara ait Biiylime
Egrilerinin karsilastirilmasi igin, Zerbe ve Walker (1977), permiitasyon testine (Box ve
Anderson, 1955) dayali bir yaklasim Onermislerdir. Bu yaklagim asagida kisaca
Ozetlenmektedir.

3. GRUPLARA iLiSKiN ORTALAMA BUYUME EGRILERINIiN
ESITLIGINDE PERMUTASYON TESTI

Arastirmaci tarafindan belirlenen (tl,tQ) zaman araligl lizerinde, grup ortalama

egrilerinin esitligini test etmek i¢in Tablo 1’de verilen biiyiiklikler g6z Oniinde
bulundurulmalidir. (t,,t,) zaman araligi iizerinde, c,(t) ve c,(t) gibi iki egri
arasindaki uzaklik

t

; P2
d(cl,cz)={j{cl(t)-c2(t)} dt} (6)

4
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genel kareler toplami (T) olarak ifade edilmektedir. T, gruplar arasindaki uzakliklarin
kareleri toplami olan Q ve her bir gruptaki birimler arasindaki uzakliklarin kareleri
toplami olan W’nin toplami olarak yazilabilmektedir. Bu yapi tek yonlii varyans analizi
ile tamamen benzerlik gostermektedir.

Tablo 1. (tl ,tz) zaman arahginda biiyiime egrilerine iliskin varyans analizi tablosu

Kaynak Kareler Toplamlar Serbestlik Derecesi
ty 2
Gruplar I¢i Q:inj | (?_j(t)—y..(t)) dt -1
7
n; b 2
Gruplar Arasi wW=33% f(ylj(t)_yj (t)) dt ner
j=li=l t
rongty _ 2
Genel T=3 % [(9;(1)-7.(1) at 01
=li=ly
_ 13, _ 1 N 1
y~j (t) = Z yij (t) s> Y. (t) = *Zzyij (t) s ll(t) =—np (t)
n; i njG n

Gruplara ait ortalama biiylime egrilerinin esitligi hipotezini, en az bir grubun ortalama
egrisi (t1 ,t,) zaman arahinda diger gruplarin ortalama egrilerinden farklidir hipotezine

kars testi,

Hy:p (t)=p,(t)=..=p,(t), te(t,t,) icin
H,:p(t)=p, (t) te(t,,t,) arahgnda k # j igin

ile ifade edilir. H, ’e kars1, H, hipotezini test etmekte kullanilacak test istatistigi,

F=[Q/(r-1)]/[W/(n-r)] @)

olarak ileri siiriilmektedir Zerbe ve Walker(1977). Teste iliskin kesin P-degeri (exact P-

value) r gruba ait n tane gozleme iliskin, R =n! f[ n;! adet miimkiin permiitasyondan her
=

biri i¢in, Esitlik (7)’de F degerinin hesaplanmasi ile belirlenir. Eger hesaplanan R adet F

degerinden, m tanesi F, tablo degerinden biiyiik ise, bu durumda kesin P-degeri

-m
P=X ®)

olarak elde edilir. Eger elde edilen kesin P-degeri ongoriilen anlamhilik diizeyinden
kiiciik ise, H, hipotezi reddedilir.
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4. UYYGULAMA

Dogumdan alt1 aylik oluncaya kadarki siire zarfinda kiz ve erkek bebeklerin ortalama
bas c¢evresi egrilerinin esitligi hipotezini permiitasyon testi ile test etmek iizere; Gazi
Universitesi Tip Fakiiltesi Cocuk Hastaliklar1 Anabilim Dalindan alimis 8 kiz ve 8
erkek bebege ait dogum, 2. ay, 4. ay ve 6. ay bas ¢evresi verileri Tablo 2’de yer
almaktadir.

Tablo 2. Gazi Universitesi Tip Fakiiltesi cocuk hastaliklar1 anabilim dalindan 8 kiz ve 8 erkek
¢ocugun 0, 2, 4 ve 6. aylardaki bas ¢evrelerine iliskin alinmis él¢iimler (cm cinsinden)

Cinsiyet Dogum 2. Ay 4. Ay 6. Ay
Kiz 34 39 41 44
37 43 44 46
36 40 41 43
37 40 41 44
38 39.5 42,5 45
33 35 37 39
33 40 40 42
36 38,5 41,5 43
Erkek 36 40 43 45.5
37 40 42.5 44
34 38 42 44
355 40 41 43
34 38 40 42
36 40 41 44
355 42 42 44.5
35 37 42 44

Esitlik (1) ile verilen modelde kullanilan, X ve Z tasarim matrisleri bu uygulama i¢in,

Jjrr1rr1r11r110000000O0°0
T l0o0000000T1 1 1 1 1111

—_ = =
N B~ D O

olarak belirlenmistir. Buna gore Esitlik (3) ve Esitlik (5)’den, B parametresinin EKK ve
ECOB tahminleri sirasiyla,

. 30625 29.062] .  [33.732 34.848
EKK 112500 1.3906 |7 P [1.1840 1.2987

olarak elde edilmistir. 8 kiz ve 8 erkek bebegin yer aldigi iki grup i¢in olusturulacak
permiitasyonlarin sayist R=12870°dir. Dogum ve alt1 ay arasinda herhangi bir (t,,t,)

zaman aralifinda bu iki gruba iliskin ortalama bas c¢evresi biiyiime egrilerinin esitligi
testinde (7) nolu esitlikten, 12870 adet F degeri hesaplanmig, bunlardan
F =F =4.60011 degerinden biiyiik olanlarinin sayisi belirlenmis ve Esitlik

r—1,n-2,0.95 1,14,0.95
(8)’den kesin P-degerleri elde edilmistir. Dogum ve alt1 ay arasinda belirlenmis g¢esitli
araliklar igin test sonuglart Tablo 3’te yer almaktadir. Bu tabloda verilen sonuglar
Matlab (7.0)’da yazilmis olan program ile elde edilmistir.
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Tablo 3. Permiitasyon testi sonuclari

Zaman Araligi F>4.60011 Kesin P-degeri
1 (Dogum-2. ay ) 620 0.04817
2 (2. ay-4. ay) 494 0.03838
3 (4. ay-6. ay) 454 0.03527
4 (Dogum-6. ay) 448 0.03481

Tablo 3’te yer alan tiim zaman araliklarinda, kesin P-degerleri o =0.05 degerinden
daha kiiciik ¢iktig1 i¢in H, hipotezleri reddedilmistir. 1. zaman araliginda elde edilen,

kesin P-degeri, o ’ya oldukga yakin ¢ikmustir. 1., 2. ve 3. zaman araliklarinda, kesin P-
degeri azalma gostermektedir. Bu sonuca gore kiz ve erkek gocuklarin bas ¢evrelerine
iligkin ortalama biiylime egrileri arasinda fark vardir ve bu farklilik, dogumdan 6 aylik
oluncaya kadar ki ikiser aylik periyotlarda artarak devam etmektedir. Olgiimlerin
alindig1 tiim zaman aralig1 olan 4. zaman araliginda da H, hipotezi reddedilmistir.

5. TARTISMA VE SONUC

r tane gruba ait ortalama biiylime egrilerinin esitligi hipotezini test etmek igin,
parametrik testler yerine parametrik olmayan permiitasyon testinin kullanilmasindaki
baglica sebep, gozlem sayisinin azhigidir. Gozlem sayisinin az olmasi parametrik
testlerde varsayimlarin saglaniyor olmasinda problem yaratmasina karsin, permiitasyon
testinin uygulanabilirligi bakimindan kolaylik saglamaktadir. Ayrica parametrik testler r
tane gruba ait ortalama biiyiime egrilerinin esitligi hipotezini, 6l¢iimlerin yapildigi tiim
zaman aralig1 iizerinden test etmektedir. Buna karsin permiitasyon testi ile dlglimlerin
yapildig1 tiim zaman araligi igerisinde olmak kaydiyla herhangi bir zaman araliginda, r
gruba ait ortalama biiyiime egrilerinin esitligi hipotezi test edilebilmektedir.

Uygulamada kullanilan veri igin, parametrik testlerle ancak alti aylik zaman
periyodunda ortalama biiyiime egrilerinin esitligi hipotezi test edilebilir. Yazilan
program araciligiyla, istenilen herhangi bir zaman araliginda ilgili hipotezin
permiitasyon testi ile test edilebilecegi gosterilmistir.
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PERMUTATION TEST FOR THE EQUALITY
OF GROWTH CURVE

ABSTRACT

Permutation test, which doesn’t require any assumption for the
distribution of the random variable, needs to make a lot of calculations,
especially when the number of observations increase. However, the use of
these non-parametric method is being extended by the developing of the
computer technology. In this paper, we considered the testing of the
hypothesis of equal means with the permutation test in the Growth Curve
Model, by using the computer program written by us. A real data set,
fitting the Growth Curve Model, is used for the program.

Key Words: Growth Curve Model, Permutation Test.
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