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Ozet - interpolasyon ve veri uydurma isleminde
verilen datalara uyan yeteri kadar esneklige sahip,
bilgisayarda kolayca hesaplanabilen fonksiyonlar
tercih edilir. Polinomlar bu amag i¢in kullamilabilir,
fakat polinomlarin derecesinin artarilmas: diizensiz
salimmlar sergileyen fonksiyonlar olusturdugundan,
tercih edilmezler. Bu amagla kullamilan polinomlarin
derecesinin  arttirilmasi  diizensiz  salinumlar
sergileyen fonksiyonlarin elde edilmesine neden olur.
Spline fonksiyonlarimin diizgiin ve esnek olmalar,
kolayca depo edilebilmeleri, hesaplamada kolayhk
saglamalari, daha yiiksek boyutlara kolayca
genellestirilebilmeleri nedeniyle, interpolasyon ve
veri uydurma, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiinde, egri ve yiizey yaklasiminda komplex
geometrik nesnelerin  matematik modellemesinde
sik¢a kullamhirlar.

Bu ¢alismada; B Spline baz fonksiyonlar: ve Rasyonel
B-spline egrilerinin , tiirevleri ve ozellikleri
verilmistir. B-Spline yiizeylerinin tammm verilmis.
Rasyonel B-spline yiizeylerinin tanim, 6zellikleri, ve
déniig yiizeyleri ayrintili olarak incelenmistir. C
kodlar1 kullamlarak, rasyonel B-spline egrisi ve
yiizeyleri ile ilgili 6rnekler yapilmstir,
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Poligon Kosesi ve Ag

Abstract - In the process of interpolation and data
fitting we prefer some functions that have flexible,
easily calpulatable in computer. We can use
polyenomial for this they increas in order of
polyenomial oscillation exhibiting functions they
become unsatisfactory since being smoth and flexible,
they store in computer calculation easily, and
obtaining higher degree fastly.

We use frequently spline functios in the interpolation
and curve and surface fitting, solution of differantial
equations etc..
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Especially in this paper we analyse B-spline base
functions and rational B-spline functions with some
theirs properties and also derivatives.

We give definitions of B-spline surface and rational
B-spline surface and some important properties were
studied. Using C-language codes, some applications
aremode related to rational B-spline curvatuares and
surfaces.

Keywords - Spline, Rational B-spline, Polygon corner
and net.

I.GIRIS

Polinom interpolasyonunda yaklasim yapilacak olan
fonksiyonun degerleri hizli bir sekilde degisiyorsa
polinomun derecesi arttirilmalidir. Bunun sonucunda stk
stk diizensiz salimimlar yapan fonksiyonlar elde edilir.
Bu durum temel aralk alt araliklara boliindiigiinde ve
istenen yaklagim fonksiyonu bu araliklarda tamimlanan
diigiik dereceli, farkli polinomlarla gosterilen par¢ali bir
polinom olarak adlandinldiginda degigir. Bu nedenle
Spline fonksiyon ad1 verilen yeni bir fonksiyon smifinin
kullanilmas: daha uygundur. Splinc fonksiyon ilk defa
1946 yilinda Schonberg tarafindan one siiriilmiis ve 1960
yilindan baglayarak teori ve pratikte biiyiik bir gelisme
gostermistir.

Ozellikle, Spline  fonksiyonu  birgok  alaniu
kullamilmaktadir. Bunlardan bazilar1 yaklagim teorisi,
niimerik tiirev ve integrasyon, kismi tiirevli diferansiyel
denklemler, egri ve yiizey (otomobil gévdeleri ,ugak
govdeleri ve kanatlari, gige, mobilya, ayakkabi dizaymi
vb.) olusturulmasi ve kompleks geometrik sekilli
nesnelerin matematik modelinin gelistirilmesidir.

ILEGRI OLUSTURMA

I1.1 B-Spline Egrileri

* Matematiksel agidan ,egri poligon arasmda bir iligki
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kurmak igin poligonun koselerini kullanarak iiretilen
egri, interpolasyona veya yaklagim metoduna baghdir.
Bu durum baz fonksiyonlarmun segimleri ile saglanir,
Ornegin , Bernstein bazi ile Bezier egrileri tiretilir.
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n+l

P)=357,.0)

i=1

Ol (2.1)

2.2 denklemi ile verilen J,,,(¢) Blendig veya Bemstein

fonksiyonunun degeri , egri iizerindeki tiim parametre
degerleri igin sifirdan farklidar.

J,,,i(t)=[?Jt"(1~t)"—i (0 =1,0=1"" (22)

Bernstein bazmm $zel bir durum olarak igeren ve B-spline
bazi olarak isimlendirilen bagka bazlarda vardir.

B-spline bazlar1 , baz fonksiyonunun sifir olmadigt
parametre degerlerinin aralig1 {izerinde egrinin geklini
etkiler.

B-spline  bazlari,baz  fonksiyonlarinin  derecesinin
degistirilmesine dolayistyla,poligon diigiim noktalarmin
sayistn degistirmeden egrinin degistirilmesine izin verir,
P(1) egri boyunca olan yer vektorii olsun. B-spline egrisi

n+l
Plr)«'F BN )V e
i=1
2<k<n+l (23)

ile verili. Burada B; , n+1 tane poligon diigiim

noktalarmm yer vektorleridir ve N, , mertebesi k
( derecesi k-1 ) olan i normalize edilmis baz

fonksiyonlaridir. & mertebeli ( (k-1) dereceli ) i.
normalize edilmis B-spline baz fonksiyonu igin N ik (t)
baz fonksiyonlari

N,.,k(t)={1

X, SES X,
0 digigerhalrde Ladh)

(0)= (t—x )N, () s (s =ON,,1, . ()

N\t

(2.5)
Xivk1 —%; Xk ~ X

ile tammlanir.

B-spline egrileri esnek oldugundan egrinin seklini
degistirmek miimkiindiir. Bu iglem;

i) Diigiim vektorii ve baz fonksiyonunun tipi
degistirilerek ,

ii ) Baz fonksiyonunun k mertebesi degistirilerek ,
iii ) Poligon ve diigiim noktalar1 kullanilarak ,

iv ) Katli poligon diigiim noktalan kullanlarak ,

v ) Diigiim vektoriinde katl diigiim degerleri
kullanilarak yapilir.
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I1.2 Rasyonel B-spline Egrisi

Rasyonel B-spline egrisi, 4 boyutlu homojen koordinat
uzayinda tanimli rasyonel olmayan B-spline egrisinin 3
boyutlu uzayda ki iz diigtimiidiir.

B,.h4 boyutlu rasyonel olmayan B-spline egrileri igin 4
boyutlu homojen tammli poligon késeleri ve N, (t)

rasyonel olmayan B-spline temel fonksiyonudur.

n+l

P(t)=>B'N,,(t) (26)
=1
n+l

Z Bi N"'k (t) n+l

P()=E——=>"BR,(t) (27)

n+l TR
2N, (@) -
i=1
h.N
R(t) = _"_H_‘_L"_Q_ (28)

2N, ()
i=1

rasyonel B-spline temel fonksiyonudur, Burada i ‘nin
biitiin degerleri igin 7, = O dur.

Denklem 2.1 ‘den 2.3 ‘e kadar goriildiigii gibi, rasyonel
B-spline  temel fonksiyonlarinin  ve  egrilerinin
genellestirilmigidir. Rasyonel B-spline  temel
fonksiyonlari  rasyonel olmayan B-spline karst
pargalarmimn hemen hemen biitiin 6zelliklerini ileri tagr.

Rasyonel B-spline egrisinin dzellikleri ;

i ) Her rasyonel B-spline temel fonksiyonu, biitiin
parametre degerleri igin sifirdan biiyiik veya sifira

esittir R, , > 0.

ii ) Herhangi bir ¢ parametre deferi igin rasyonel b-
spline temel fonksiyonlarmin toplamu 1 ‘dir.

n+l

ZRi,k(l)zl

iii ) k=1 deperi igin her rasyonel temel fonksiyon bir
maksimuma sahiptir.

iv ) (k-1)’inci dereceden rasyonel B-spline egrisi C me
dir ve her yerde siireklidir.

Vv ) Rasyonel B-spline egrisinin maksimum dizimi,
tanimli poligon noktalarinin sayisina esittir. /
vi ) Rasyonel B-spline egrisi, azalan degisim ozelligi
gosterir,

vii ) Rasyonel B-spline egrisi, genellikle tanimlanan
poligonun seklini takip eder.
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viii) Rasyonel B-spline egrisi 4 kadar,tammh poligon
noktalarnin yardmmyla olusan birlesmis dis biikey
kabuklarmn iginde yer alir.

1. YUZEY OLUSTURMA
HII.1 B-Spline Yiizeyleri
B-spline yiizeyleri ;
n+l m+l

O, w)=>>"B, N, (M, ,(w) (3.1)

i=1 j=1

seklinde tammlanir. Burada N, (u) ve M, (w)

sirastyla # ve w vektorleri yonlerinde ki B-spline baz
fonksiyonlandir.

N (u)— 1 X SUtxy (32)
WYYTV0 aksihallerde '
—-x. IN. . —uy)N.
M‘k (u) - (ll x: )]vt,k—l (u) + (xH-k u) i+1,k-1 (u) ( 33 )
Xisr % Xiek ~ Xin
B YiSWS Yy,
M) J[ 0  aksihallerde (24

M.

I

(W) 5 (W—y i )Nf_e—l (W) ) (ym —W)]vi-ﬂ,lz—l (W) (35)
' Yirea — Vi Yisre ™ Vin

seklinde tanmmlanur. x; ve Y, diiglim vektorlerinin

elemanlari, B, . ler poligon agimn késeleridir. n ve m
Ll

indisleri sirasiyla, # ve w yonlerinde tammlanan diigiim
noktalar sayisindan bir eksiktirler.

Rasyonel ve rasyonel olmayan Bezier egrilerinin her
ikisi de rasyone! B-spline egrilerinin 6zel durumunu
olusturur,

Rasyonel B-spline e@risinin tiirevi denklem 2.7 ve 2.8
in tiirevi alimarak bulunur.

n+l
P'(t)=>B.R;,(1) (3.6)
i=1

ile

n+l
) N O2ANLO

R, )= — (37)
> ;) (z W, (t))
. i=1

t =0 igin;
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h

P'(0)=(k—1)z?-(B2 -B) (38)
1

t=n-k+2 igin;

Pln-k+2)= (k—l)h}'l'“ (B,..-B) (39

n

Bu denklemler siasiyla ilk ve son poligon gizgileri
boyunca efimin yoniini gosterir. Yiiksek dereceden
tiirevier benzer yollarla elde edilir.

Rasyonel egrilerde oldugu gibi, Coons biciibik
ylizeylerin ve Bezier yiizeylerinin ikinci derece
yiizeylerinin de rasyonel halleri miimkiindiir.

Bununla beraber hem uzaym sirlarindan hem de tiim
bu yiizeylerin genellestirilmesinin bir gésteriminden
dolay1  sadece  rasyonel  B-spline yiizeyleri
diigiintilmiigtiir.

3 boyutlu homojen koordinat uzaymnda kartezyen garpim
B-spline yiizeyi asagidaki denklemle verilmigtir.

0,)=3 S BN, (M, (w)

i=l j=1

(3.10)

B«'i.'j
N, (u) ve M j.l(w) ler onceden denklem 2.4 te

olmayan

ler burada dért boyutlu tanimhi poligon koseleri,

verilen  rasyonel B-spline temel

fonksiyonlaridir.

3 boyutlu uzayda, izdiiglimiin homojen koordinatlara
boliimii rasyonel B-spline yiizeyini verir.

n+l m+1

Z Z By iBi ;N (”)Mj,c (w)
Q(u’ V) = ‘=In+}l=lln+l

Z Z i Nix (“)M,',c (W)

i=1 j=I

(3.11)

m+1

n+l
=> 3 B,.8,,(uw)

i=1 j=1

Burada B,., ; ler 3 boyutlu tammli poligon ag noktalar
ve S i (u,v) ler iki degiskenli rasyonel B-spline yiizeyi

temel fonksiyonlaridir.
h .N, .
S5 (W)= arm =" Wl s

Z Z hil,jl Nk (u)Mjl,t (W)

il=1 jl1
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Biitiin i,/ ler igin /; ; 2 0 kabul etmek uygundur.
Rasyonel B-spline yiizeyinin ozellikleri;

i ) Herhangi u , w degerleri igin rasyonel temel
fonksiyonlarmmn toplamt 1 dir.

n+l m+l1

228w w)=1

i= j=1

(3.13)

Burada u , w gibi biitiin parametre degerleri igin
§;; 20 d.

ii ) k=1 veya £ =1 igin hari¢ , biitiin rasyonel yiizey
temel fonksiyonlar1 fonksiyonlar1 bir maksimuma
sahiptir.

iii ) Her parametrik yonde rasyonel B-spline yiizeyinin
maksimum derecesi bu yondeki tammli poligon ag
koselerinin sayisina egittir.

iv) k, £ mertebesinde ki rasyonel B-spline yiizeyi

(k=1,£—1derecede ) C*?*,C*? her yerde
stireklidir.

v ) Rasyonel B-spline yiizeyinin izdiigiim déniigiimi
farkli degildir.

vi ) Yiizey k,/ poligon aj késelerinin biitiin digbiikey
kabugunun birlesimi alinarak  olugturulan, tanimh
poligon ag koselerinin digbiikey gévdesinin igindedir.

vii ) Tek poligon ag kogeleri her parametrik yénde
+ V i % aralig1 ile sinrlandinlmugtir,

viii ) Eger tggenlestirilmis ise tanimhi poligon ag
sekilleri ylizeye diizlemsel yaklagimlardir.

Eger tanimh af koselerinin sayisi her parametrik
ybndeki dereceye esitse ve i¢ diigiim vektorlerinin
degerleri yoksa, rasyonel B-spline yiizeyleri rasyonel
Bezier yiizeyleridir.

Sonug olarak, rasyonel B-spline yiizeyleri rasyonel
olamayan  B-spline yiizeylerinin genellegtirilmis
ozelliklerini gosterir,

Rasyonel B-spline yiizeylerinin giiglii gekimlerinden
biride ikinci derccen yiizeyler gostermesi ve onlan

yiksek  dereceli sculptured yiizeylere diizgiince
karigtirmasidar.

u parametresi yoniinde yiizeyin stipiiriilmesiyle yiizey
gosterimi;
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m+l

Q(u’ W) = iz B, ;S,; (u, W)

i=l j=1

(3.14)

S; j(u,w) ler w parametresi yoniinde ikinci sirada u
parametresi yoniinde egrinin derecesidir. Ayrica tamml
poligon ag kdseleri ( u ydniindeki ) B, =B; ve
B,, =B, +sD dir. Burada D siipiriilecek mesafeyi
ve onun yoniinii verir. s , 0 <5 <1 araligmnda bri
parametredir. B_, lerde stipiiriilen egri i¢in tamml
poligon késeleridir. homojen koordinatlar siiptirme
oy =hy, = b, dir)

doniis ylizeyleri rasyonel B-spline lerle gosterilebilir. Bir
rasyonel B-spline egrisi olan [Y ] diigiim vektorii ile

yoniinde sabit kalirlar. (h

m+l
P(w)= ZB,' R, (W) oldugu kabul edilerek ve g
i=1
poligon kogeleri tamimli, dort geyrek dairenin birlegmesi
ile bir tam dairenin elde edilecegi diigiiniiliir, B-spline
déniis yiizeyi gu sekilde tanimlanur,

9 m+l

Q(u, W) = Z z Bi,/Si.j (“: W)

i=] j=1

(3.15)

Burada diigiim vektorii [ X ]=[ 000112233444
dir. Doniigiin z ckseni etrafinda olugturdugu ve P(w)
egrisinin xz diizleminde tanimlandi kabul edilerek

1<i<9 ile sabit bir j B;; ler B,; =B, olarak
verilir, Tanimli poligon késeleri, z eksenine dik bir
yiizey iginde, kenar uzunlugu dénil dairesinin yari
capimn iki kati olan bir karenin %dselerinden ve orta
noktalarindan olugur.

Rasyonel B-spline yiizeyinin tiirevi denklem 3.11 in
bigimsel tiirevinden elde edilir.

Q, = el Sy 2 (3.16a)
D N D
N(N. D.
L enl e 3.16b)
£ D\ N D ] (
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IV. UYGULAMALAR
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Sekil 4.1 Rasyonel B-spline egrileri ile C proglama dilinde ¢izdirilmis
kdpek resmi ,

W
f

A “;‘,

Lt
f

i

|
’

Sekil 4.2 90° ik 2 yayin birlesmesi ile olugan bir yarim dairenin ,
yarigapi olan bir eksen etrafinda déndiriilmesi ile olugan gekil
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Sekil 4.3 Ofset cemberinin eksenlerden birinin etrafinda déndtriilmesi
ile elde edilen gekil
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