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Özet - İnterpolasyon ve veri uydurma işleminde 
verilen datalara uyan yeteri kadar esnekliğe sahip, 
bilgisayarda kolayca hesaplanabilen fonksiyonlar 
tercih edilir. Polinomlar bu amaç için kullanılabilir, 
fakat polinomlarm derecesinin arttırılması düzensiz 
salınımlar sergileyen fonksiyonlar oluşturduğundan, 
tercih edilmezler. Bu amaçla kullanılan polinomların 
derecesinin arttırılması düzensiz salınımlar 

sergileyen fonksiyonların elde edilmesine neden olur. 
Spline fonksiyonlarının düzgün ve esnek olmaları, 
kolayca depo edilebilmeleri, hesaplamada kolaylık 
sağlamaları, daha yüksek boyutlara kolayca 
genelleştirilebilmeleri nedeniyle, interpolasyon ve 
veri uydurma, adi ve kısmi diferansiyel denklemlerin 
çözümünde, eğri ve yüzey yaklaşımında komplex 
geometrik nesm:lerin matematik modellemesinde 
sıkça kullanılırlar. 

Bu çalışmada; B Spline baz fonksiyonları ve Rasyonel 
B-spline eğrilerinin , türevleri ve özellikleri 
verilmiştir. B-Splline yüzeylerinin tanımı verilmiş. 

Rasyonel B-spline yüzeylerinin tanımı, özellikleri, ve 
dönüş yüzeyleri ayrıntılı olarak incelenmiştir. C 
kodları kullamlaırak, rasyonel B-spline eğrisi ve 
yüzeyleri ile ilgili örnekler yapılmıştır. 

Anahtar Kelimeler - Spline, Rasyonel B-spline, 
Poligon Köşesi ve Ağı 

Abstract - in the process of interpolation and data 
fitting we pref er some functions that have flexible, 
easily calpulatable in computer. We can use 
polyenomial for this they increas in order of 
polyenomial oscillation exhibiting f unctions they 
become unsatisfactory since being smoth and flexible, 
they store in computer calculation easily, and 
obtaining higher degree fastly. 

We use frequently spline functios in the interpolation 
and curve and suırface fitting, solution of differantial 
equations ete .. 
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Especially in this paper we analyse B-spline base 
functions and rational B-spline functions with some 
theirs properties and also derivatives. 

We give definitions of B-spline surface and rational 
B-spline surface and some important properties were 
studied. Using C-language codes, some applications 
aremode related to rational B-spline curvatuares and 
surfaces. 

Keywords - Spline, Rational B-spline, Polygon corner 
and net. 

!.GİRİŞ 

Polinom interpolasyonunda yaklaşım yapılacak olan 
fonksiyonun değerleri hızlı bir şekilde değişiyorsa 
polinomun derecesi arttırılmalıdır. Bunun sonucunda sık 
sık düzensiz salınımlar yapan fonksiyonlar elde edilir. 
Bu durum temel aralık alt aralıklara bölündüğünde ve 
istenen yaklaşım fonksiyonu bu aralıklarda tanımlanan 
düşük dereceli, farklı polinomlarla gösterilen parçalı bir 
polinom olarak adlandırıldığında değişir. Bu nedenle 
Spline fonksiyon adı verilen yeni bir fonksiyon sınıfının 
kullanılması daha uygundur. Splinc fonksiyon ilk defa 
1946 yılmda Schönberg tarafından öne sürülmüş ve 1960 
yılından başlayarak teori ve pratikte büyük bir gelişme 
göstermiştir. 

Özellikle, Spline fonksiyonu birçok alau.:..ı. 
kullanılmaktadır. Bunlardan bazıları yaklaşım teorisi, 
nümerik türev ve integrasyon, kısmi türevli diferansiyel 
denklemler, eğri ve yüzey ( otomobil gövdeleri ,uçak 
gövdeleri ve kanatlan, şişe, mobilya, ayakkabı dizaynı 
vb.) oluşturulması ve kompleks geometrik şekilli 
nesnelerin matematik modelinin geliştirilmesidir. 

11.EGRİ OLUŞTURMA 

11.1 B-Spline Eğrileri 

Matematiksel açıdan ,eğri poligon arasında bir ilişki 
kurmak için poligonun köşelerini kullanarak üretilen 
eğri, interpolasyona veya yaklaşım metoduna bağlıdır. 
Bu dwum baz fonksiyonlarının seçimleri ile sağlamı·. 
Örneğin , Bemstein bazı ile Bezier eğrileri üretilir. 
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n+1 

P(t)= LBiJn,i(t) O .st .s 1 
i=l 

( 2.1 ) 

2.2 denklemi ile verilen J
11

,; (t) Blendig veya Bernsteiıı 
fonksiyonunun değeri , eğri üzeriııdeki tüm parametre 
değerleri için sıfırdan farklıdır. 

( 2.2) 

Bernsteiıı bazını özel bir durum olarak içeren ve B-spline 
bazı olarak isim.len.dirilen başka bazlar da vardır. 

B-spliııe bazları , baz fonksiyonumm sıfır olmadığı 
parametre değerlerinin aralığı üzerinde eğrinin şeklini 

etkiler. 

B-spliııe bazları,baz fonksiyonlarının derecesiırin 
değiştirilınesiııe dolayısıyla,poligon düğüm noktalarının 

sayısını değiştirmeden eğriııin değiştirilınesiııe izin verir. 
P(t) eğri boyunca olan yer vektörü olsun. B-spline eğrisi 

n+I 

P(t) = I BiNi,k (t) , tmin S t S fnıax 
i=l 

2sk.sn+l ( 2.3) 

ile verilir. Burada B; , n + 1 tane poligon düğüm 

noktalarının yer vektörleridir ve N . k mertebesi k 
ı, 

( derecesi k-1 ) olan i. normalize edilmiş baz 
fonksiyonlarıdır. k mertebeli ( (k-1) dereceli ) i. 

normalize edilmiş B·-spline baz fonksiyonu için N. (t) 
ı,k 

baz fonksiyonları 

N ( ) { 1 xi .s t s xi+ı 
i,k t = o d . "' . "' h 1 d ( 2 .4 ) 

ıgıger aır e 

N (t) _ (t- X; )Nı,k-ı (t) + (xı+k - t )Ni+ı k-ı (t) i,k - ----- ' ( 2.5 ) 
X;+k-ı - xi xi+k - xi+ı 

ile tanımlanır. 

B-splirıe eğrileri esnek olduğundan eğrinin şeklini 
değiştirmek mümkündür. Bu işlem; 

i ) Düğüm vektörü ve baz fonksiyonunun tipi 
değiştirilerek , 
ii ) Baz fonksiyonunun k mertebesi değiştirilerek , 
iii ) Poligon ve düğüm noktaları kullanılarak 
iv ) Katlı poligon düğüm noktaları kullamlarctlc 
v ) Düğüm vektöründe katlı düğüm değerleri ' 
kullanılarak yapılır. 
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11.2 Rasyonel B-spline Eğrisi 

Rasyonel B-spline eğrisi, 4 boyutlu homojen koordinat 
uzayında tanımlı rasyonel olmayan B-spline eğrisinin 3 
boyutlu uzayda ki iz düşümüdür. 

h 
Bi 4 boyutlu rasyonel olmayan B-spline eğrileri için 4 

boyutlu homojen tanımlı poligon köşeleri ve N;,ıı (t) 
rasyonel olmayan B-spline temel fonksiyonudur. 

n+I 

P(t)= IB;hNi,k(t) ( 2.6) 
i=l 

tı+l 

"'B.N. k (t) L..J 1 , , ıı+l 

P(t) = ~~] == L B;R;,k (t) ( 2.7) 

Lh,Ni,k (t) i=ı 

( 2.8) 

rasyonel B-splinc temel fonksiyonudur. Burada i 'nin 

bütün değerleri için h; ;~ O dır. 

Denklem 2. 1 'den 2.3 'e kadar görüldüğü gibi, rasyonel 
B-spline temel fonksiyonlarının ve eğrilerinin 
genelleştirilmişidir. Rasyonel B-spline temel 
fonksiyonları rasyonel olmayan B-spline karşı 
parçalarının hemen hemen bütün özelliklerini ileri taşır. 

Rasyonel B-spline eğrisinin özellikleri ; 

i ) Her rasyonel B-spline temel fonksiyonu, bütün 
parametre değerleri için sıfırdan büyük veya sıfıra 

eşittir R. k ;?: O. ,, 
ii ) Herhangi bir t parametre değeri için rasyonel :0-
spline temel fonksiyonlarının toplamı 1 'dir. 

ıı+l 

IR;,Jt)= 1 
i=I 

iii ) k= I değeri için her rasyonel temel fonksiyon bir 
maksimuma sahiptir. 

iv) (k-l)'inci dereceden rasyonel B-spline eğrisi Ck-
2 

dir ve her yerde süreklidir. 
v ) Rasyonel B-spline eğrisinin maksimum dizimi, 
t~nıınlı poligon noktalarının sayısına eşittir. 
vı ) Rasyonel B-spline eğrisi, azalan değişim özelliği 
gösterir. 
vii ) Rasyonel B-spline eğrisi, genellikle tanımlanan 
poligonun şekliııi takip eder. 
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viii) Rasyonel B-spline eğrisi k kadar,tanımlı poligon 
noktalarının yardımıyla oluşan birleşmiş dış bükey 
kabukların içinde yer alır. 

III. YÜZEY OLUŞTURMA 

111.1 B-Spline Yüzeyleri 

B-spline yüzeyleri ; 

n+I m+l 

Q(u, w)= LL,B;,JNi,k(u)M,;,t(w) { 3.1) 
i=l j=l 

şeklinde tanımlanır. Burada Ni,k (u) ve M J,e ( w) 
sırasıyla u ve w vektörleri yönlerinde ki B-spline baz 
fonksiyonlarıdır. 

( ) {
1 X; ~ U S X;+ı 

Ni,ı u = O aksi hallerde 
( 3.2) 

~.k(u)- (u-xJ~,H (u) + (xi+k -u)Ni+ı,k-ı(u) ( 
3

.3) 

xi+k-ı - X; X;+k - X;+ı 

( ) {
1 Yi ~ w .S Y i+ ı 

M;,ı w = O aksihallerde 
( 3.4) 

M ( 
~ ( w-y; )N,·.e-ı ( w) (Yi+i -w)N;+ı,e-ı ( w) 

i/ w1=------+ (3.5) 
Y;+e-ı - Y; Y;+ı - Y;+ı 

şeklinde tanımlanır. X; ve Y; düğüm vektörlerinin 

elemanları, Bi,j ler poligon ağının köşeleridir. n ve m 

indisleri sırasıyla, u ve w yönlerinde tanımlanan düğüm 
noktaları sayısından bir eksiktirler. 
Rasyonel ve rasyonel olmayan Bezier eğrilerinin her 
ikisi de rasyonel B-spliııe eğrilerinin özel durumunu 
oluşturur. 
Rasyonel B-spline eğrisinin türevi denklem 2.7 ve 2.8 
in türevi alınarak bulunur. 

n+l 

P'(t) = L B;R;,k (ı-) ( 3.6) 
i=l 

ile 

t = O için; 
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P'(O) = (k- I)~(B2 - B1 ) 

hı 
( 3.8) 

t = n - k + 2 için ; 

P'(n -k + 2) = (k-l)h~+ı (B,., -B.) 
n 

( 3.9) 

Bu denklemler s1rasıyla ilk ve son poligon çizgileri 
boyunca eğimin yönünü gösterir. Yüksek dereceden 
türevler benzer yollarla elde edilir. 

Rasyonel eğrilerde olduğu gibi, Coons bicübik 
yüzeylerin ve Bezier yüzeylerinin ikinci derece 
yüzeylerinin de rasyonel halleri mümkündür. 
Bununla beraber hem uzayın sınırlarından hem de tüm 
bu yüzeylerin genelleştirilmesinin bir gösteriminden 
dolayı sadece rasyonel B-spline yüzeyleri 
düşünülmüştür. 

3 boyutlu homojen koordinat uzayında kartezyen çarpım 
B-spline yüzeyi aşağıdaki denklemle verilmiştir. 

n+l nı+I 

Q(u, v)= LLB;~.iNi,k(u)Mj,1. (w) (3.10) 
i=I j=I 

s::j ler burada dört boyutlu tanımlı poligon köşeleri, 

Ni,k (u) ve M j, i ( w) ler önceden denklem 2.4 te 

verilen rasyonel olmayan B-spline temel 
fonksiyonlarıdır. 

3 boyutlu uzayda, izdüşümün homojen koordinatlara 
bölümü rasyonel B-spline yüzeyini verir. 

n+l nı+I ""'°' h. .B .. N. k (u)M .. (w) ~L..J l ,J l,J ı, },< 

Q(u, v) = _;_.,,J---'--.i=_ı _________ _ 
n+l nı+ı 

L L h;JNi,k (u )M M ( w) ( 3.1 ~ J 
i:=1 j=l 

n+l m+l 

== '°'"' B . . S . . (u,w) L..J L..J ı,J 1,) 

i=l j=l 

Burada Bi,j ler 3 boyutlu tanınılı poligon ağ noktalan 

ve Si,j (u, v) ler iki değişkenli rasyonel B-spline yüzeyi 

temel fonksiyonlarıdır. 

S .. (u w)= h;,.iNi,k(u)Mj,t(w) 
ı,J ' n+ı m+ı { 3.12) 

L L h;ıJı N;ı,k (u )M j1,1. ( w) 
il=) jl 
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Bütün i,j ler için h. . ;:::: O kabul etmek uygundur. 
1,) 

Rasyonel B-spline yüzeyinin özellikleri; 

i ) Herhangi u , w değerleri için rasyonel temel 
fonksiyonlarının toplamı 1 dir. 

ıı+I nı+l 

IIsi,.i (u,w)=l ( 3.13) 
i =I j=I 

Burada u , w gibi bütün parametre değerleri için 

si,j 2 o dır. 

ii ) k= 1 veya /!, = 1 için hariç , bütün rasyonel yüzey 
temel fonksiyonları fonksiyonları bir maksimuma 
sahiptir. 

iii ) Her parametrik yönde rasyonel B-spline yüzeyinin 
maksimum derecesi bu yöndeki tanımlı poligon ağ 
köşelerinin sayısına eşittir. 

iv) k, ,f, mertebesinde ki rasyonel B-spline yüzeyi 

( k - ı, e -1 derecede ck-ı 'c'-2 her yerde 

süreklidir. 

v ) Rasyonel B-spline yüzeyinin izdüşüm dönüşümü 
farklı değildir. 

vi ) Yüzey k,f poligon ağ köşelerinin bütün dışbükey 
kabuğunun birleşimi alınarak oluşturulan, tanımlı 
poligon ağ köşelerinin dışbükey gövdesinin içindedir. 

vii ) Tek poligon ağ köşeleri her parametıik: yönde 

± Yz , ± Yı aralığı ile sınırlandırılmıştır. 

.viii. ) _Eğer üçgenleştirilmiş ise tanımlı poligon ağ 
şekillen yüzeye düzlemsel yaklaşımlardır. 
Eğer tanımlı ağ köşelerinin sayısı her parametrik 
yöndeki dereceye eşitse ve iç düğüm vektörlerinjn 
değerleri yoksa, rasyonel B-spline yüzeyleri rasyonel 
Bezier yüzeyleridir. 

Sonuç olarak, rasyonel B-spline yüzeyleri rasyonel 
olamayan B-spline yüzeylerinin genelleştirilmiş 
özelliklerini gösterir. 
Rasyonel B-spline yüzeylerinin güçlü çekimlerinden 
biride ikinci derecen yüzeyler göstermesi ve onları 
yüksek dereceli sculptured yüzeylere düzgünce 
karıştırmasıdır. 

u parametresi yönünde yüzeyin süpürülmesiyle yüzey 
gösterimi; 
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2 m+l 

Q(u,w)= LLB;,_;S;,J (u, w) ( 3.14) 
i=l J=I 

si,} (u, w) ]er w parametresi yönünde ikinci sırada u 

parametresi yönünde eğrinin derecesidir. Ayrıca tanımlı 

poligon ağ köşeleri ( u yönündeki ) B1 . = B. ve 
,J ı 

B2,1 = B.i + sD dir. Burada D süpüıülecek mesafeyi 

ve onun yönünü verir. s , O ~ s S 1 aralığında bri 

parametredir. B.i lerde süpüıülen eğri için tanımlı 

poligon köşeleridir. homojen koordinatlar süpüınıe 

yönünde sabit kalırlar. (h1,j = h2,J = h1 dir.) 

dönüş yüzeyleri rasyonel B-spline terle gösterilebilir. Bir 

rasyonel B-spline eğrisi olan [Y] düğüm vektörü ile 
m+l 

P( W) = L B,,;, R J,l ( w) olduğu kabul edilerek ve g 
, ... ı 

poligon. köşeleı·i tanımlı, dört çeyrek dairenin birleşmesi 
ile bir tam dairenin elde edileceği düşünülür. B-spline 
dönüş yüzeyi şu şekilde tanımlanır . 

9 111 ~1 

Q(u, w)= IIBi,1 S,,.ı{u, w) ( 3.15) 
/:cJ ./=l 

Burada düğüm vektörü [ X ]=[ O O O 1 1 2 2 3 3 4 4 4 ] 
dır. Dönüşün z ekseni etrafında oluşturduğu ve P(w) 
eğrisinin xz düzleminde tanımlandığı kabul edilerek 

1 5ı i 5ı 9 ile sabit bir j B. . ler B1 • = B,. olarak 
l,J ,./ 

verilir. Tanımlı polig n köşeleri, z eksenine dik bir 
yüzey içinde, kenar uzunluğu dönüş dairesinin yarı 
çapının iki katı olan bir karenin !cöşelerinden ve orta 
noktalarından oluşur. 

Rasyonel B-spline yüzeyinin türevi denklem 3.11 in 
biçimsel türevinden elde edilir. 
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Qww -~(t-2~t +2~: _ Di) (3.16e) 

dir. 

iV. UYGULAMALAR 

Şekil 4.1 Rasyonel B-splirıe eğrileri ile C proglama dilinde çizdirilmiş 
köpek resmi , 

Şekil 4.2 90 ° lik 2 yayın birleşmesi ile oluşan bir yarım dairenin , 
yarıçapı olan bir eksen etrafında döndürülmesi ile oluşan şekil 
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Şekil 4.3 Ofset çemberinin eksenlerden birinin etrafında döndürülmesi 
ile elde edilen şekil 
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