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yazarlar bu ¢alismada herhangi bir Riesz uzayidan bir normlu Riesz uzayina tanimli her sira norm topolojik
stirekli operatérlerinin modiiliiniin var olup olmadigini agik problem olarak birakmiglardir. Bu ¢calismada
Anahtar Kelimeler sira-norm topolojik siirekli operatorierin modiiliiniin olmadigini verecegiz.
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1. GIRIS

Matematigin énemli ¢aligma alanlarindan biri siralamadan dogan yakinsama ve bu yakinsamalarla elde
edilen stireklilik kavramlaridir. Gegmisten gilinlimiize bu kavramlarla ilgili ¢esitli caligmalar yapilmis ve
yapilan bu calismalardan sonra bu alana duyulan ilgi artmistir ve Nakano, Ogasawara, Yosida, Vulikh gibi
matematik¢iler de bu alanda ¢alismalar yaparak alandaki gelismelere katki saglamislardir. Bu yiizden
stireklilik kavraminin genellemeleri matematik alanindaki énemli konulardan biridir. Son yillarda birgok
matematikei sira stirekli operatorlerin genellestirmesi olan bu kavramin yeni farkl tiirlerini tanitmis ve
calismiglardir. Bu ¢alismalardan biri olan sira yakinsama kavrami T. Ogasawara tarafindan 1940’11 y1llarda
tanimlanmugtir. Yakinsama yardimiyla elde edilen sira siirekli operatdrlerin bir genellestirmesi olan sira-
topolojik siirekli operatorleri Seyed AliReza Jalili, Kazem Hanghnejad Azar ve Mohammad Bagher Farsbaf
Moghili isimli yazarlar ‘‘order-to-topology continuous operators’’(Positivity, 2021) isimli ¢aligmasinda
vermiglerdir [1].

Tamm 1.1. E bir Riesz uzay1 ve {x, : @ € A} bir ag olsun. Eger her § € B ig¢inen azbira = a(f) € A var
ve her a = a(B) igin |x, — x| < yg 0 olacak sekilde {yﬁ (€ B} C E agi varsa {x,} agmna x’e sira

yakinsar denir ve x, 5 x seklinde gosterilir [2].

Tamm 1.2. E ve F iki Riesz uzay1 T: E — F operat6r olsun. Eger her {x,} S E ag1 igin x, 5 0iken T(xg,)

(o]
— 0 ise T operatoriine E’den F’ye sira siirekli operator denir. E’den F’ye biitiin sira siirekli operatorler
uzayi L, (E, F) ile gosterilecektir [2].

Tanim 1.3. E Riesz uzayi ve F normlu Riesz uzayi ve T: E — F operator (lineer doniisiim) olsun. Eger her

.. . 1. .. .
{x,} € E ag1 igin x, %0 iken T(x,) — 0 ise T operatoriine E’den F’ye sira-norm topolojik stirekli

operator denir. E’den F’ye biitiin sira-norm topolojik stirekli operatorler uzayi L, (E, F) ile gosterilecektir

[2].

Tamm 1.4. E bir normlu Riesz uzay1 {x,} € E ag1 ve x € E olsun. Eger her f € E' igin f(x,) = f(x) ise

w
{x,} agina x’e zayif yakinsar denir ve x, — x seklinde gosterilir [1].

Tanim 1.5. E Riesz uzayi ve F normlu Riesz uzayi ve T: E — F operator (lineer doniisiim) olsun. Eger her

{x,} € E ag1 igin x, %0 iken T(xq) ZoiseT operatoriine E’den F’ye sira-zayif topolojik stirekli
operatdor denir. E’den F’ye biitiin sira-zayif topolojik siirekli operatorler uzayi L, (E, F) ile gosterilecektir

[2].
Her normda yakinsak ag zayif yakinsak oldugundan L,,(E,F) < L, (E, F) olur.

Tamm 1.6. E ve F Riesz uzaylari ve T: E — F operator olsun. Eger L(E, F) sirali vektor uzayinda {T, —T}
kiimesinin supremumu var ise T operatoriiniin modiilii vardir denir ve |T| :=T Vv (-T) ile gosterilir.

Tanim 1.7. Pozitif iki operatoriin farki seklinde yazilabilen operatorlere regiiler operator denir ve regiiler
operatorlerden olusan uzay L, (E, F) seklinde gosterilir [1].

T operatorii regiiler ise T = Ty — T, olacak sekilde pozitif T; ve T, operatorleri vardir. Ohalde T; < T elde
edilir. Diger yandan eger T < S olacak sekilde en az pozitif bir S operatérii varsa T =S — (S —T)
olacagindan T regiilerdir. O halde bir operatoriin regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart T < S olacak
sekilde en az bir S > 0 operatoriiniin var olmasi yeterlidir dnermesi elde edilir. Her pozitif operator sira
sinirlidir, dahasi her regiiler operatorde sira sinirlidir. O halde buradan |T| varsa T = |T| — (|T| —T)
olacagindan T regiilerdir.

Lemma 1.8. E ve F iki Riesz uzay1 T: E — F bir operator ve |T| mevcut olsun. O zaman T sira sinirli olur.
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Tanimlamadigimiz terim ve notosyonlar i¢in [1]’e baglh kalinmustir.
2. SIRA NORM TOPOLOJIK SUREKLi OPERATORLER

Seyed AliReza Jalili, Kazem Hanghnejad Azar ve Mohammad Bagher Farsbaf Moghili isimli yazarlar
‘‘order-to-topology continuous operators’” isimli makalelerinde asagidaki agik problemi birakmuglardir [2].

Problem 2.1. E Riesz uzay1 ve F normlu Riesz uzay1 T € L, (E,F)(veya T € L, (EF)) ise |T| var nudir
ve bu modil L, (E, F) (veya |T| € L,,,(E, F))’e ait midir?

Coziim. E = L,([0,1]), F = ¢, uzaylari ve
TLI([O']-]) — Cp
1 , *®
f—T() = (fo f(x)sinnx dx)
n=1
seklinde taniml1 operatoriin lineer oldugu kolaylikla goriiliir. T stireklidir. Gergekten,

TGN = supnen |f, f(@)sin(nx)dx

1
SUPren fo | GO)lIsin(nx)ldx

IA

1
< Supren f FG)dx
0

= J:f(x) dx

= Ifllx
ITON < 1Ifllx

oldugundan T sinirh lineer operatdrdiir. Dolayisiyla T stirekli operatdrdiir. Sira-norm topolojik siirekli

oldugunu gérmek i¢in f, 5 0 olacak bigimde (f,)qea € L1([0,1]) secelim. O zaman her 8 € B igin en az
bir @ = a(B) € A vardir ve her @ = a(B) igin |fo| < gp | 0 olacak sekilde bir (gg) € E vardir. L;([0,1])

. . . Il
bir AL-uzay1 oldugundan sira siirekli norma sahiptir [3]. Dolayisiyla gz — Oolur. |f,| < gg hera > a(f)

. I .
icin saglandigindan f,, — 0 olur. T siirekli ve

ITUDI < T fell

T(f) =30

oldugunda

olur.BuT € L,,(E, F) oldugunu verir.
Iddia ediyoruz ki T sira sinirl degildir. Gergekten,
1:[0,1] - R

x—1x)=1
olmak lizere

A={g,: [0,1] > R|Vn € Nicin g,(x) = sin(nx)} € L,([0,1])
0 < |gn()| = [sin(nx)| <1 = 1(x)
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oldugundan A kiimesi L, ([0,1])’de sira sinirli bir kiimedir. Kabul edelim ki 7 sira sinirli olsun. O zaman
her n € N i¢in

IT(gn)| < zp, (z = (2zp) € o)

vardir ve her k € Nven € N igin

1
|T(sin(kx))| = ‘(f sin(kx) sin(nx) dx) <z,
0
k=n alirsak
1
f sin?(nx) dx| < z,
0
olur.
to 11 — cos(2nx)
jsm (nx) dx| = j —~dx
0 0 2
1 1
= —f 1 —cos(2nx) dx
2Jo
1 1 1
= —<f 1dx—f cos(2nx) dx)
2\Jo 0
! sin(2n)
T2 2n
! sin(2n)
2T |5
olur. Buradan limit alinirsa,
i 1 sin(2n) < I
nl—m) 2 4n | - nl—rﬁo n
1 sin(2n)
i 3210 <o
now\2 " 4n
1 <0
5=

celiskisi elde edilir. Dolayisiyla 7 sira sinirli degildir. Lemma 1.8’den T’nin modiilii mevcut olamaz.
Benzer sekilde T € L,,, (E, F) ve T sira sinirlt olmadigindan T nin modiilii olamaz.

Yukaridaki 6rnek L,, (E, F) genelde bir Riesz uzay1 olmadigin1 gosteriyor ancak bazi kosullar altinda her
sira-norm topolojik siirekli operatoriin modiilii var ve sira-norm topolojik stirekli oldugunu elde edecegiz
bunun i¢in asagidaki teoreme ihtiyacimiz var.

Teorem 2.2. E bir Riesz uzayi, F Dedekind tam bir Banach orgiisii, T: E — F sira-norm topolojik siirekli
ve sira siirl bir operatdr olsun. O zaman, T ,T* , T~ ve |T| operatérleri sira siireklidir.
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Ispat. [1] Teorem 1.14.’den T: E — F sira siirh ve sira siirekli olsun. T: E — F sira smirli oldugundan
|T|, T* ve T~ operatorleri L, (E, F)’de mevcuttur.
[1] Teorem 1.56.’nin ispatinda kullanilan yontem yardimiyla T operatorii sira-norm topolojik siirekli olur.

Gergekten, z, 5 0,y €T, E Rieszuzayi iginde saglansin. O zaman, her a € A iginenazbiry = y(a) €
[ vardir ve her y = y(a) igin |Zy| < a, | 0 olacak sekilde bir (a,) S E vardir.

a, 1 0ve 0<t<T%(a,) ! ve t'nin sifira esit oldugunu gosterecegiz. (B € A sabitleyelim.) x = ag
secelim.

Her, 0 <y < xveVa = figin

0<y—-yAa,=yAx—yAa, <x— a,olur. Dolayisiyla,

Ty)—TyAa,) =Tly—yAay) <Tt(x—a,)=T*(x)—T*(a,). Her, 0 <y < xveVa = f igin
0<t<T*(ay) ST*(x)+ Ty Aay)|—T() (*)elde edilir.

Va = icinyAay, d 0veT operatorii bir sira-norm topolojik stirekli operatér oldugundan Va = £ i¢in
inf|T(a,)| = 0 olur. Gergekten,

0 < |T(ay)| ve Yaicin 0 < w < |T(ay)| olsun. F Banach 6rgiisii oldugundan
0 < |lw|l € IT(ay)|l — 0 oldugundan ||w|| = 0 = w = 0 elde edilir. (*) dan

Her, 0 <y <x i¢in 0 <t < T*(x) — T(y) elde edilir. T*(x) = sup{T(y): 0 < y < x} oldugu dikkate
almirsa t = 0 elde edilir. Boylece,

T*(x) 4 0 olur. Buise T*(|z,|) < T*(ay) ! 0 oldugunu, yani T operatdriiniin bir sira siirekli operatdr
oldugunu verir. Ayrica, T~ = (=T)*, |[T|=T*+T~ ve T=T* —T~ esitliklerinden faydalanarak
sirastyla T~, |T| ve T operatorlerinin de sira siirekli oldugu goriiliir.

Asagidaki teorem, Problem 2.1’in bazi sartlar altinda dogru oldugu sonucunu verecektir.

Teorem 2.3. E bir Riesz uzayi, F sira siirekli norma sahip bir Banach 6rgiisii olsun. O zaman E den F
igine tamiml1 her sira sinirl ve sira-norm topolojik siirekli operatériin modilii |T| vardir ve |T| bir sira-
norm topolojik siirekli operator olur.

Ispat. F Banach orgiisii sira siirekli norma sahip oldugundan Dedekind tam bir Riesz uzay1 olur [1]. T sira
sinirli oldugundan |T| vardir [1]. S$imdi [T| nin bir sira-norm topolojik siirekli operator oldugunu gorelim.
{x,} S E ve x, % 0 olsun. Teorem 2.2°den |T| bir sira siirekli operator olur. Dolayisiyla F uzayi i¢inde

-1l
IT| (xq) % 0 olur. F Banach orgiisti sira stirekli norma sahip oldugundan F uzay1 iginde |T| (x,) — 0

saglanir. Bu ise |T| operatoriiniin bir sira-norm topolojik siirekli operatér oldugunu verir.
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