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1. GİRİŞ 

 
Matematiğin önemli çalışma alanlarından biri sıralamadan doğan yakınsama ve bu yakınsamalarla elde 

edilen süreklilik kavramlarıdır. Geçmişten günümüze bu kavramlarla ilgili çeşitli çalışmalar yapılmış ve 

yapılan bu çalışmalardan sonra bu alana duyulan ilgi artmıştır ve Nakano, Ogasawara, Yosida, Vulikh gibi 

matematikçiler de bu alanda çalışmalar yaparak alandaki gelişmelere katkı sağlamışlardır. Bu yüzden 

süreklilik kavramının genellemeleri matematik alanındaki önemli konulardan biridir. Son yıllarda birçok 

matematikçi sıra sürekli operatörlerin genelleştirmesi olan bu kavramın yeni farklı türlerini tanıtmış ve 

çalışmışlardır. Bu çalışmalardan biri olan sıra yakınsama kavramı T. Ogasawara tarafından 1940’lı yıllarda 

tanımlanmıştır. Yakınsama yardımıyla elde edilen sıra sürekli operatörlerin bir genelleştirmesi olan sıra-

topolojik sürekli operatörleri Seyed AliReza Jalili, Kazem Hanghnejad Azar ve Mohammad Bagher Farsbaf 

Moghili isimli yazarlar ‘‘order-to-topology continuous operators’’(Positivity, 2021) isimli çalışmasında 

vermişlerdir [1]. 

 

Tanım 1.1. E bir Riesz uzayı ve {𝑥𝛼 ∶ 𝛼 ∈ 𝛢} bir ağ olsun. Eğer her 𝛽 ∈ 𝛣 için en az bir 𝛼 = 𝛼(𝛽) ∈ 𝛢 var 

ve her 𝛼 ≥ 𝛼(𝛽) için |𝑥𝛼 − 𝑥| ≤ 𝑦𝛽 ↓ 0 olacak şekilde {𝑦𝛽 : 𝛽 ∈ 𝛣} ⊆ 𝐸 ağı varsa {𝑥𝛼} ağına 𝑥’e sıra 

yakınsar denir ve 𝑥𝛼
𝑜
→ 𝑥 şeklinde gösterilir [2].  

 

Tanım 1.2. E ve F iki Riesz uzayı 𝑇: 𝐸 ⟶ 𝐹 operatör olsun. Eğer her {𝑥𝛼} ⊆ 𝐸 ağı için 𝑥𝛼
𝑜
→ 0 iken 𝑇(𝑥𝛼)

𝑜
→ 0 ise T operatörüne 𝐸’den 𝐹’ye sıra sürekli operatör denir. 𝐸’den 𝐹’ye bütün sıra sürekli operatörler 

uzayı 𝐿𝑛(𝐸, 𝐹) ile gösterilecektir [2]. 

 

Tanım 1.3. E Riesz uzayı ve F normlu Riesz uzayı ve 𝑇: 𝐸 ⟶ 𝐹 operatör (lineer dönüşüm) olsun. Eğer her 

{𝑥𝛼} ⊆ 𝐸 ağı için 𝑥𝛼
𝑜
→ 0 iken  𝑇(𝑥𝛼)

‖ .  ‖
→  0 ise T operatörüne 𝐸’den 𝐹’ye sıra-norm topolojik sürekli 

operatör denir. 𝐸’den 𝐹’ye bütün sıra-norm topolojik sürekli operatörler uzayı 𝐿𝑜𝑛(𝐸, 𝐹) ile gösterilecektir 

[2]. 

 

Tanım 1.4. E bir normlu Riesz uzayı {𝑥𝛼} ⊆ 𝐸 ağı ve 𝑥 ∈ 𝐸 olsun. Eğer her 𝑓 ∈ 𝐸′ için 𝑓(𝑥𝛼) → 𝑓(𝑥) ise 

{𝑥𝛼} ağına 𝑥’e zayıf yakınsar denir ve 𝑥𝛼
𝑤
→ 𝑥 şeklinde gösterilir [1]. 

 

Tanım 1.5. E Riesz uzayı ve F normlu Riesz uzayı ve 𝑇: 𝐸 ⟶ 𝐹 operatör (lineer dönüşüm) olsun. Eğer her 

{𝑥𝛼} ⊆ 𝐸 ağı için 𝑥𝛼
𝑜
→ 0 iken  𝑇(𝑥𝛼)

𝑤
→ 0 ise 𝑇 operatörüne 𝐸’den 𝐹’ye sıra-zayıf topolojik sürekli 

operatör denir. 𝐸’den 𝐹’ye bütün sıra-zayıf topolojik sürekli operatörler uzayı 𝐿𝑜𝑤(𝐸, 𝐹) ile gösterilecektir 

[2]. 

 

Her normda yakınsak ağ zayıf yakınsak olduğundan 𝐿𝑜𝑛(𝐸, 𝐹) ⊆ 𝐿𝑜𝑤(𝐸, 𝐹) olur. 

 

Tanım 1.6. E ve F Riesz uzayları ve T: E → F operatör olsun. Eğer 𝐿(𝐸, 𝐹) sıralı vektör uzayında {𝑇, −𝑇} 
kümesinin supremumu var ise 𝑇 operatörünün modülü vardır denir ve |𝑇| := 𝑇 ∨ (−𝑇) ile gösterilir. 

 

Tanım 1.7. Pozitif iki operatörün farkı şeklinde yazılabilen operatörlere regüler operatör denir ve regüler 

operatörlerden oluşan uzay 𝐿𝑟(𝐸, 𝐹) şeklinde gösterilir [1]. 

 

T operatörü regüler ise 𝑇 = 𝑇1 − 𝑇2 olacak şekilde pozitif 𝑇1  ve 𝑇2 operatörleri vardır. O halde 𝑇1  ≤ 𝑇 elde 

edilir.  Diğer yandan eğer 𝑇 ≤ 𝑆 olacak şekilde en az pozitif bir S operatörü varsa 𝑇 = 𝑆 − (𝑆 − 𝑇) 
olacağından T regülerdir. O halde bir operatörün regüler olması için gerek ve yeter şart  𝑇 ≤ 𝑆 olacak 

şekilde en az bir 𝑆 ≥ 0 operatörünün var olması yeterlidir önermesi elde edilir. Her pozitif operatör sıra 

sınırlıdır, dahası her regüler operatörde sıra sınırlıdır. O halde buradan |𝑇| varsa 𝑇 = |𝑇| − (|𝑇| − 𝑇)  
olacağından 𝑇 regülerdir.  

 

Lemma 1.8. E ve F iki Riesz uzayı 𝑇: 𝐸 ⟶ 𝐹 bir operatör ve |𝑇| mevcut olsun. O zaman 𝑇 sıra sınırlı olur.
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Tanımlamadığımız terim ve notosyonlar için [1]’e bağlı kalınmıştır. 

 

2. SIRA NORM TOPOLOJİK SÜREKLİ OPERATÖRLER 

 

Seyed AliReza Jalili, Kazem Hanghnejad Azar ve Mohammad Bagher Farsbaf Moghili isimli yazarlar 

‘‘order-to-topology continuous operators’’ isimli makalelerinde aşağıdaki açık problemi bırakmışlardır [2]. 

 

Problem 2.1. E Riesz uzayı ve F normlu Riesz uzayı 𝑇 ∈ 𝐿𝑜𝑛(𝐸, 𝐹)(veya 𝑇 ∈ 𝐿𝑜𝑤(E,F)) ise |T| var mıdır 

ve bu modül 𝐿𝑜𝑛(𝐸, 𝐹) (veya |𝑇| ∈ 𝐿𝑜𝑤(𝐸, 𝐹))’e ait midir? 

 

Çözüm. 𝐸 = 𝐿1([0,1]) , 𝐹 = 𝑐0 uzayları ve 

 

             𝑇:L1([0,1]) ⟶ c0 

                             𝑓 ⟶ 𝑇(𝑓) = (∫ 𝑓(𝑥)𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥 𝑑𝑥
1

0
)
𝑛=1

∞
 

 
şeklinde tanımlı operatörün lineer olduğu kolaylıkla görülür.  süreklidir. Gerçekten, 

                                                    ‖𝑇(𝑓)‖ =  𝑠𝑢𝑝𝑛∈ℕ |∫ 𝑓(𝑥)sin (
1

0
𝑛𝑥)𝑑𝑥|  

                                                              ≤  𝑠𝑢𝑝𝑛∈ℕ∫ |𝑓(𝑥)||sin (𝑛𝑥)|𝑑𝑥
1

0

 

                                         ≤  𝑠𝑢𝑝𝑛∈ℕ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0

 

                          = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

 

 

               = ‖𝑓‖1 
 

‖𝑇(𝑓)‖ ≤ ‖𝑓‖1 
 

olduğundan T sınırlı lineer operatördür. Dolayısıyla T sürekli operatördür. Sıra-norm topolojik sürekli 

olduğunu görmek için  𝑓𝛼
𝑜
→ 0 olacak biçimde (𝑓𝛼)𝛼∈Α ⊂ 𝐿1([0,1]) seçelim. O zaman her 𝛽 ∈ 𝐵 için en az 

bir 𝛼 = 𝛼(𝛽) ∈ 𝛢 vardır ve her 𝛼 ≥ 𝛼(𝛽) için |𝑓𝛼| ≤ 𝑔𝛽 ↓ 0 olacak şekilde bir (𝑔𝛽) ⊆ 𝐸 vardır. 𝐿1([0,1]) 

bir AL-uzayı olduğundan sıra sürekli norma sahiptir [3]. Dolayısıyla 𝑔𝛽
‖ .  ‖
→  0 olur. |𝑓𝛼| ≤ 𝑔𝛽 her 𝛼 ≥ 𝛼(𝛽) 

için sağlandığından 𝑓𝛼
‖ .  ‖
→  0 olur. 𝑇 sürekli ve 

 

‖𝑇(𝑓𝛼)‖ ≤ ‖𝑇‖‖𝑓𝛼‖ 

olduğunda 

𝑇(𝑓𝛼)
‖ .  ‖
→  0 

 

olur. Bu 𝑇 ∈ 𝐿𝑜𝑛(𝐸, 𝐹) olduğunu verir. 

 

 İddia ediyoruz ki 𝑇 sıra sınırlı değildir. Gerçekten, 

  

𝟏: [0,1] ⟶ ℝ 

                                                                                  𝑥 ⟶ 𝟏(𝑥) = 1 
olmak üzere  

 

𝐴 = {𝑔𝑛:  [0,1] → ℝ | ∀n ∈ ℕ için  𝑔𝑛(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)} ⊆  𝐿1([0,1]) 
0 ≤ |𝑔𝑛(𝑥)| = |𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)| ≤ 1 = 𝟏(𝑥) 
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olduğundan A kümesi 𝐿1([0,1])’de sıra sınırlı bir kümedir. Kabul edelim ki T sıra sınırlı olsun. O zaman 

her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

|𝑇(𝑔𝑛)|  ≤ 𝑧𝑛 , (𝑧 = (𝑧𝑛) ∈ 𝑐0) 
 

vardır ve her  𝑘 ∈ ℕ ve 𝑛 ∈ ℕ için 

                                      |𝑇(𝑠𝑖𝑛 (𝑘𝑥))| = |(∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)  𝑑𝑥 
1

0

)| ≤ 𝑧𝑛 

k=n alırsak 

                                                                                  |∫ 𝑠𝑖𝑛2(𝑛𝑥) 𝑑𝑥
1

0

| ≤ 𝑧𝑛 

 

olur. 

 

|∫ 𝑠𝑖𝑛2(𝑛𝑥) 𝑑𝑥
1

0

| = |∫
1 − cos(2𝑛𝑥)

2
𝑑𝑥

1

0

| 

 

                                    = |
1

2
∫ 1 − cos(2𝑛𝑥)𝑑𝑥
1

0

| 

 

                                                     = |
1

2
(∫ 1

1

0

𝑑𝑥 − ∫ cos(2𝑛𝑥)
1

0

𝑑𝑥)| 

 

                           = |
1

2
(1 −

sin(2𝑛)

2𝑛
)| 

 

                             = |
1

2
−
sin(2𝑛)

4𝑛
| ≤ 𝑧𝑛 

 

olur. Buradan limit alınırsa, 

                    

                                𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|
1

2
−
𝑠𝑖𝑛 (2𝑛)

4𝑛
| ≤ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑧𝑛 

 

                 | 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(
1

2
−
𝑠𝑖𝑛 (2𝑛)

4𝑛
)| ≤ 0 

 

                                                       
1

2
≤ 0 

 

çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla T sıra sınırlı değildir. Lemma 1.8’den 𝑇’nin modülü mevcut olamaz. 

Benzer şekilde 𝑇 ∈ 𝐿𝑜𝑤(𝐸, 𝐹) ve 𝑇 sıra sınırlı olmadığından 𝑇’nin modülü olamaz. 

 

Yukarıdaki örnek 𝐿𝑜𝑛(𝐸, 𝐹)  genelde bir Riesz uzayı olmadığını gösteriyor ancak bazı koşullar altında her 

sıra-norm topolojik sürekli operatörün modülü var ve sıra-norm topolojik sürekli olduğunu elde edeceğiz 

bunun için aşağıdaki teoreme ihtiyacımız var. 

 

Teorem 2.2.  𝐸 bir Riesz uzayı, 𝐹 Dedekind tam bir Banach örgüsü,  𝑇: 𝐸 ⟶ 𝐹 sıra-norm topolojik sürekli 

ve sıra sınırlı bir operatör olsun. O zaman,  𝑇 , 𝑇+ , 𝑇− ve |𝑇| operatörleri sıra süreklidir. 
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İspat. [1] Teorem 1.14.’den 𝑇: 𝐸 ⟶ 𝐹 sıra sınırlı ve sıra sürekli olsun. 𝑇: 𝐸 ⟶ 𝐹 sıra sınırlı olduğundan 
|𝑇|, 𝑇+ ve 𝑇− operatörleri  𝐿𝑏(𝐸, 𝐹)’de mevcuttur. 

[1] Teorem 1.56.’nın ispatında kullanılan yöntem yardımıyla  𝑇+ operatörü sıra-norm topolojik sürekli olur. 

Gerçekten, 𝑧𝛾
𝑜
→ 0, 𝛾 ∈ Г,   𝐸  Riesz uzayı içinde sağlansın. O zaman,  her  𝛼 ∈ 𝛢  için en az bir 𝛾 = 𝛾(𝛼) ∈

Г vardır ve her 𝛾 ≥ 𝛾(𝛼) için |𝑧𝛾| ≤ 𝑎𝛼 ↓ 0 olacak şekilde bir (𝑎𝛼) ⊆ 𝐸 vardır. 

 

𝑎𝛼 ↓ 0 ve 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇+(𝑎𝛼) ↓ ve t’nin sıfıra eşit olduğunu göstereceğiz.  (𝛽 ∈ A sabitleyelim. ) 𝑥 = 𝑎𝛽 

seçelim. 

 

Her,  0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 ve ∀𝛼 ≥ 𝛽 için  

 

0 ≤ 𝑦 − 𝑦 ∧ 𝑎𝛼 = 𝑦 ∧ 𝑥 − 𝑦 ∧ 𝑎𝛼 ≤ 𝑥 − 𝑎𝛼 olur. Dolayısıyla, 

 

𝑇(𝑦) − 𝑇(𝑦 ∧ 𝑎𝛼) = 𝑇(𝑦 − 𝑦 ∧ 𝑎𝛼) ≤ 𝑇
+(𝑥 − 𝑎𝛼) = 𝑇

+(𝑥) − 𝑇+(𝑎𝛼).  Her,  0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 ve ∀𝛼 ≥ 𝛽 için  

 

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇+(𝑎𝛼) ≤ 𝑇
+(𝑥) + |𝑇(𝑦 ∧ 𝑎𝛼)| − 𝑇(𝑦)    (*) elde edilir. 

 

∀𝛼 ≥ 𝛽 için 𝑦 ∧ 𝑎𝛼 ↓ 0 ve 𝑇  operatörü bir sıra-norm topolojik sürekli operatör olduğundan ∀𝛼 ≥ 𝛽 için  

𝑖𝑛𝑓|𝑇(𝑎𝛼)| = 0 olur. Gerçekten,  

 

𝜃 ≤ |𝑇(𝑎𝛼)| ve  ∀𝛼 𝑖ç𝑖𝑛  0 ≤ 𝜔 ≤ |𝑇(𝑎𝛼)| olsun. F Banach örgüsü olduğundan 

 

0 ≤ ‖𝜔‖ ≤ ‖𝑇(𝑎𝛼)‖ ⟶ 0 olduğundan  ‖𝜔‖ = 0 ⇒ 𝜔 = 0 elde edilir. (*) dan  

 

Her, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥  için 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇+(𝑥) − 𝑇(𝑦) elde edilir. 𝑇+(𝑥) = sup{𝑇(𝑦): 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥} olduğu dikkate 

alınırsa  𝑡 = 0 elde edilir. Böylece, 

 

𝑇+(𝑥) ↓ 0  olur. Bu ise 𝑇+(|𝑧𝛾|) ≤ 𝑇
+(𝑎𝛼) ↓ 0  olduğunu, yani  𝑇+ operatörünün bir sıra sürekli operatör 

olduğunu verir. Ayrıca,  𝑇− = (−𝑇)+, |𝑇| = 𝑇+ + 𝑇− ve 𝑇 = 𝑇+ − 𝑇−  eşitliklerinden faydalanarak 

sırasıyla 𝑇−, |𝑇| ve 𝑇 operatörlerinin de sıra sürekli olduğu görülür. 

 

Aşağıdaki teorem, Problem 2.1’in bazı şartlar altında doğru olduğu sonucunu verecektir. 

 

Teorem 2.3.  𝐸 bir Riesz uzayı, 𝐹 sıra sürekli norma sahip bir Banach örgüsü olsun. O zaman  𝐸 den 𝐹 

içine tanımlı her sıra sınırlı ve sıra-norm topolojik sürekli operatörün modülü |𝑇|  vardır ve |𝑇| bir sıra-

norm topolojik sürekli operatör olur. 

 

İspat.  𝐹 Banach örgüsü sıra sürekli norma sahip olduğundan Dedekind tam bir Riesz uzayı olur [1]. 𝑇 sıra 

sınırlı olduğundan |𝑇|  vardır [1].  Şimdi |𝑇|  nin bir sıra-norm topolojik sürekli operatör olduğunu görelim. 

{𝑥𝛼} ⊆ 𝐸 ve 𝑥𝛼
𝑜
→ 0 olsun. Teorem 2.2’den  |𝑇| bir sıra sürekli operatör olur. Dolayısıyla 𝐹 uzayı içinde  

|𝑇| (𝑥𝛼)
𝑜
→ 0 olur. F Banach örgüsü sıra sürekli norma sahip olduğundan  𝐹 uzayı içinde |𝑇| (𝑥𝛼)

‖ .  ‖
→  0 

sağlanır. Bu ise |𝑇| operatörünün bir sıra-norm topolojik sürekli operatör olduğunu verir. 
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