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ÖZ 

Bu makalede, ilk olarak toplanabilme teknikleri ve iterasyon yöntemleri araştırılmıştır. Ayrıca, bazı iterasyon 

yöntemleri için Cesàro anlamında toplanabilme tekniğine bağlı olarak ergodik teori üzerine yapılan çalışmalar 

incelenmiştir. Son olarak asimptotik genişlemeyen dönüşümler için Halpren iterasyonu ile Cesàro ortalamasının 

güçlü yakınsaklığı üzerine yapılan bir çalışma irdelenmiştir.   

Anahtar Kelimeler- Cesàro Toplanabilme, Ergodik Teori, İterasyon Yöntemleri, Kuvvetli Yakınsaklık, Sabit 

Nokta Yaklaşımları 

 

ABSTRACT 

In this article, firstly, summability techniques and iteration methods are investigated. In addition, studies on 

ergodic theory which are related to the Cesàro mean summability technique are examined for some iteration 

methods. Finally, a study on the strong convergence the Cesàro mean with the Halpren iteration for asymptotic 

non-expanding transformations is discussed. 

Keywords- Cesàro Summability, Ergodic Theory, Iteration Methods, Strong Convergence, Fixed Point 

Approaches 
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I. GİRİŞ 

Seriler, ıraksak ve yakınsak olarak iki gruba ayrılırlar. Bir serinin kısmi toplamlar dizisi bir limit değerine 

sahip ise bu seri yakınsaktır. Kısmi toplamlar dizisinin limiti yoksa bu seri ıraksak bir seridir. Literatür 

incelendiğinde 17. yüzyıl öncesinde ıraksak seriler ile ilgili çalışmalar yapıldığı görülmüştür, ancak ıraksak serileri 

ilk kullanan araştırmacılar Newton ve Leibnitz’dir. 17. yüzyılın sonlarında Grandi seriler hakkındaki ilk tartışmayı  

1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + ⋯ 

serisi ile başlatmıştır. Grandi, 1703 yılındaki çalışmasında; 

1

1 + 𝑥
= 1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 

serisinde 𝑥 = 1 yazarak  
1

2
   sonucunu bulmuştur [1]. Yine 17. yüzyılda Bernoulli sezgisel argümanları kullanarak 

ıraksak serilere değer bulmaya çalışmıştır. 18. yüzyılda matematikçiler ıraksak serilerin tam değerinin 

olamayacağını belirterek daha çok yakınsak sonsuz seriler üzerinde çalışmışlardır. Cauchy, 1821 yılında serilerin 

yakınsaklığını formülize etmiştir ve Algebric Analysis kitabında bunlara yer vermiştir [2]. 

Cesàro, 1890 yılında Hardy’nin Divergent Series adlı kitabında ıraksak serileri toplayabilmenin temelini 

atan ilk matematikçi olmuştur [3]. Cesàro,  ∑ 𝑎𝑛 serisinin kısmı toplamlar dizisi (𝑠𝑛) olmak üzere; “(𝑠𝑛) kısmi 

toplamlar dizisinin aritmetik ortalama dizisi bir 𝑠 değerine yakınsar ise  ∑ 𝑎𝑛  serisi de aynı 𝑠 değerine yakınsar” 

şeklinde ifade eder. Bu ifadeye Cesàro toplanabilirlik denir ve (𝐶, 1) şeklinde gösterir [3].  

Flett, 1957 yılında 𝛼 ıncı mertebeden Cesàro toplanabilmeyi tanımlamıştır [4]. 1969 yılında ise mutlak 

toplanabilme tanımını vermiştir [5]. Toplanabilme çarpanını Kishore ve Hotta tanımlamışlardır [6]. |𝐴|𝑘  

toplanabilme tanımını alt üçgensel matrislerden yararlanarak Tanovic-Miller yapmıştır [7]. 

Gelişen literatürde Cesàro toplanabilmenin yanı sıra daha genel olan Riesz, Nörlund, Borel, Euler matris 

metotlarını tanımlanmışlardır [8]. Bu metotların dışında yine Hausdorf, Abel ve Tauber gibi bazı toplanabilme 

metotları da mevcuttur [9]. Ancak genel olarak bir toplanabilme metodunun kabul görmesi için bazı sağlaması 

gereken özellikler vardır: 

• Regülerlik: Toplanabilme metodu sonunda bulunan değer, serinin yakınsadığı değerle aynı olmalıdır. 

• Genişletme: Belirsiz ıraksak serilerin en az birini toplayabilen bir toplama metodu olmalıdır. 

• Tutarlılık: Farklı iki toplanabilme metodu bir ıraksak seriye uygulandığında aynı sonuç bulunmalıdır. 

Galileo “Doğanın muazzam kitabının dili matematiktir” cümlesini kullanmıştır. Tarih boyunca bilimsel 

bilgi Kimya, Fizik, Tıp, Bilgisayar ve Ekonomi gibi değişik isimlerle karşımıza çıkmıştır.  Bu bilimsel bilgiler 

kendi içlerinde ya da birinin diğeri ile ilişkisi sonucunda soyut veya pratik birçok problem kapsamaktadır. Bu tür 

problemlerin matematiksel modellerinin çözümünde bilinmeyenleri belirlemek için cebirsel, fonksiyonel, 

diferansiyel ve integral denklemlerin kullanıldığı birçok yöntem mevcuttur. Galileo’nun yukarıdaki sözü bize 

matematiğin günlük hayattaki önemini bir kez daha hatırlatmıştır. Toplanabilme teorisi ise analiz ve uygulamalı 

matematikte sıkça kullanılmaktadır. 

Sabit nokta teorisi, diferansiyel denklemler, integral denklemler, dinamik programlama ve kısmi 

diferansiyel denklemler ve sistem analizine ait birçok problemin çözümü ile ilgili araştırmalarda oldukça kullanışlı 

bir yöntemdir. Sabit nokta teorisi, yaklaşım teorisi, oyun teorisi, matematiksel ekonomiler ve uygulamalı 

bilimlerdeki problemlere de uygulanabilir. Ayrıca, optimizasyon, hesaplama algoritmaları, ekonomi, fizik, denge 

problemleri gibi birçok bilimsel alanda kullanılan önemli bir teoridir [10-15]. Sabit noktanın, bir tek ve kesin 

hesaplama ile elde edilebilir olması büyük yarar sağlamış olsa da, dönüşümün daralma olma koşulu teoremin 

uygulamalarında önemli zorluklar getirmiştir. Bu nedenle birçok bilim insanı, bu teoremde uzayın yapısını 

genelleştirerek veya yeni dönüşüm sınıfları tanımlayarak, bu teoremin farklı genelleştirmelerini elde etmişlerdir 

[16, 17]. Bu konuda yapılan çalışmalara ayrıntılı olarak ikinci bölümde yer verilecektir.  

İterasyon dizisi yakınsak olması durumunda dizinin limit noktası dönüşümün sabit noktasıdır. Mann, 

Cesàro matrisini kullanarak elde edilen iterasyon dizisinin klasik anlamda yakınsak olduğunu göstermiştir. 

Böylece ıraksak iterasyon dizilerinin yakınsaklığını hesaplamak için toplanabilme yöntemini ortaya koymuştur 

[17]. Daha sonra birçok araştırmacı farklı iterasyonlarla Cesàro anlamında güçlü ve zayıf yakınsaklık üzerine 

çalışmalar yapmışlardır [18-21]. Literatürde Ergodik teori olarak bilinen ve oldukça geniş uygulama alanına sahip 

olan bu konuda yapılan birçok çalışmaya ayrıntılı olarak üçüncü bölümde yer verilecektir. 

II. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde sırasıyla fonksiyonel analiz, toplanabilme, sabit nokta ve iterasyon yöntemleri ile ilgili bazı 

temel kavramlara yer verilmiştir. 
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A. Fonksiyonel Analizin Temel Kavramları 

Tanım 1: 𝐿 boş olmayan bir küme ve 𝔽  bir cisim olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 ve 𝜆 ∈  𝔽 için;  

+ ∶  𝐿 × 𝐿 → 𝐿 

(𝑥, 𝑦) → 𝑥 + 𝑦 

  ∙   ∶  𝔽 ×  𝐿 → 𝐿  

(𝜆, 𝑦)  →  𝜆𝑦 

fonksiyonları tanımlansın. ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿  ve  𝜆, 𝛽 ∈ 𝔽 için;  

(L1)  𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 

(L2)  (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) 

(L3)  Her 𝑥 ∈ 𝐿  için  𝑥 + 𝜃 =  𝜃 + 𝑥 = 𝑥  olacak şekilde bir 𝜃 ∈ 𝐿 vardır. 

(L4)   Her 𝑥 ∈ 𝐿 için  𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 𝜃 olacak şekilde bir (−𝑥 ) ∈ 𝐿 vardır. 

(L5)  (𝜆 + 𝛽)𝑥 =  𝜆𝑥 + 𝛽𝑥 

(L6)   𝜆(𝑥 + 𝑦) = 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦 

(L7)   (𝜆𝛽)𝑥 =  𝜆(𝛽𝑥) 

(L8)   1𝑥 = 𝑥 

sağlanıyorsa 𝐿 kümesine, 𝔽 cismi üzerinde bir lineer uzay denir [22]. 

Tanım 2: 𝐿, 𝔽 cismi üzerinde bir lineer uzay ve 𝑀, 𝐿 nin bir alt kümesi olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 ve her 

𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽 için  𝛼𝑥 + 𝑦𝛽 ∈ 𝑀 ise, 𝑀 ye 𝐿 nin bir lineer alt uzayı denir. Kısaca alt uzay da denir [22]. 

Tanım 3: 𝐿 ve 𝑀, 𝔽 cismi üzerinde iki lineer uzay olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿  ve  𝛼 ∈ 𝔽  için,  

𝑇(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = 𝛼𝑇(𝑥) + 𝛽𝑇(𝑦) 

eşitliği var ise, 𝑇: 𝐿 → 𝑀 fonksiyonuna bir lineer dönüşüm denir [23]. 

Tanım 4: 𝐿, 𝔽  cismi üzerinde bir lineer uzay olmak üzere; 

‖∙‖ ∶  𝐿 → ℝ+ 

fonksiyonu, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 ve 𝛼 ∈ 𝔽 için, 

(𝑁1) ‖𝑥‖ ≥ 0, 

(𝑁2) ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 𝜃, 

(𝑁3) ‖𝛼𝑥‖ =  |𝛼|‖𝑥‖ ,  

(𝑁4) ‖𝑥 + 𝑦‖  ≤  ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖, 

koşullarını sağlıyorsa, ‖∙‖ fonksiyonuna L üzerinde bir norm ve (𝐿, ‖∙‖) ikilisine de normlu uzay (normlu 

lineer uzay) adı verilir [22]. 

Tanım 5: (𝐿, ‖∙‖) normlu uzayında bir dizi (𝑥𝑛) olsun. Her 𝜀 > 0 için  𝑛 > 𝑛0(𝜀) olduğunda  ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ <
𝜀  olacak şekilde bir 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ doğal sayısı mevcutsa, (𝑥𝑛) dizisine 𝐿 de yakınsak dizi denir. lim

𝑛
𝑥𝑛 = 𝑥  veya 

(𝑥𝑛) → 𝑥, 𝑛 → ∞  şeklinde gösterilir [26]. 

Tanım 6: (𝑥𝑛), (𝐿, ‖∙‖) normlu uzayında bir dizi olmak üzere, her 𝜀 > 0 için 𝑚, 𝑛 > 𝑛0(𝜀) olduğunda 

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ < 𝜀  olacak şekilde bir 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ doğal sayısı mevcutsa, (𝑥𝑛) dizisine bir Cauchy dizisi denir [23]. 

Tanım 7: (𝐿, ‖∙‖) normlu uzayında her Cauchy dizisi 𝐿 deki bir noktaya yakınsak oluyorsa, bu durumda 

(𝐿, ‖∙‖) normlu uzayına tam normlu uzay denir [22]. 

Örnek 1: ℝ alışılmış norma göre tamdır. 

Örnek 2: ℂ alışılmış norma göre tamdır. 

Tanım 8: (𝐿, ‖∙‖) normlu lineer uzayı olsun. 𝐿, 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ norm metriğine göre tam uzay ise, 

bu uzaya Banach uzay adı verilir [26]. 
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Tanım 9: 𝐿, 𝔽 cismi üzerinde bir lineer uzay olmak üzere, 𝑓: 𝐿 → 𝔽  lineer dönüşümüne lineer fonksiyonel 

denir. Buradan anlaşılacağı gibi lineer fonksiyonel, kompleks ya da reel değerli lineer bir dönüşüm olur [24]. 

Tanım 10: 𝐿, 𝔽 cismi üzerinde bir normlu uzay olmak üzere 𝐿 üzerinde tanımlı tüm sınırlı lineer 

fonksiyonellerden oluşan Banach uzayına, 𝐿 nin normlu duali denir. 𝐿′ şeklinde ifade edilir [24]. 

Tanım 11: 𝐿′ Banach uzayının normlu duali 𝐿′′ =  (𝐿′)′ uzayına, 𝐿 nin ikinci duali denir. İkinci dual uzay 

da bir Banach uzaydır [24]. 

Tanım 12: 𝐿, 𝔽 cismi üzerinde bir normlu uzay olsun. Eğer 𝐿 =  𝐿′′ ise 𝐿 uzayına yansımalı (reflektif) 

uzay denir [24]. 

Tanım 13: (𝐿, ‖∙‖) normlu uzayında bir dizi (𝑥𝑛) olsun. Eğer, 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 

olan 𝑥 ∈ 𝐿 varsa,  (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 e kuvvetli yakınsaktır denir. Kısaca (𝑥𝑛)
𝑘
→  𝑥, 𝑛 → ∞ ile gösterilir [22]. 

Tanım 14: (𝐿, ‖∙‖) normlu uzayında bir dizi (𝑥𝑛) olsun. Eğer her 𝑓 ∈ 𝐿′ için  

lim 𝑓
𝑛→∞

(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0) 

olmak üzere bir 𝑥0 ∈ 𝐿 elemanı varsa (𝑥𝑛) dizisi 𝑥0 a zayıf yakınsaktır denir [22]. 

Tanım 15: Bir 𝐸 Banach uzayının birim yuvarı 𝐵𝑥(𝐸) ≔ {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ‖𝑥‖ = 1}  olarak tanımlasın. Eğer 𝑥 ∈
𝐵𝑥 için;  

𝑑

𝑑𝑡
(‖𝑥 + 𝑡𝑦‖)|𝑡=0 = lim

𝑡→0

‖𝑥 + 𝑡𝑦‖ − ‖𝑥‖

𝑡
 

limiti var ise, bu durumda  𝐿 uzayının normu 𝑥 ∈ 𝐵𝑥 noktasında Gateaux diferansiyellenebilir olarak ifade edilir. 

𝐵𝑥 in her bir noktasında Gateaux diferansiyellenebilir ise bu durumda 𝐿 ye Gateaux diferansiyellenebilirdir denir. 

Her 𝑦 ∈ 𝐵𝑥 için lim
𝑡→0

‖𝑥+𝑡𝑦‖−‖𝑥‖

𝑡
 limiti 𝑥 ∈ 𝐵𝑥 den bağımsız olarak mevcut ise, 𝐿 ye düzgün Gateaux 

diferansiyellenebilirdir denir [25]. 

B. Toplanabilme ile İlgili Temel Kavramlar 

Bu kesimde toplanabilme ile ilgili temel kavramlara yer verilmiştir. 

Tanım 1: 𝔽 = (ℝ veya ℂ) bir cismi ve  (𝑠𝑛),  ∑ 𝑎𝑛  serisinin kısmi toplamlar dizisi olsun.   𝑛 , 𝑘 =  1,2, …  

için  𝑎𝑛𝑘 ∈ 𝔽 olmak şartı ile  𝐴 = (𝑎𝑛𝑘)  sonsuz matrisi verilsin. Öte yandan,  (𝑠𝑛) dizisinden (𝐸𝑛)  dizisine bir 

dönüşüm;  

𝐸𝑛 = ∑ 𝑎𝑛𝑘

∞

𝑘=0

𝑠𝑘 

şeklinde tanımlansın. Bu taktirde (𝐸𝑛) dizisine, (𝑠𝑛) kısmi toplamlar dizisinin 𝐴 − dönüşüm dizisi, 𝐴 ya ise diziden 

diziye bir dönüşüm adı verilir [22]. 

Tanım 2: Herhangi bir  𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) ;  𝑛, 𝑘 =  1,2, …  matrisi verilsin. 𝐴 matrisi ile oluşturulan dönüşüm 

yakınsak olan her diziyi yine yakınsak olan bir diziye dönüştürüyor ve aynı zamanda limiti de koruyorsa,  𝐴 

matrisine regülerdir denir. Regüler matrislerin sınıfı (𝑐, 𝑐)𝑟𝑒𝑔  ile gösterilir [9]. 

Şimdi yukarıdaki regülerlik tanımını karakterize eden ve Silverman–Toeplitz Teoremi olarak bilinen 

teoremi ifade edelim [9]. 

Teorem 1:  Bir  𝐴 = (𝑎𝑛𝑘)  𝑛, 𝑘 = 1,2, …  matrisi regülerdir, ancak ve ancak  

i) ∀𝑘  için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛𝑘 = 0 

ii) lim
𝑛→∞

∑ 𝑎𝑛𝑘
∞
𝑘=0 = 1 

iii) ∀𝑛 için ∑ |𝑎𝑛𝑘|∞
𝑘=0 < ∞.  

Tanım 3: Kısmi toplamlar dizisi (𝑠𝑛) olan bir ∑ 𝑎𝑛 serisi verilsin. 𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) matrisi yardımıyla (𝑠𝑛) 

kısmi toplamlar dizisinin (𝐸𝑛) dönüşüm dizisi  
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𝐸𝑛 =  ∑ 𝑎𝑛𝑘𝑠𝑘

∞

𝑘=0

 

şeklinde tanımlansın. Eğer lim
𝑛→∞

𝐸𝑛 = 𝑠  ise ∑ 𝑎𝑛 serisine (yani (𝑠𝑛 ) dizisine) 𝑠 değerine 𝐴 toplanabilirdir 

denir [27]. 

Tanım 4: Kısmi toplamlar dizisi (𝑠𝑛) olan bir  ∑ 𝑎𝑛 serisi verilsin. (𝑠𝑛 ) kısmi toplamlar dizisinin matris 

elemanları 

𝑎𝑛𝑣 =  {

1

𝑛 + 1
    ,     𝑣 ≤ 𝑛   𝑖ç𝑖𝑛

      0       ,      𝑣 > 𝑛   𝑖ç𝑖𝑛
 

ile verilen 𝐴 matrisi ile oluşturulan (𝑏𝑛) dönüşüm dizisi; 

𝑏𝑛 =  
1

𝑛 + 1
∑ 𝑠𝑣

𝑛

𝑣=0

 

olarak tanımlanırsa, buna Cesàro ortalama denir ve (𝐶, 1) ile gösterilir; 

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝑠 

ise   ∑ 𝑎𝑛 serisi 𝑠 değerine (𝐶, 1) toplanabilirdir denir [27]. 

Tanım 5: 

𝑏𝑛 =  
1

𝑛 + 1
∑ 𝑠𝑣

𝑛

𝑣=0

 

şeklinde tanımlansın. Eğer, 

∑|𝑏𝑛 − 𝑏𝑛−1|

∞

𝑛=1

< ∞ 

ise   ∑ 𝑎𝑛 serisi |𝐶, 1| toplanabilirdir denir [28]. 

Tanım 6: (𝑝𝑛) , 

𝑃𝑛 = ∑ 𝑝𝑣

𝑛

𝑣=0

  →  ∞  ,    𝑛 → ∞ 

şartını sağlayan pozitif sayıların bir dizisi olacak şekilde (𝑠𝑛) dizisinden (𝑟𝑛) dizisine  

𝑟𝑛 =
1

𝑃𝑛

∑ 𝑝𝑣𝑠𝑣

𝑛

𝑣=0

 

olarak tanımlanan (𝑟𝑛) dizisine Riesz ortalaması veya Riesz dönüşümü denir ve (𝑅, 𝑝𝑛) şeklinde gösterilir [29]. 

Tanım 7:  Kısmi toplamlar dizisi 𝑠 = (𝑠𝑛) olan  ∑ 𝑎𝑛 serisi verilsin. 

𝑃𝑛 =  𝑝0 + 𝑝1 + 𝑝2 + ⋯ + 𝑝𝑛  ≠ 0    (𝑛 = 0,1,2, … ) 

ve 

𝑟𝑛 =  
𝑝𝑛𝑠0 + 𝑝𝑛−1𝑠1 + ⋯ + 𝑝0𝑠𝑛

𝑃𝑛

=
1

𝑃𝑛

∑ 𝑝𝑛−𝑣𝑠𝑣

𝑛

𝑣=0

 

olmak üzere  

lim
𝑛→∞

𝑟𝑛 = 𝑠 

ise (𝑠𝑛) dizisi 𝑠 değerine (𝑁, 𝑃𝑛) − limitlenebilir veya 𝑁𝑃 limitlenebilir (Nörlund limitlenebilir) denir [27]. 
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C. Sabit Nokta ve İterasyon Yöntemleri  

Banach’ın 1922 de ortaya koyduğu sabit nokta teoremi (Banach daralma prensibi), özellikle 20. yüzyılın 

ikinci yarısında birçok araştırmacının geliştirdiği iterasyon yöntemleri, daralma dönüşümleri ve farklı uzay 

seçimleri ile birçok sabit nokta teoremlerinin tanımlanmasına olanak sağlamıştır. Zamanla bu gelişmeler konunun 

literatüre sabit nokta teorisi olarak yerleşmesine neden olmuştur [16, 20, 21].  

Lineer olmayan problemlerin çözümünde, iterasyon yöntemleri oldukça yaygın kullanılan çok faydalı 

matematiksel bir yöntemlerdir. İterasyon yöntemi Liouville tarafından tanıtılmış ve Cauchy tarafından 

kullanılmıştır [2, 16]. Banach’ın sabit nokta teoreminde kullandığı ve başlangıç değer problemlerinin varlık ve 

teklik ispatında kullanılan bu yöntem, ilk olarak Picard tarafından sistematik olarak geliştirildi [30]. Literatüre 

bakıldığında hem sabit nokta teorisi hem de iterasyon yöntemleri üzerine yapılan çalışmalara paralel olarak birçok 

iterasyon yönteminin geliştirildiği görülmektedir. 

 

Şimdi sabit nokta teorisi ile ilgili tanım, teorem ve sık kullanılan dönüşüm sınıfları ile çeşitli iterasyon 

yöntemleri verilecektir. 

Tanım 1: 𝑋 ≠ ∅ bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü verilsin. Bu taktirde, 

𝑇𝑥 = 𝑥 

şartını sağlayan bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑥 noktasına 𝑇 nin sabit noktası (fixed point) denir.  𝑇 dönüşümünün sabit 

noktalarının kümesi 𝐹𝑇, 𝐹(𝑇) ya da 𝐹𝑖𝑥(𝑇) şeklinde gösterilir [31]. Bu çalışma boyunca 𝐹𝑇 gösterimi 

kullanılacaktır. 

Örnek 1: 𝑋 =  [0,1]  ve  𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 𝑥2  ise  𝐹𝑇 =  {0,1} olur. 

Tanım 2: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için;  

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜆𝑑(𝑥, 𝑦) 

olacak şekilde bir 𝜆 > 0  sayısı mevcut ise 𝑇 ye bir Lipschitz dönüşümü denir [31]. 

Tanım 3: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋  bir Lipschitz dönüşümü olmak üzere ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

ise 𝑇 ye bir genişlemeyen (nonexpansive) dönüşüm denir [31]. 

Tanım 4: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve  𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olmak üzere 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  ve 𝑥 ≠ 𝑦 için,  

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) < 𝑑(𝑥, 𝑦) 

ise 𝑇 ye kesin daralma (strict contraction) dönüşümü denir [31]. 

Tanım 5: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋  bir Lipschitz dönüşümü olmak üzere, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜆𝑑(𝑥, 𝑦) 

koşulunu sağlayan en az bir 𝜆 ∈  [0,1) sayısı varsa, 𝑇 daralma (contraction) dönüşümü olarak adlandırılır 

[31]. 

Yukarıda tanımlanan dönüşümler arasında, 

Daralma ⟹ Kesin Daralma ⟹ Genişlemeyen ⇒ Lipschitz  

şeklinde bir bağıntı vardır. 

Aşağıda bir iterasyon yönteminin en genel şekildeki tanımı verilerek, en yaygın kullanılan bazı iterasyon 

yöntemleri tanıtılacaktır. 

(𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve  𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun, en genel şekli ile bir sabit nokta iterasyon yöntemi, 

𝑓 bir fonksiyon olmak üzere 

{
𝑥0 ∈ 𝑋,

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑇, 𝑥𝑛),   𝑛 = 0,1,2, …
                                                                                                                             (1)  

olarak tanımlanır. 

Tanım 6: (1) ile verilen ifade de her 𝑛 ∈ ℕ için Picard iterasyonu (ardışık yaklaşıklar dizisi)  
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𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑇, 𝑥𝑛) = 𝑇𝑥𝑛 

şeklinde tanımlanır [30].  

Picard iterasyon yöntemi, başlangıç değer problemleri ve integral denklemlerinin çözümü için oldukça 

kullanışlı bir yöntemdir. Picard iterasyonunun genişlemeyen (nonexpansive) dönüşümlerin sabit noktasına 

yakınsamadaki problemi Krasnoselskii aşağıdaki iterasyon yöntemi ile ortadan kaldırmıştır [32]. 

Schaefer, Krasnoselskii iterasyon yöntemini genelleştirmiştir [33]. 

Genişlemeyen (nonexpansive) dönüşümlerin sabit noktalarına yaklaşırken kullandığımız en genel 

iterasyon Mann iterasyon yöntemidir. Bu yöntem Krasnoselskii iterasyonundan yaklaşık iki yıl önce bir matris 

formunda tanımlanmasına rağmen, şekilsel olarak Krasnoselskii iterasyonunun genelleştirilmiş bir şeklidir. 

Tanım 7 (Mann İterasyon Yöntemi): (𝛼𝑛) ⊂ [0,1] şartını sağlayan bir reel sayı dizisi olmak üzere (1) 

ile verilen ifadede  ∀𝑛 ∈ ℕ için Mann iterasyonu; 

{
𝑥0 ∈ 𝑋,

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑇, 𝑥𝑛) =  (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛
 

şeklinde tanımlanır (Mann, 1953). 

Tanım 8 (Halpern İterasyon Yöntemi): 𝑥0 ∈ 𝑋, 𝑢 ∈ 𝑋 , (𝑥𝑛) ⊂ [0,1] şartını sağlayan bir reel sayı dizisi 

olmak üzere (1) ile verilen ifadede  ∀𝑛 ∈ ℕ için Halpern iterasyonu; 

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑢 + (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑥𝑛 

şeklinde tanımlanır [34]. 

Aşağıda verilen ve sabit nokta teoriside yaygın bir şekilde kullanılan Ishikawa iterasyon yöntemi, 1974 

yılında ilk olarak Shiro Ishikawa tarafından geliştirildi [35]. 

Tanım 9 (Ishikawa İterasyon Yöntemi): ∀𝑛 ∈ ℕ için (𝛼𝑛), (𝛽𝑛) ⊂ [0,1] şartlarını sağlayan reel sayı 

dizileri olmak üzere (1) ile verilen ifadede Ishikawa iterasyonu; 

{
𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑇, 𝑥𝑛) =  (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛

𝑦𝑛 =  (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛                 
 

şeklinde tanımlanır [35]. 

2000 yılında M. A. Noor tarafından üç adımlı iterasyon yöntemi tanımlanmıştır [36]. Daha sonra Agarwal 

S-iterasyon yöntemini [37]; Thianwan iki adımlı Mann iterasyon yöntemini [38]; Karahan ve Özdemir 𝑆∗- 

iterasyon yöntemini geliştirmişlerdir [39]. 

Ayrıca, bu iterasyon yöntemlerine dayanan çok kullanışlı birçok hibrit iterasyon yöntemi geliştirilmiştir. 

Picard-Mann iterasyon yöntemi; Picard–S iterasyon yöntemi; SP- İterasyon yöntemi; Abbas-Nazır iterasyon 

yöntemi gibi yöntemler bunlardan bazılarıdr. 

Mevcut iterasyon yöntemlerinden daha sade ve hızlı olan yeni üç adımlı iterasyon yöntemi ise Karakaya 

ve arkadaşları tarafından aşağıdaki gibi tanımlanmıştır [40]. 

Tanım 10 (Yeni Üç Adımlı İterasyon Yöntemi): ∀𝑛 ∈ ℕ için (𝛼𝑛) ⊂ [0,1] şartlarını sağlayan reel sayı 

dizisi olmak üzere (1) ile verilen ifadede yeni üç adımlı iterasyon yöntemi 

{

𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑦𝑛                           

 𝑦𝑛 = (1 − 𝛼𝑛)𝑧𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑧𝑛

𝑧𝑛 = 𝑇𝑥𝑛                               
 

şeklinde tanımlanır. 

Daralma dönüşümlerde 𝑋  bir tam metrik uzay alınırsa, bu dönüşümün tek olan bir sabit noktası vardır. 

Bu teorem lineer ve lineer olmayan denklemlerin çözümünde birçok uygulamada kolaylıklar sağlamaktadır. Şimdi 

bu durumu karakterize eden teoremi verelim [41]. 

Teorem 1 (Banach Daralma Prensibi veya Banach Sabit Nokta Teoremi): 𝑋 bir tam metrik uzay ve 

 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir daralma dönüşümü olsun. Bu halde;  

i) 𝑇, 𝑋 te bir tek x sabit noktasına sahiptir. 

ii) Herhangi bir 𝑥0 ∈ 𝑋 için 𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛   𝑛 = 0,1,2, … ile tanımlanan Picard iterasyonu tarafından 

üretilen (𝑥𝑛)𝑛=0
∞  dizisi 𝑥 noktasına yakınsar. 
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Tam olmayan metrik uzaylar için ise kesin daralma (strict contraction) dönüşümü tanımlanır. Tam 

olmayan metrik uzaylarda tanımlanan kesin daralma dönüşümlerin sabit noktaları olmayabilir. Bu dönüşümlerde 

sabit noktalarının varlığını garanti altına almak için, çalışılan uzayı kompakt almak yeterlidir. Teorem 1 deki (i) 

ve (ii) şartlarını sağlayan bir dönüşüme bir Picard operatörü denir [31]. 

Banach daralma Prensibinde 𝑇 dönüşümü sürekli olmalıdır. Bazı araştırmacılar çalışmalarında süreklilik 

gerektirmeyen daralma şartları tanımlayarak aşağıdaki sabit nokta teoremlerini geliştirmişlerdir. 

Teorem 2 (Kannan Teoremi): (𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü verilsin. Eğer  

𝑇dönüşümü ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝛼[ 𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑦)] 

olacak şekilde en az bir 𝛼 ∈ [0,
1

2
) vardır koşulunu sağlıyorsa 𝑇 bir Picard operatörüdür [42]. 

Teorem 3 (Chatterjea Teoremi): (𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay ve  𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü verilsin. Eğer  

𝑇dönüşümü ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝛽[ 𝑑(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑥)] 

olacak şekilde en az bir 𝛽 ∈ [0,
1

2
) vardır koşulunu sağlıyorsa 𝑇 bir Picard operatörüdür [43]. 

Teorem 4 (Zamfirescu Teoremi): (𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşümü verilsin. 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  için; 

i) 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤  𝜆 𝑑(𝑥, 𝑦) 

ii) 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝛼[ 𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑦)] 
iii) 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝛽[ 𝑑(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑥)] 

şartlarından en az birisi doğru olsun. Eğer 𝜆 ∈ [0, 1) , 0 < 𝛼 , 𝛽 <
1

2
   koşullarını sağlayan 𝜆, 𝛼 ve 𝛽 reel sayıları 

mevcut ise, bu durumda 𝑇 bir Picard operatörüdür [44]. 

En genel daralan şartlarından biri ise aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

Teorem 5: (𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay ve  𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşümü verilsin. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  için; 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ ℎ. 𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑑(𝑥, 𝑇𝑥), 𝑑(𝑦, 𝑇𝑦), 𝑑(𝑥, 𝑇𝑦), 𝑑(𝑦, 𝑇𝑥)} 

olmak üzere, bir  ℎ ∈ (0,1) mevcut ise 𝑇 dönüşümüne yarı daralma (quasi contraction) denir. Ayrıca 𝑇 bir Picard 

operatörüdür. 

Berinde, Zamfirecsu Teoremindeki (i) ve (iii) koşullarından daha genel olan ve 𝑇  dönüşümünün 

sürekliliğini gerektirmeyen Tanım 11 de ifade edilen hemen hemen daralma dönüşümünü tanımladı ve bu daralma 

dönüşümüne bağlı olarak literatürdeki birçok sabit nokta teoreminin genellemesi olan Teorem 5 i elde etti [45].  

Tanım 11: (𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay ve  𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü verilsin.∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤  𝛿 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝐿𝑑(𝑦, 𝑇𝑥) 

veya 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤  𝛿 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝐿𝑑(𝑥, 𝑇𝑦) 

olacak şekilde bir 𝛿 ∈ (0,1) ve 𝐿 ≥ 0 sayıları varsa, 𝑇  ye bir hemen hemen daralma dönüşümü (almost 

contraction) denir.  

Teorem 6: (𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olmak üzere, 𝑇 dönüşümü;  

              𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤  𝛿 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝐿𝑑(𝑦, 𝑇𝑥) 

şartını sağlayan bir hemen hemen daralma dönüşümü olduğunda, 

i) 𝐹𝑇 =  {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑇𝑥 = 𝑥}  ≠  ∅ ; 
ii) Herhangi bir 𝑥0 ∈ 𝑋  için  𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛 ;   𝑛 = 0,1,2, … şeklinde verilen (𝑥𝑛)𝑛=0

∞  dizisi, bazı 𝑥∗ ∈ 𝐹𝑇 

ye yakınsar. 

Teoremden de anlaşılacağı gibi hemen hemen daralma dönüşümleri tek bir sabit noktaya sahip olmak 

zorunda değildirler. Aşağıda verilen teorem ile bir hemen hemen daralma dönüşümünün sabit noktası tek 

yapılabilmektedir [45]. 
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Teorem 7: 𝑋 bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋  bir hemen hemen daralma dönüşümü olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

için  

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤  𝜌 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝐿1𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) 

olmak üzere, 𝜌 ∈ (0,1) sabiti ve 𝐿1 ≥ 0 vardır. Bu taktirde,  

i) 𝑇 dönüşümünün tek bir sabit noktası vardır. Yani 𝐹𝑇 =  {𝑥∗} dır. 

ii) Herhangi bir 𝑥0 ∈ 𝑋 için 𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛   𝑛 = 0,1,2, … şeklinde verilen (𝑥𝑛)𝑛=0
∞  Picard iterasyonundan 

elde edilen dizi 𝑥∗ ∈ 𝐹𝑇 ye yakınsar. 

III. ASİMPTOTİK OLARAK GENİŞLEMEYEN DÖNÜŞÜMLER İÇİN CESÀRO ORTALAMASININ 

GÜÇLÜ YAKINSAKLIĞI 

Fiziksel düşüncenin matematiksel bir gelişimi olan ergodik teori ilk olarak istatistiksel mekanik ile ilgili 

düşüncelerden ortaya çıkmıştır. Daha sonra denge problemleri, ölçü teorisi, olasılık teorisi vs. gibi bir çok alanda 

sıkça kullanılmıştır [46, 47]. 

 Ergodik teori çalışmaları fonksiyonel analiz ve toplanabilme teorisi ile ilgilidir. Ergodik teori en genel 

şekliyle aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

𝑇, 𝑋 Banach uzayı üzerinde lineer operatör ve (𝑇𝑛)𝑛∈𝑁 , 𝑇0 = 𝐼 ve  𝑇𝑛 = 𝑇𝑇𝑛−1 iterasyon dizisi olmak 

üzere,  

{
1

𝑛
∑ 𝑇𝑗

𝑛−1

𝑗=0

} 

şeklindeki dönüşüm dizilerinin yakınsaklığını ve bununla ilgili sonuçları inceler. 

Genişlemeyen dönüşümlerin önemli bir sınıfının doğal bir genellemesi olan asimptotik olarak 

genişlemeyen dönüşüm kavramı, Goebel ve Kirk tarafından ortaya konmuş ve bu dönüşüm sınıfı için ilk sabit 

nokta teoremi elde edilmiştir [48]. Bu teoremde; eğer 𝐶 bir düzgün konveks Banach uzayın boş olmayan kapalı 

konveks ve sınırlı bir alt kümesi ise, bu taktirde 𝐶 nin her asimptotik olarak genişlemeyen kendi üzerine tanımlı 

dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir. Kirk vd. ne göre; eğer bir yansımalı (reflexive) 𝐸 Banach uzayı (ve 𝐸 nin her 

bir kapalı sınırlı konveks kümeleri) genişlemeyen dönüşümler için sabit nokta özelliğine sahip ise, bu taktirde 

ayrıca bir genişlemeyen iterasyona sahip herhangi bir asimptotik olarak genişlemeyen dönüşüm de sabit nokta 

özelliğine sahip olacaktır [49]. Asimptotik olarak genişlemeyen dönüşümler kullanılarak günümüze kadar ergodik 

teori üzerine bir çok çalışma yapılmıştır. Burada ilk olarak bu konuda literatürde yer alan bazı önemli çalışmalara 

yer verilecektir. 

Baillon ilk olarak aşağıdaki lineer olmayan ergodik teoremi ispatlamıştır [18].  

Teorem 1: 𝐸 Hilbert uzayının boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi 𝐶 ve 𝐹𝑇 ≠ ∅ olacak şekilde  

𝑇: 𝐶 → 𝐶 bir dönüşüm olsun. Bu taktirde ∀𝑥 ∈ 𝐶  için,  

𝑇𝑛𝑥 =  
1

𝑛 + 1
∑ 𝑇𝑖𝑥

𝑛

𝑖=0

                                                                                                                                          (2) 

Cesàro anlamında toplanabilme 𝑇 dönüşümünün bir sabit noktasına zayıf yakınsar. 

Bruck Frechet diferansiyellenebilen normlar ile tanımlı düzgün konveks Banach uzaylarında genişlemeyen 

dönüşümler için lineer olmayan ergodik teoremini ortaya koymuştur [50]. Daha sonra genişlemeyen dönüşümler 

için Baillon’un teoremi genişletilmiştir [51]. Birçok yazar asimptotik olarak genişlemeyen dönüşümlerin Cesàro 

ortalamalarının iteratif yaklaşımı üzerinde çalışmıştır [52-54]. 

Halpern (𝑢 = 0) ilk olarak Halperen iterasyonu olarak bilinen bir genişlemeyen 𝑇 dönüşümü için aşağıdaki 

iterasyon şemasını ortaya koymuştur [34]: 

𝑢, 𝑥0 ∈ 𝐶, 𝛼𝑛 ∈ [0,1], 

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑢 + (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑥𝑛 ,   ∀𝑛 ≥ 0                                                                                                  (3) 

Son kırk yıl içinde çeşitli ek koşullarla 𝑇 nin yaklaşık sabit noktaları için bu şemanın güçlü yakınsaması 

üzerine birçok önemli araştırma yapılmıştır. Bu araştırmalarda, (3) nolu iterasyonun; 

𝛼𝑛 =  
1

𝑛𝑎
 ,   (𝑎 ∈ (0,1)) 
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şartı ile Lions tarafından [72] çalışmasında;  

i) lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 

ii) ∑ 𝛼𝑛 = ∞∞
𝑛=1  

iii) ∑ |𝛼𝑛 − 𝛼𝑛+1| < ∞∞
𝑛=1  

şartları ile Wittmann tarafından güçlü yakınsaklığı elde edilmiştir [55]. Yine (3) nolu iterasyon, bir Hilbert 

uzayında [56-58]; bir düzgün Gateaux diferansiyellenebilen normu ile düzgün konveks Banach uzaylarında 

çalışılmıştır [52].  Ayrıca, farklı çalışmalarda bir (𝑇𝑛) genişlemeyen dönüşüm dizisi için veya bir genişlemeyen 

dönüşüm yarı grubu için (3) ün güçlü yakınsaklığı elde edilmiştir [59-63]. 

Düzgün konveks ve düzgün Banach uzaylarda, Xu çalışmasında bir genişlemeyen 𝑇 dönüşümü için,  

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑢 + (1 − 𝛼𝑛)
1

𝑛 + 1
∑ 𝑇𝑗

𝑛

𝑗=0

𝑥𝑛 ,                                                                                                              (4) 

Cesàro ortalamasının (𝑥𝑛) Halpern iterasyonunun güçlü yakınsaklığını elde etmiştir [64]. 

Xu, (𝛼𝑛) ⊂ [0,1] olmak üzere  

i) lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 

ii) ∑ 𝛼𝑛 = ∞∞
𝑛=0  

iii) Ya ∑ |𝛼𝑛+1 − 𝛼𝑛|∞
𝑛=0 < ∞  ya da  lim

𝑛→∞
(

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
) = 1 

şartlarını sağlayan 

𝑥𝑛+1 =  𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑥𝑛                                                                                                             (5) 

ile verilen (𝑥𝑛) viscosity iterasyon şemasını tanımlamıştır [65]. 

Yine Xu, (𝑥𝑛) explicit iterasyonun düzgün Banach uzaylarda ki 𝑇 dönüşümün bir 𝑝 sabit noktasına güçlü 

yakınsadığını ispatlamıştır. 

Song ve Chen genişlemeyen 𝑇 dönüşümü için Cesàro anlamında (𝑥𝑛)  viscosity iterasyonunu 

𝑥𝑛+1 =  𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + (1 − 𝛼𝑛)
1

𝑛 + 1
∑ 𝑇𝑖

𝑛

𝑖=0

𝑥𝑛 ,                                                                                                      (6) 

olarak tanımlamıştır [66]. Ayrıca aynı kişiler (𝑥𝑛) dizisinin bir düzgün konveks Banach uzayında tanımlı zayıf 

dizisel sürekli dual dönüşümlerinin bazı 𝐹𝑇 sabit noktalarına güçlü yakınsadığını ispatlamışlardır.  

Yao vd. tarafından yapılan çalışmalarda, (𝑥𝑛) iterasyonunu 

𝑥𝑛+1 =  𝛼𝑛𝑢 + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛 , 𝑛 ≥ 0                                                                                                      (7) 

şeklinde tanımlanmıştır [67]. Aynı yazarlar, (𝑥𝑛) dizisinin her 𝑛 ≥ 0 için 

i) 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛 = 1 

ii) lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 ve ∑ 𝛼𝑛
∞
𝑛=0 = ∞ 

iii) lim
𝑛→∞

𝛾𝑛 = 0 

olarak verilen kontrol şartları altında 𝑇 nin bir sabit noktaya güçlü yakınsadığını ispatlamışlardır.  

Song, aşağıda ifade edilen asimptotik genişlemeyen 𝑇 dönüşümü için Cesàro anlamında Mann 

iterasyonunun güçlü ve zayıf yakınsaklığını elde etmiştir [21]: 

𝐸 düzgün Gateaux diferansiyellenebilen normu ile verilen bir düzgün konveks Banach uzay ve 𝐶, 𝐸 nin 

boştan farklı, kapalı, konveks alt akümesi olsun. 𝑥0 keyfi başlangıç değeri için asimptotik genişlemeyen 𝑇 

dönüşümün Cesàro anlamında Mann iterasyonunu aşağıdaki gibi tanımlamıştır: 

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)
1

𝑛 + 1
∑ 𝑇𝑗

𝑛

𝑗=0

𝑥𝑛   ,   𝑛 ≥ 0 ,  

olmak üzere 
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∑ 𝑏𝑛 < +∞

∞

𝑛=0

 

ve (𝛼𝑛), (0,1)  açık aralığında bir reel dizi olsun. Eğer,  

i) lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 

ii) ∑ 𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛) =  + ∞∞
𝑛=0  

iii) 0 < liminf
𝑛→∞

𝛼𝑛 ≤ limsup
𝑛→∞

𝛼𝑛 < 1 

şartlarından biri sağlanıyorsa (𝑥𝑛) nin güçlü ve zayıf yakınsaklığı ispatlanmış olur.  

Song ve Zhang tarafından yapılan bir başka çalışmada ise aşağıdaki sonuç elde edilmiştir [68]. 

𝐸 düzgün Gateaux diferansiyellenebilen normu ile verilen bir düzgün konveks Banach uzay ve 𝐶 ise 𝐸 

nin boştan farklı, kapalı, konveks bir alt kümesi olsun. 𝑇: 𝐶 → 𝐶  asimptotik olarak genişlemeyen bir dönüşüm ve 

(𝑥𝑛) ; 

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑢 + (1 − 𝛼𝑛)
1

𝑛 + 1
∑ 𝑇𝑗

𝑛

𝑗=0

𝑥𝑛    ,   𝑛 ≥ 0                                                                                             (8) 

olarak tanımlansın. Kabul edelim ki (𝛼𝑛) ∈ (0,1) dizisi aşağıdaki şartları sağlasın.  

i) lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0, 

ii) ∑ 𝛼𝑛 =   ∞∞
𝑛=0 , 

iii) 𝑏𝑛 =  
1

𝑛+1
∑ (𝑘𝑗 − 1)𝑛

𝑗=0   olmak üzere lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝛼𝑛
= 0 . 

Bu taktirde 𝑛 → ∞ , (𝑥𝑛) dizisi  𝑇  nin bazı 𝑥∗ sabit noktalarına güçlü yakınsaktır. 

Zhu ve Chen, genişlemeyen dönüşümler için Cesàro anlamında  

𝑥𝑛+1 =  𝛼𝑛𝑢 + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛

1

𝑛 + 1
∑ 𝑇𝑖

𝑛

𝑖=0

𝑥𝑛 , 𝑛 ≥ 0                                                                                             (9) 

iterasyonunu ve  

𝑥𝑛+1 =  𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛

1

𝑛 + 1
∑ 𝑇𝑖

𝑛

𝑖=0

𝑥𝑛  ,   𝑛 ≥ 0                                                                              (10) 

viscosity iterasyonunu tanımlamışlardır [19]. 

Şimdi Cesàro anlamında Halpren iterasyonun kuvvetli yakınsaklığını ortaya koyan Song’un çalışmasını 

ayrıntılı olarak inceleyelim [20]. 

Burada 𝐸, reel skaler cisim üzerinde tanımlı bir Banach uzay ve 𝐸′ ise 𝐸 nin dual uzayı olarak 

kullanılacaktır. 𝐸 den 2𝐸′
 nin içine tanımlı 𝐽 dual dönüşümü her 𝑥 ∈ 𝐸 için;  

𝐽(𝑥) =  {𝑓 ∈ 𝐸′ ∶  〈𝑥, 𝑓〉 = ‖𝑥‖‖𝑓‖ ,   ‖𝑥‖ = ‖𝑓‖}, 

olarak tanımlansın. 

𝐵𝑥(𝐸) ≔ {𝑥 ∈ 𝐸 ∶  ‖𝑥‖ = 1}  bir 𝐸 Banach uzayının birim yuvarını tanımlasın. 𝐸 nin konvekslik modülü 

ise her 𝜀 ∈ (0,2] için 

𝛿𝐸(𝜀) = inf {1 −
‖𝑥 + 𝑦‖

2
∶   ‖𝑥‖ ≤ 1, ‖𝑦‖ ≤ 1, ‖𝑥 − 𝑦‖ ≥ 𝜀} 

olarak tanımlanır.  

Her 𝜀 ∈ (0,2] için 𝛿𝐸(𝜀) > 0  ise  𝐸  Banach uzayına düzgün konveks denir. 

 

 

 



BŞEÜ Fen Bilimleri Dergisi / BSEU Journal of Science, 2023, 10(1): 236-253 

L. Cona, Ç. Kaygusuz 

 

 247 

 

Eğer 𝐸 düzgün konveks ise, bu taktirde ‖𝑥‖ ≤ 𝑟, ‖𝑦‖ ≤ 𝑟  ve ‖𝑥 − 𝑦‖ ≥ 𝜀 > 0  olacak şekilde ki her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için;  

‖
𝑥 + 𝑦

2
‖ ≤ 𝑟 [1 − 𝛿𝐸 (

𝜀

𝑟
)] 

dir. 

Tanım 1: (𝑋, ‖∙‖) normlu uzay, 𝐶 ⊂ 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝐶 → 𝐶 bir dönüşüm olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 

 ve 𝑛 ∈ ℕ için;  

‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑛𝑦‖ ≤ 𝐿‖𝑥 − 𝑦‖ 

 olacak şekilde 𝐿 > 0 mevcut ise, 𝑇 ye düzgün Lipschitz dönüşüm denir. 

Tanım 2: Bir 𝑋 Banach uzayının boş olmayan bir alt kümesi 𝐶 olsun. 𝑇: 𝐶 → 𝐶 bir dönüşüm olmak üzere  

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için,   

 ‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑛𝑦‖ ≤ 𝑘𝑛‖𝑥 − 𝑦‖ 

olacak şekilde, (𝑘𝑛) → 1, 𝑛 → ∞  koşulunu sağlayan reel sayıların bir (𝑘𝑛) ⊂ [1, ∞) dizisi var ise bu durumda 𝑇 

asimptotik genişlemeyen dönüşüm olarak ifade edilir [48]. Asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin sınıfı, 

genişlemeyen dönüşümlerin bir genellemesi olarak kabul edilir. 

Lemma 1: 𝐶, bir düzgün konveks 𝐸 Banach uzayın kapalı konveks bir alt kümesi ve 𝐹𝑇 ≠ ∅ olacak 

şekilde 𝑇: 𝐶 → 𝐶 asimptotik olarak genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Bu taktirde, ∀𝑟 > 0 için 𝐵𝑟 =
{𝑥 ∈ 𝐸: ‖𝑥‖ ≤ 𝑟} olmak üzere;  

limsup
𝑛→∞

limsup
𝑚→∞

sup
𝑥∈𝐶∩𝐵𝑟

‖
1

𝑚 + 1 
∑ 𝑇𝑗

𝑚

𝑗=0

𝑥 − 𝑇𝑛 (
1

𝑚 + 1
∑ 𝑇𝑗𝑥

𝑚

𝑗=0

)‖ = 0 

dır [53].   

Aşağıda yer alan Lemma 2 bazı yazarlar tarafından ispatlanmış ve kullanılmıştır. İspatın detayları için [64, 

69, 70] kaynaklarına bakınız. 

Lemma 2: ∑ 𝑡𝑛 = ∞∞
𝑛=0   ve  limsup

𝑛→∞
𝑐𝑛 ≤ 0  olmak üzere (𝑎𝑛) dizisi; 

𝑎𝑛+1 ≤ (1 − 𝑡𝑛)𝑎𝑛 + 𝑡𝑛𝑐𝑛 ,   ∀𝑛 ≥ 0 

koşulunu sağlayan negatif olmayan reel sayıların bir dizisi olsun. Şu halde (𝑎𝑛) , 𝑛 → ∞ iken sıfıra 

yakınsaktır.  

Düzgün konveks bir Banach uzayın geometrik özelliklerinin yardımıyla [52] nin Lemma 4’ü ve [71] in 

Lemma 1’i bir Hilbert uzaydan bir düzgün konveks Banach uzaya genişletebilir [20]. 

Lemma 3: 𝐶, bir düzgün konveks 𝐸 Banach uzayının boş olmayan kapalı, konveks bir alt kümesi olsun. 

Ayrıca,  (𝑘𝑛) ∈ [1, +∞) olmak üzere 𝑇: 𝐶 → 𝐶 asimptotik genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Kabul edelim ki 𝐶 

de sınırlı (𝑥𝑛) dizisinin; 

lim
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘+1 −
1

𝑛𝑘 + 1
∑ 𝑇𝑗𝑥𝑛𝑘

𝑛𝑘

𝑗=0

‖ = 0 

koşulunu sağlayan bir (𝑥𝑛𝑘
) alt dizisi mevcut olsun. Her 𝑧 ∈ 𝐶 için;   

ℎ(𝑧) =  lim
𝑘→∞

𝑠𝑢𝑝‖𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧‖ 

olsun. Bu taktirde, 

ℎ(𝑥) = inf
𝑧∈𝐶

ℎ(𝑧)  ve  𝑥 = 𝑇𝑥 

olacak şekilde bir tek 𝑥 ∈ 𝐶 mevcuttur. 

Teorem 2: Düzgün Gateaux diferansiyellenebilen normu ile verilen bir düzgün konveks 𝐸 Banach uzayın 

boş olmayan kapalı, konveks bir alt kümesi 𝐶 ve 𝑇: 𝐶 → 𝐶, ( 𝑘𝑛) ile birlikte verilen asimptotik olarak genişlemeyen 

bir dönüşüm olsun. (𝑥𝑛), 
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𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑢 + (1 − 𝛼𝑛)
1

𝑛 + 1
∑ 𝑇𝑗𝑥𝑛

𝑛

𝑗=0

                                                                                                           (11) 

olarak tanımlansın. Kabul edelim ki 𝑏𝑛 =  
1

𝑛+1
∑ (𝑘𝑗 − 1)𝑛

𝑗=0  olmak üzere 𝛼𝑛 ∈ (0,1) dizisi 

i) lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 , 

ii) ∑ 𝛼𝑛 = ∞∞
𝑛=0  , 

iii) lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑎𝑛
= 0 , 

şartlarını sağlansın. Bu taktirde 𝑛 → ∞ iken  (𝑥𝑛) dizisi  𝑇 nin bazı 𝑥∗ sabit noktalarına kuvvetli yakınsaktır [20]. 

İspat: 𝑝 ∈ 𝐹𝑇 alalım. lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝛼𝑛
= 0  olduğundan her 𝑛 ≥ 𝑁 için 𝑁 ∈ ℕ doğal sayısı vardır öyleki  

𝑏𝑛

𝛼𝑛
 ≤

1

2
 

dir. 

‖𝑥𝑁 − 𝑝‖ ≤ 𝑀 ve ‖𝑢 − 𝑝‖ ≤
𝑀

2
  

olacak şekilde, yeterince büyük 𝑀 > 0 sabiti seçelim.  

∀𝑛 ≥ 1 için tümevarımı kullanarak ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤  𝑀 olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki bazı 𝑛 >1 için 
‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ ≤ 𝑀  olsun. Göstermek istiyoruz ki ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝑀 dir. (11) iterasyonu ve 𝑇 nin asimptotik olarak 

genişlemeyen bir dönüşüm olduğu kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ (1 − 𝛼𝑛)
1

𝑛 + 1
∑‖𝑇𝑗𝑥𝑛 − 𝑝‖

𝑛

𝑗=0

+ 𝛼𝑛‖𝑢 − 𝑝‖ 

             ≤  𝛼𝑛‖𝑢 − 𝑝‖ + (1 − 𝛼𝑛)𝑏𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + (1 − 𝛼𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

elde edilir. Burada 𝛼𝑛 ∈ (0,1) ve  
𝑏𝑛

𝛼𝑛
 ≤

1

2
 olduğundan  

           ≤
𝑀

2
𝛼𝑛 +

𝛼𝑛

2
 𝑀 + (1 − 𝛼𝑛)𝑀 

           = 𝑀 

olarak bulunur. Böylece, (𝑥𝑛) dizisinin sınırlılığını ispatlamış oluruz. 

𝑇𝑛 =  
1

𝑛+1
∑ 𝑇𝑗𝑛

𝑗=0  olsun. Böylece ‖𝑇𝑛𝑥𝑛 − 𝑝‖ ≤  (1 + 𝑏𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ olduğundan (𝑇𝑛𝑥𝑛) nin sınırlılığını elde 

ederiz. Öte yandan, (11) de her iki taraftan 𝑇𝑛𝑥𝑛 çıkartılıp gerekli düzenlemeler yapılarak limit alınırsa; 

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛+1 − 𝑇𝑛𝑥𝑛‖ = lim
𝑛→∞

𝛼𝑛‖𝑢 − 𝑇𝑛𝑥𝑛‖ = 0                                                                                               (12)                                                                                     

elde edilir. ∀𝑧 ∈ 𝐶 için ℎ(𝑧) = 𝑙𝑖𝑚 sup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖  olsun. Bu taktirde Lemma 3 den;  

ℎ(𝑥∗) = inf
𝑧∈𝐶

ℎ(𝑧) ve 𝑥∗ = 𝑇𝑥∗ 

olacak şekilde bir tek 𝑥∗ ∈ 𝐶 nın mevcut olduğu görülür. İddia ediyoruzki;  

limsup
𝑛→∞

 〈𝑢 − 𝑥∗ , 𝐽(𝑥𝑛+1 − 𝑥∗)〉 ≤ 0                                                                                                                   (13) 

dır. Aslında,   

limsup
𝑛→∞

〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛+1 − 𝑥∗)〉 =  lim
𝑘→∞

〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑥∗)〉 = 𝑐                                                      (14) 

olacak şekilde (𝑥𝑛+1) dizisinin bir (𝑥𝑛𝑘+1) alt dizisini alabiliriz. Her 𝑧 ∈ 𝐶 için 𝑓(𝑧) = limsup
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧‖ olsun. 

Bu taktirde Lemma 3 ten; 

𝑓(𝑥) = inf
𝑧∈𝐶

𝑓(𝑧) ve  𝑥 = 𝑇𝑥 

olacak şekilde bir tek 𝑥 ∈ 𝐶  vardır. Şimdi 𝑥∗ = 𝑥 olduğunu gösterelim. 𝑝 ∈ 𝐹𝑇 için; 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤  ‖𝑥𝑛+1 − 𝑇𝑛𝑥𝑛‖ + ‖𝑇𝑛𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

             ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑇𝑛𝑥𝑛‖ + (1 + 𝑏𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 
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dır. Herhangi bir (𝑛𝑘) ⊂ (𝑛) için (12) kullanılarak;  

limsup
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑝‖ ≤ limsup
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘
− 𝑝‖                                                                                                         (15) 

elde edilir.  

ℎ(𝑝) =  limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ = lim
𝑗→∞

‖𝑥𝑛𝑗+1 − 𝑝‖ 

olacak şekilde (𝑥𝑛) nin bir (𝑥𝑛𝑗
) alt dizisini seçebiliriz. 𝑛𝑗 > 𝑛𝑘 olduğu zaman (15) den;  

ℎ(𝑝) =  limsup
𝑗→∞

‖𝑥𝑛𝑗+1 − 𝑝‖ ≤ limsup
𝑗→∞

‖𝑥𝑛𝑗
− 𝑝‖ 

≤     ⋮ 

                                                                   ≤ limsup
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘+2 − 𝑝‖ 

                                                                   ≤ limsup
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑝‖ 

                                                   = 𝑓(𝑝) 

elde edilir. Açık olarak,  

𝑓(𝑝) = limsup
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑝‖ 

           ≤ limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ 

          = ℎ(𝑝) 

dır. Böylece her 𝑝 ∈ 𝐹𝑇 için;  

𝑓(𝑝) = ℎ(𝑝) 

dır. 𝑥, 𝑥∗ ∈ 𝐹𝑇 olduğundan 𝑓(𝑥) = ℎ(𝑥 ) ve  𝑓(𝑥∗) = ℎ(𝑥∗)  elde ederiz ve böylece bir tek olarak;  

𝑥 = 𝑥∗ ve  𝑓(𝑥∗) =  inf
𝑧∈𝐶

𝑓(𝑧) 

dir. Verilen herhangi bir 𝑡 ∈ (0,1) için; 

𝑧𝑡 =  𝑥∗ + 𝑡(𝑢 − 𝑥∗) = (1 − 𝑡)𝑥∗ + 𝑡𝑢 

alınır. Bu durumda lim
𝑡→0

𝑧𝑡 =  𝑥∗ ve 𝐶 konveks olduğundan 𝑧𝑡 ∈ 𝐶 dir ve böylece 𝑓(𝑥∗) ≤ 𝑓(𝑧𝑡) dir. 

𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧𝑡 =  (𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑥∗) − 𝑡(𝑢 − 𝑥∗) 

olduğundan, 

‖𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧𝑡‖
2

=  〈𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧𝑡)〉 − 𝑡〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧𝑡)〉 

                            ≤
‖𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑥∗‖

2
+ ‖𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧𝑡‖

2

2
− 𝑡〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧𝑡)〉 

dir. Bu taktirde,  

‖𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧𝑡‖
2

≤ ‖𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑥∗‖
2

− 2𝑡〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧𝑡)〉 

dir. Şu halde  

limsup
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧𝑡‖
2

≤ limsup
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑥∗‖
2

− 2𝑡 liminf
𝑘→∞

 〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧𝑡)〉 

olup, yani 

liminf
𝑘→∞

 〈𝑢 − 𝑥∗   𝐽(𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧𝑡)〉 ≤  
𝑓2(𝑥∗) − 𝑓2(𝑧𝑡)

2𝑡
≤ 0                                                                             (16) 

olur. Öte yandan, 𝐽 sınırlı küme üzerinde düzgün sürekli ve lim
𝑡→0

𝑧𝑡 =  𝑥∗ olduğundan herhangi bir 𝜀 > 0, en az 

bir 𝛿 > 0, her 𝑡 ∈ (0, 𝛿) ve her 𝑘 için; 



BŞEÜ Fen Bilimleri Dergisi / BSEU Journal of Science, 2023, 10(1): 236-253 

L. Cona, Ç. Kaygusuz 

 

 250 

 

〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑥∗)〉 < 〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧𝑡)〉 + 𝜀 

dır. (16) dan; 

liminf
𝑘→∞

 〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑥∗)〉  ≤ liminf
𝑘→∞

 〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑧𝑡)〉 + 𝜀 ≤ 𝜀 

olduğu görülür. 𝜀 keyfi olduğu için;  

liminf
𝑘→∞

 〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑥∗)〉 ≤ 0 

elde ederiz. (14) den,  

𝑐 =  liminf
𝑘→∞

 〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑥∗)〉 ≤ 0 

dir. Böylece (13) ispatlanmış olur. Şimdi biz (𝑥𝑛) ⟶ 𝑥∗ olduğunu gösterelim. Aslında, 𝑇 nin asimptotik 

genişlemeyen dönüşüm olduğu ve 𝑏𝑛 nin tanımı kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

‖𝑇𝑛𝑥𝑛 − 𝑥∗‖ ≤
1

𝑛 + 1
∑‖𝑇𝑗𝑥𝑛 − 𝑥∗‖

𝑛

𝑗=0

 

                         ≤  
1

𝑛 + 1
∑ 𝑘𝑗‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖

𝑛

𝑗=0

 

=  (𝑏𝑛 + 1)‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖  

olur. (11) eşitliğinden;  

‖𝑥𝑛+1 − 𝑥∗‖2 = 𝛼𝑛〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛+1 − 𝑥∗)〉 + (1 − 𝛼𝑛)〈𝑇𝑛𝑥𝑛 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛+1 − 𝑥∗)〉 

                                          ≤ 𝛼𝑛〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛+1 − 𝑥∗)〉 + (1 − 𝛼𝑛)‖𝑇𝑛𝑥𝑛 − 𝑥∗‖‖𝑥𝑛+1 − 𝑥∗‖ 

                                          ≤  𝛼𝑛〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛+1 − 𝑥∗)〉 + (1 − 𝛼𝑛)(𝑏𝑛 + 1)‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖‖𝑥𝑛+1 − 𝑥∗‖ 

                             ≤ 𝛼𝑛〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛+1 − 𝑥∗)〉 + (1 − 𝛼𝑛)
(𝑏𝑛 + 1)2‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖2 + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥∗‖2

2
 

elde edilir. Böylece,  

‖𝑥𝑛+1 − 𝑥∗‖2 ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖2 + (1 − 𝛼𝑛)[(𝑏𝑛 + 1)2 − 1]‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖2 

                               +2𝛼𝑛〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛+1 − 𝑥∗)〉 

                          ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖2 +  𝑏𝑛(𝑏𝑛 + 2)‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖2 

                              +2𝛼𝑛〈𝑢 − 𝑥∗ ,   𝐽(𝑥𝑛+1 − 𝑥∗)〉 

olup,  𝛾𝑛 =
𝑏𝑛

𝛼𝑛
(𝑏𝑛 + 2)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖2 + 2〈𝑢 − 𝑥∗ , 𝐽(𝑥𝑛+1 − 𝑥∗)〉 olmak üzere, 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑥∗‖2 ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖2 + 𝛾𝑛𝛼𝑛                                                                                                 (17) 

dir. (13) eşitsizliği ile birlikte (𝑥𝑛) dizisinin sınırlılığı ve lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝛼𝑛
= 0  koşulundan 

limsup
𝑛→∞

𝛾𝑛 ≤ 0 

olduğu görülür. (17) eşitsizliğine Lemma 2 uygulanarak, (𝑥𝑛) ⟶ 𝑥∗ sonucunu elde ederiz. Bu ise ispatı tamamlar.  

Sonuç 1: Bir düzgün Gateaux diferansiyellenebilen normu ile verilen bir düzgün konveks Banach uzayın 

boştan farklı kapalı konveks bir alt kümesi 𝐶 olsun. 𝑇: 𝐶 → 𝐶 genişlemeyen bir dönüşüm ve (𝑥𝑛) ise (11) de 

tanımlanan dizi olsun. Kabul edelim ki 𝛼𝑛 ∈ (0,1) dizisi 

i) lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 , 

ii) ∑ 𝛼𝑛
∞
𝑛=0 = ∞ , 

şartlarını sağlasın. Bu taktirde, (𝑥𝑛) , 𝑛 → ∞ dizisi 𝑇 nin bazı 𝑥∗ sabit noktalarına güçlü yakınsar. 
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IV. SONUÇLAR 

Bu çalışmada, toplanabilme, iterasyon yöntemleri ve ergodik teorinin genel bir literatür taraması 

yapılmıştır. Elde edilen bulgular derleme olarak sunulmuştur. Yapılan çalışma sonucunda; 

Farklı tipte iterasyon yöntemleri için sabit nokta yaklaşımları yapıldığı, 

İterasyon yöntemleri ve toplanabilme metodları ile ergodik teoride önemli sonuçlar elde edildiği, 

Ayrıca asimptotik genişlemeyen dönüşümler için Cesàro ortalamasının güçlü ve zayıf yakınsama 

koşullarının ortaya konduğu, 

tespit edilmiştir.  

Tüm bu teorik çalışmalar ise uygulamalı matematikte denge problemi, finansal ekonomi, optimizasyon ve 

operatör araştırmaları v.s. gibi birçok alanda yaygın bir şekilde kullanılmaktadır. 
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