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Oz

Bu makalede, ilk olarak toplanabilme teknikleri ve iterasyon yontemleri arastirilmistir. Ayrica, bazi iterasyon
yontemleri i¢in Cesaro anlaminda toplanabilme teknigine bagli olarak ergodik teori iizerine yapilan galigmalar
incelenmistir. Son olarak asimptotik genislemeyen doéniisiimler i¢in Halpren iterasyonu ile Cesaro ortalamasinin
gliclii yakinsaklig {izerine yapilan bir ¢alisma irdelenmistir.
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ABSTRACT

In this article, firstly, summability techniques and iteration methods are investigated. In addition, studies on
ergodic theory which are related to the Cesaro mean summability technique are examined for some iteration
methods. Finally, a study on the strong convergence the Cesaro mean with the Halpren iteration for asymptotic
non-expanding transformations is discussed.
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. GIRIiS

Seriler, iraksak ve yakinsak olarak iki gruba ayrilirlar. Bir serinin kismi toplamlar dizisi bir limit degerine
sahip ise bu seri yakinsaktir. Kismi toplamlar dizisinin limiti yoksa bu seri iraksak bir seridir. Literatiir
incelendiginde 17. yiizyil 6ncesinde 1raksak seriler ile ilgili calismalar yapildig1 goriilmistiir, ancak 1raksak serileri
ilk kullanan aragtirmacilar Newton ve Leibnitz’dir. 17. ylizyilin sonlarinda Grandi seriler hakkindaki ilk tartismay1

1-14+1-1+4+1-1++--
serisi ile baglatmigtir. Grandi, 1703 yilindaki ¢alismasinda;

1
——=1—-x+x?-x3+x*
1+x

serisinde x = 1 yazarak % sonucunu bulmustur [1]. Yine 17. yiizyilda Bernoulli sezgisel argiimanlar kullanarak

wraksak serilere deger bulmaya calismigtir. 18. yiizyllda matematikciler iraksak serilerin tam degerinin
olamayacagini belirterek daha ¢cok yakinsak sonsuz seriler iizerinde galismislardir. Cauchy, 1821 yilinda serilerin
yakimsakligini formiilize etmistir ve Algebric Analysis kitabinda bunlara yer vermistir [2].

Cesaro, 1890 yilinda Hardy’nin Divergent Series adl1 kitabinda 1raksak serileri toplayabilmenin temelini
atan ilk matematik¢i olmustur [3]. Cesaro, ). a,, serisinin kismi toplamlar dizisi (s,,) olmak iizere; “(s,) kismi
toplamlar dizisinin aritmetik ortalama dizisi bir s degerine yakinsar ise Y a,, serisi de ayni s degerine yakinsar”
seklinde ifade eder. Bu ifadeye Cesaro toplanabilirlik denir ve (C, 1) seklinde gosterir [3].

Flett, 1957 yilinda « inc1 mertebeden Cesaro toplanabilmeyi tanimlamistir [4]. 1969 yilinda ise mutlak
toplanabilme tanimini vermistir [5]. Toplanabilme g¢arpanimi Kishore ve Hotta tanimlamuslardir [6]. |A]
toplanabilme tanimini alt iggensel matrislerden yararlanarak Tanovic-Miller yapmistir [7].

Geligen literatiirde Cesaro toplanabilmenin yani sira daha genel olan Riesz, Norlund, Borel, Euler matris
metotlarini tanimlanmglardir [8]. Bu metotlarin diginda yine Hausdorf, Abel ve Tauber gibi baz1 toplanabilme
metotlar1 da mevcuttur [9]. Ancak genel olarak bir toplanabilme metodunun kabul gérmesi i¢in bazi saglamasi
gereken Ozellikler vardir:

e Regiilerlik: Toplanabilme metodu sonunda bulunan deger, serinin yakinsadigi degerle ayni olmalidir.
¢ Genisletme: Belirsiz 1raksak serilerin en az birini toplayabilen bir toplama metodu olmalidir.
o Tutarlilik: Farkli iki toplanabilme metodu bir 1raksak seriye uygulandiginda ayni sonu¢ bulunmalidir.

Galileo “Doganin muazzam kitabinin dili matematiktir” ciimlesini kullanmistir. Tarih boyunca bilimsel
bilgi Kimya, Fizik, Tip, Bilgisayar ve Ekonomi gibi degisik isimlerle karsimiza ¢ikmigtir. Bu bilimsel bilgiler
kendi i¢lerinde ya da birinin digeri ile iliskisi sonucunda soyut veya pratik bir¢ok problem kapsamaktadir. Bu tiir
problemlerin matematiksel modellerinin ¢6ziimiinde bilinmeyenleri belirlemek icin cebirsel, fonksiyonel,
diferansiyel ve integral denklemlerin kullanildig1 bir¢cok ydntem mevcuttur. Galileo’nun yukaridaki s6zii bize
matematigin giinliik hayattaki 6nemini bir kez daha hatirlatmigtir. Toplanabilme teorisi ise analiz ve uygulamali
matematikte sik¢a kullanilmaktadir.

Sabit nokta teorisi, diferansiyel denklemler, integral denklemler, dinamik programlama ve kismi
diferansiyel denklemler ve sistem analizine ait birgok problemin ¢6ziimii ile ilgili arastirmalarda oldukg¢a kullanislt
bir yontemdir. Sabit nokta teorisi, yaklasim teorisi, oyun teorisi, matematiksel ekonomiler ve uygulamali
bilimlerdeki problemlere de uygulanabilir. Ayrica, optimizasyon, hesaplama algoritmalari, ekonomi, fizik, denge
problemleri gibi bir¢ok bilimsel alanda kullanilan 6énemli bir teoridir [10-15]. Sabit noktanin, bir tek ve kesin
hesaplama ile elde edilebilir olmasi biiylik yarar saglamis olsa da, doniisiimiin daralma olma kosulu teoremin
uygulamalarinda 6nemli zorluklar getirmistir. Bu nedenle birgok bilim insani, bu teoremde uzayin yapisin
genellestirerek veya yeni doniisiim siniflart tanimlayarak, bu teoremin farkli genellestirmelerini elde etmislerdir
[16, 17]. Bu konuda yapilan ¢alismalara ayrmtili olarak ikinci boliimde yer verilecektir.

Iterasyon dizisi yakinsak olmasi durumunda dizinin limit noktas1 déniisiimiin sabit noktasidir. Mann,
Cesaro matrisini kullanarak elde edilen iterasyon dizisinin klasik anlamda yakinsak oldugunu gdstermistir.
Bdylece 1raksak iterasyon dizilerinin yakinsakligini hesaplamak i¢in toplanabilme yontemini ortaya koymustur
[17]. Daha sonra birgok arastirmaci farkli iterasyonlarla Cesaro anlaminda giiglii ve zayif yakinsaklik iizerine
caligmalar yapmislardir [18-21]. Literatiirde Ergodik teori olarak bilinen ve oldukca genis uygulama alanina sahip
olan bu konuda yapilan bir¢ok ¢aligsmaya ayrintili olarak ii¢lincii boliimde yer verilecektir.

Il. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde sirasiyla fonksiyonel analiz, toplanabilme, sabit nokta ve iterasyon yontemleri ile ilgili bazi
temel kavramlara yer verilmistir.
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A. Fonksiyonel Analizin Temel Kavramlar
Tamm 1: L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. Vx,y € Lve A2 € F igin;
+: LXL->L
(y)=>x+y
- FXL->L
1y) - Ay
fonksiyonlar1 tanimlansin. Vx,y,z € L ve A, € F igin;
L) x+y=y+x
(L2) x+y)+z=x+y+2)
(L3) Herx € L igin x + 6 = 6 + x = x olacak sekilde bir 8 € L vardur.
(L4) Herx € Ligin x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde bir (—x ) € L vardur.
(L5) A+ B)x = Ax + Bx
(L6) A(x+y) =Ax+ Ay
(L7) (B)x = A(Bx)
(L8) 1x=x
saglaniyorsa L kiimesine, FF cismi iizerinde bir lineer uzay denir [22].

Tanmim 2: L, F cismi iizerinde bir lineer uzay ve M, L nin bir alt kiimesi olsun. Eger her x,y € M ve her
a,B € Ficin ax + yf € M ise, M ye L nin bir lineer alt uzay1 denir. Kisaca alt uzay da denir [22].

Tamm 3: L ve M, F cismi iizerinde iki lineer uzay olmak iizere her x,y € L ve a € F igin,
T(ax + By) = aT(x) + T (y)

esitligi var ise, T: L — M fonksiyonuna bir lineer doniigiim denir [23].

Tamm 4: L, F cismi lizerinde bir lineer uzay olmak {izere;

I+ L - R*

fonksiyonu, Vx,y € L ve a € F i¢in,

(N,) llx]l = 0,

(No) llx]| =0 &x =96,

(N3) llax|l = lalllxIl,

(N llx +yll < llxll + llyll,

kosullarini sagliyorsa, ||-]| fonksiyonuna L tizerinde bir norm ve (L, ||-]|) ikilisine de normlu uzay (normlu
lineer uzay) adi verilir [22].

Tamm 5: (L, ||-||) normlu uzayinda bir dizi (x,,) olsun. Her ¢ > 0 igin n > ny(¢) oldugunda ||x,, — x| <
€ olacak sekilde bir ny(e) € N dogal sayisi mevcutsa, (x,,) dizisine L de yakinsak dizi denir. limx,, = x veya
n

(xn) = x,n - oo seklinde gosterilir [26].

Tamm 6: (x,,), (L, |||l) normlu uzayinda bir dizi olmak {izere, her € > 0 i¢in m,n > ny(e) oldugunda
[, — x5 ]l < € olacak sekilde bir ny(e) € N dogal sayisi mevcutsa, (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [23].

Tamm 7: (L, ||-]|) normlu uzaymda her Cauchy dizisi L deki bir noktaya yakinsak oluyorsa, bu durumda
(L, |Il) normlu uzayina tam normlu uzay denir [22].

Ornek 1: R alisilmis norma gore tamdir.
Ornek 2: C alisilmis norma gore tamdir.

Tamm 8: (L, ||-]|) normlu lineer uzayi olsun. L, d(x,y) = ||x — y|| norm metrigine gore tam uzay ise,
bu uzaya Banach uzay adi verilir [26].
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Tanim 9: L, F cismi iizerinde bir lineer uzay olmak iizere, f: L — F lineer doniigiimiine lineer fonksiyonel
denir. Buradan anlagilacagi gibi lineer fonksiyonel, kompleks ya da reel degerli lineer bir doniigiim olur [24].

Tammm 10: L, F cismi iizerinde bir normlu uzay olmak iizere L iizerinde tanimli tiim sinirli lineer
fonksiyonellerden olusan Banach uzayina, L nin normlu duali denir. L' seklinde ifade edilir [24].

Tamm 11: L' Banach uzaymin normlu duali L = (L)’ uzaymna, L nin ikinci duali denir. Ikinci dual uzay
da bir Banach uzaydir [24].

Tamm 12: L, F cismi {izerinde bir normlu uzay olsun. Eger L = L" ise L uzayina yansimali (reflektif)
uzay denir [24].
Tamm 13: (L, ||-||) normlu uzayinda bir dizi (x,,) olsun. Eger,

lim x, = x

n—-oo

K
olan x € L varsa, (x,) dizisi x e kuvvetli yakinsaktir denir. Kisaca (x,) = x, n — oo ile gosterilir [22].

Tamm 14: (L, ||-]|) normlu uzayinda bir dizi (x,,) olsun. Eger her f € L' igin

lim f(xn) = f(x0)

n—-oo
olmak tizere bir x, € L eleman1 varsa (x,,) dizisi x, a zayif yakinsaktir denir [22].
Tamm 15: Bir E Banach uzayinin birim yuvari B, (E) := {x € E : ||x|| = 1} olarak tanimlasin. Eger x €
B, igin;
llx + tyll — Il
t

limiti var ise, bu durumda L uzaymin normu x € B, noktasinda Gateaux diferansiyellenebilir olarak ifade edilir.

B, in her bir noktasinda Gateaux diferansiyellenebilir ise bu durumda L ye Gateaux diferansiyellenebilirdir denir.
||X+tyt||—||x|| limiti

d .
7 Ul + 91D o = lim

Her y € B, igin ltin(}
diferansiyellenebilirdir denir [25].

X € B, den bagimsiz olarak mevcut ise, L ye diizgiin Gateaux

B. Toplanabilme ile Ilgili Temel Kavramlar
Bu kesimde toplanabilme ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir.

Tamm 1: F = (R veya C) bir cismi ve (s,), Y. a, serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. n,k = 1,2,...
icin a,, € F olmak sart1ile A = (a,,) sonsuz matrisi verilsin. Ote yandan, (s,) dizisinden (E,)) dizisine bir
doniisim,;

[ee)
E, = Z Ank Sk

k=0

seklinde tanimlansin. Bu taktirde (E,,) dizisine, (s,) kismi toplamlar dizisinin A — doniistim dizisi, A ya ise diziden
diziye bir doniisiim ad1 verilir [22].

Tamm 2: Herhangi bir A = (ay); n,k = 1,2,... matrisi verilsin. A matrisi ile olusturulan doniisiim
yakinsak olan her diziyi yine yakinsak olan bir diziye doniistiiriiyor ve ayni zamanda limiti de koruyorsa, A
matrisine regiilerdir denir. Regiiler matrislerin smifi (c, ¢),og ile gosterilir [9].

Simdi yukaridaki regiilerlik tanimin1 karakterize eden ve Silverman—Toeplitz Teoremi olarak bilinen
teoremi ifade edelim [9].

Teorem 1: Bir A = (ay,) n,k = 1,2, ... matrisi regiilerdir, ancak ve ancak
i) Vk iginlim a,, =0

i) Tim 7 ay = 1

i) v igin 22|, | < oo,

Tamm 3: Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir Y} a,, serisi verilsin. A = (a,;) matrisi yardimyla (s,,)
kismi toplamlar dizisinin (E,,) doniisiim dizisi
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(o]
E, = z Ank Sk
k=0

seklinde tamimlansin. Eger lim E,, = s ise ), a,, serisine (yani (s, ) dizisine) s degerine A toplanabilirdir
n—-oco
denir [27].

Tamm 4: Kismi toplamlar dizisi (s,,) olan bir Y, a,, serisi verilsin. (s, ) kismi toplamlar dizisinin matris
elemanlar1

1
, v<n icin
anvz{n-l-l ¢
0 , v>n igin

ile verilen A matrisi ile olusturulan (b,,) doniisiim dizisi;

n
1
bn = n+1zs”
v=0

olarak tanimlanirsa, buna Cesaro ortalama denir ve (C, 1) ile gosterilir;

lim b, = s

n—-oo
ise Y a, serisi s degerine (C, 1) toplanabilirdir denir [27].

Tanim 5:

n
1
bn = n+1zs"
v=0

seklinde tanimlansin. Eger,

Zlbn - bn—ll <
n=1

ise Y a, serisi |C, 1| toplanabilirdir denir [28].

Tamm 6: (p,,) ,

n
Pn:va - 00, n—o>o
v=0

sartin1 saglayan pozitif sayilarin bir dizisi olacak sekilde (s,,) dizisinden (r;,) dizisine

1 n
h = Ezopvsv
v=

olarak tanimlanan (r;,) dizisine Riesz ortalamasi veya Riesz doniisiimii denir ve (R, p,,) seklinde gosterilir [29].
Tamm 7: Kismi toplamlar dizisi s = (s,,) olan Y, a,, serisi verilsin.
Pn:p0+p1+p2+"'+pn *0 (n=0,1,2,)

ve

n
. = PnSo + Pn-151 + -+ DoSn lz <
n Pn Pn pn—v v
v=0

olmak tizere
limn =s

n—-oo

ise (sy) dizisi s degerine (N, B,) — limitlenebilir veya Np limitlenebilir (N6rlund limitlenebilir) denir [27].
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C. Sabit Nokta ve fterasyon Yontemleri

Banach’in 1922 de ortaya koydugu sabit nokta teoremi (Banach daralma prensibi), 6zellikle 20. ylizyilin
ikinci yarisinda birgok arastirmacinin gelistirdigi iterasyon yontemleri, daralma doniistimleri ve farkli uzay
secimleri ile bir¢ok sabit nokta teoremlerinin tanimlanmasina olanak saglamistir. Zamanla bu gelismeler konunun
literatiire sabit nokta teorisi olarak yerlesmesine neden olmustur [16, 20, 21].

Lineer olmayan problemlerin ¢dziimiinde, iterasyon yontemleri olduk¢a yaygimn kullanilan ¢ok faydali
matematiksel bir yontemlerdir. Iterasyon yontemi Liouville tarafindan tanitilmis ve Cauchy tarafindan
kullanilmustir [2, 16]. Banach’in sabit nokta teoreminde kullandigi ve baslangi¢c deger problemlerinin varlik ve
teklik ispatinda kullanilan bu yontem, ilk olarak Picard tarafindan sistematik olarak gelistirildi [30]. Literatiire
bakildiginda hem sabit nokta teorisi hem de iterasyon yontemleri lizerine yapilan ¢aligmalara paralel olarak birgok
iterasyon yonteminin gelistirildigi goriilmektedir.

Simdi sabit nokta teorisi ile ilgili tanim, teorem ve sik kullanilan doniisiim siniflari ile gesitli iterasyon
yontemleri verilecektir.

Tamm 1: X # @ bir kiime ve T: X — X doniisiimii verilsin. Bu taktirde,
Tx =x

sartin1 saglayan bir x € X varsa, bu x noktasma T nin sabit noktasi (fixed point) denir. T doniisiimiiniin sabit
noktalarinin kiimesi Fr, F(T) ya da Fix(T) seklinde gosterilir [31]. Bu c¢alisma boyunca F; gosterimi
kullanilacaktir.

Ornek 1: X = [0,1] ve T:X = X, Tx = x? ise F; = {0,1} olur.

Tanmm 2: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniigiim olsun. Vx, y € X igin;

d(Tx,Ty) < 2d(x,y)

olacak sekilde bir A > 0 sayist mevcut ise T ye bir Lipschitz doniistimii denir [31].

Tanmim 3: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir Lipschitz doniisiimii olmak tizere Vx,y € X igin,
d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise T ye bir genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir [31].

Tamm 4: (X, d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olmak tizere x,y € X ve x # y i¢in,
d(Tx,Ty) <d(x,y)

ise T ye kesin daralma (strict contraction) doniisiimii denir [31].

Tamm 5: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir Lipschitz donlisiimii olmak tizere, Vx,y € X i¢in,
d(Tx,Ty) < Ad(x,y)

kosulunu saglayan en az bir 1 € [0,1) sayis1 varsa, T daralma (contraction) doniisiimii olarak adlandirilir
[31].

Yukarida tanimlanan doniisiimler arasinda,
Daralma = Kesin Daralma = Genislemeyen = Lipschitz
seklinde bir bagnt1 vardir.

Asagida bir iterasyon yonteminin en genel sekildeki tanimi verilerek, en yaygimn kullanilan bazi iterasyon
yontemleri tanitilacaktir.

(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun, en genel sekli ile bir sabit nokta iterasyon yontemi,
f bir fonksiyon olmak iizere

{ Xy € X, "
x‘l’l+1 = f(T’xn); n= 0,1,2,

olarak tanimlanir.

Tanmim 6: (1) ile verilen ifade de her n € N i¢in Picard iterasyonu (ardisik yaklasiklar dizisi)
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Xni1 = f(T,%,) = Tx,
seklinde tanimlanir [30].

Picard iterasyon yontemi, baslangig¢ deger problemleri ve integral denklemlerinin ¢6ziimii i¢in oldukg¢a
kullanight bir yontemdir. Picard iterasyonunun genislemeyen (nonexpansive) doniisiimlerin sabit noktasina
yakinsamadaki problemi Krasnoselskii agagidaki iterasyon yontemi ile ortadan kaldirmigtir [32].

Schaefer, Krasnoselskii iterasyon yontemini genellestirmistir [33].

Genislemeyen (nonexpansive) doniisiimlerin sabit noktalarina yaklagirken kullandigimiz en genel
iterasyon Mann iterasyon yontemidir. Bu yontem Krasnoselskii iterasyonundan yaklagik iki yil dnce bir matris
formunda tanimlanmasina ragmen, sekilsel olarak Krasnoselskii iterasyonunun genellestirilmis bir seklidir.

Tamm 7 (Mann iterasyon Yontemi): (a,) < [0,1] sartin1 saglayan bir reel say1 dizisi olmak iizere (1)
ile verilen ifadede Vn € N i¢in Mann iterasyonu;

{ Xy € X,
Xni1 = f(T,x) = (1 — ap)xn + a,Txy
seklinde tanimlanir (Mann, 1953).

Tamim 8 (Halpern iterasyon Yontemi): x, € X,u € X, (x,)) c [0,1] sartin1 saglayan bir reel say1 dizisi
olmak tizere (1) ile verilen ifadede Vn € N i¢in Halpern iterasyonu;

Xny1 = Quu + (1 — a)Tx,
seklinde tanimlanir [34].

Asagida verilen ve sabit nokta teoriside yaygin bir sekilde kullanilan Ishikawa iterasyon yontemi, 1974
yilinda ilk olarak Shiro Ishikawa tarafindan gelistirildi [35].

Tamm 9 (Ishikawa iterasyon Yontemi): Vn € N icin (a,,), (8,) < [0,1] sartlarmi saglayan reel say1
dizileri olmak tizere (1) ile verilen ifadede Ishikawa iterasyonu;

{xn+1 =f(T,xn) = (1 — ap)xy, + anTy,
Yn = (1 - Bn)xn + ﬁnTxn

seklinde tanimlanir [35].

2000 yilinda M. A. Noor tarafindan ii¢ adimli iterasyon yontemi tanimlanmistir [36]. Daha sonra Agarwal
S-iterasyon yéntemini [37]; Thianwan iki adimli Mann iterasyon yontemini [38]; Karahan ve Ozdemir S*-
iterasyon yontemini geligtirmislerdir [39].

Ayrica, bu iterasyon yontemlerine dayanan ¢ok kullanigli birgok hibrit iterasyon yontemi gelistirilmistir.
Picard-Mann iterasyon yontemi; Picard-S iterasyon yontemi; SP- Iterasyon yontemi; Abbas-Nazir iterasyon
yontemi gibi yontemler bunlardan bazilaridr.

Mevcut iterasyon yontemlerinden daha sade ve hizli olan yeni ii¢ adimli iterasyon ydntemi ise Karakaya
ve arkadaslari tarafindan asagidaki gibi tanimlanmigtir [40].

Tamm 10 (Yeni U¢ Adimh iterasyon Yontemi): vn € N icin (a,,) < [0,1] sartlarini saglayan reel say1
dizisi olmak tizere (1) ile verilen ifadede yeni ii¢ adiml1 iterasyon yontemi

Xns1 = Tyn
Yo =1 —ap)z, + a,Tz,
zZy =Tx,

seklinde tanimlanir.

Daralma doniisiimlerde X bir tam metrik uzay alinirsa, bu doniigiimiin tek olan bir sabit noktas1 vardir.
Bu teorem lineer ve lineer olmayan denklemlerin ¢oziimiinde birgok uygulamada kolayliklar saglamaktadir. Simdi
bu durumu karakterize eden teoremi verelim [41].

Teorem 1 (Banach Daralma Prensibi veya Banach Sabit Nokta Teoremi): X bir tam metrik uzay ve
T: X — X bir daralma doniistimii olsun. Bu halde;

i) T,X te bir tek x sabit noktasina sahiptir.
i) Herhangi bir x, € X i¢in x,,; = Tx, n =0,1,2,... ile tanimlanan Picard iterasyonu tarafindan
tiretilen (x,)p—o dizisi x noktasina yakinsar.
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Tam olmayan metrik uzaylar i¢in ise kesin daralma (strict contraction) doniisiimil tanimlanir. Tam
olmayan metrik uzaylarda tanimlanan kesin daralma doniisiimlerin sabit noktalar1 olmayabilir. Bu doniigiimlerde
sabit noktalarinin varligini garanti altina almak i¢in, ¢aligilan uzay1 kompakt almak yeterlidir. Teorem 1 deki (i)
ve (ii) sartlarin1 saglayan bir doniisiime bir Picard operatorii denir [31].

Banach daralma Prensibinde T doniistimii siirekli olmalidir. Baz1 arastirmacilar ¢alismalarinda siireklilik
gerektirmeyen daralma sartlar1 tanimlayarak agagidaki sabit nokta teoremlerini gelistirmiglerdir.

Teorem 2 (Kannan Teoremi): (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X doniisiimii verilsin. Eger
Tdoniigimii Vx,y € X igin

d(Tx,Ty) < a[d(x,Tx) + d(y,Ty)]
olacak sekilde en az bir ¢ € [O, %) vardir kosulunu sagliyorsa T bir Picard operatoriidiir [42].

Teorem 3 (Chatterjea Teoremi): (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X donisiimii verilsin. Eger
Tdoniisimii Vx,y € X igin

d(Tx,Ty) < Bl d(x, Ty) +d(y,Tx)]
olacak sekilde en az bir g € [O, i) vardir kosulunu sagliyorsa T bir Picard operatoriidiir [43].

Teorem 4 (Zamfirescu Teoremi): (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir doniisiimii verilsin.
Vx,y € X igin;

i) d(Tx,Ty) < Ad(x,y)
i) d(Tx,Ty) <a[d(x,Tx)+d(y, Ty)]
i) d(Tx,Ty) < B[d(x,Ty) +d(y,Tx)]

sartlarindan en az birisi dogru olsun. Eger A € [0,1), 0 < a, B < % kosullarini saglayan A, a ve 8 reel sayilar
mevcut ise, bu durumda T bir Picard operatoriidiir [44].

En genel daralan sartlarindan biri ise agagidaki gibi tanimlanmistir.

Teorem 5: (X, d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir dontisiimii verilsin. Vx,y € X igin;

d(Tx,Ty) < h.max{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)}

olmak tiizere, bir h € (0,1) mevcut ise T doniisiimiine yari daralma (quasi contraction) denir. Ayrica T bir Picard
operatoridir.

Berinde, Zamfirecsu Teoremindeki (i) ve (iii) kosullarindan daha genel olan ve T doniisiimiiniin
stirekliligini gerektirmeyen Tanim 11 de ifade edilen hemen hemen daralma déniistiimiinii tanimladi ve bu daralma
dontisiimiine bagl olarak literatiirdeki birgok sabit nokta teoreminin genellemesi olan Teorem 5 i elde etti [45].

Tamm 11: (X, d) bir tam metrik uzay ve T:X — X doniisimi verilsin.Vx,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < 6§ d(x,y) + Ld(y,Tx)

veya
d(Tx,Ty) < 6§ d(x,y) + Ld(x,Ty)

olacak sekilde bir 6§ € (0,1) ve L = 0 sayilar1 varsa, T ye bir hemen hemen daralma doniisimii (almost
contraction) denir.

Teorem 6: (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir donilisiim olmak {izere, T dontisimii;
d(Tx,Ty) < §d(x,y) + Ld(y,Tx)
sartin1 saglayan bir hemen hemen daralma doniisiimii oldugunda,

i) Fr={xeX:Tx=x} # 0;
if) Herhangi bir x, € X i¢in x,,; = Tx,; n =0,1,2, ... seklinde verilen (x,)s=, dizisi, baz1 x, € Fp
ye yakinsar.

Teoremden de anlasilacagi gibi hemen hemen daralma doniisiimleri tek bir sabit noktaya sahip olmak
zorunda degildirler. Asagida verilen teorem ile bir hemen hemen daralma doniigiimiiniin sabit noktasi tek
yapilabilmektedir [45].

243



BSEU Fen Bilimleri Dergisi | BSEU Journal of Science, 2023, 10(1): 236-253
L. Cona, ¢. Kaygusuz

Teorem 7: X bir tam metrik uzay ve T: X — X bir hemen hemen daralma doniisiimii olsun. Vx,y € X
icin

d(Tx,Ty) < pd(x,y) + Lid(x,Tx)
olmak tizere, p € (0,1) sabiti ve L, = 0 vardir. Bu taktirde,

i) T doniisiimiiniin tek bir sabit noktasi vardir. Yani F; = {x,} dir.
i) Herhangi bir x, € X i¢in x,,; = Tx, n = 0,1,2, ... seklinde verilen (x,)s=, Picard iterasyonundan
elde edilen dizi x, € F; ye yakinsar.

111. ASIMPTOTIK OLARAK GENISLEMEYEN DONUSUMLER iCiN CESARO ORTALAMASININ
GUCLU YAKINSAKLIGI

Fiziksel diisiincenin matematiksel bir gelisimi olan ergodik teori ilk olarak istatistiksel mekanik ile ilgili
diisiincelerden ortaya ¢ikmistir. Daha sonra denge problemleri, 6l¢ii teorisi, olasilik teorisi vs. gibi bir cok alanda
sik¢a kullanilmustir [46, 47].

Ergodik teori ¢aligmalar1 fonksiyonel analiz ve toplanabilme teorisi ile ilgilidir. Ergodik teori en genel
sekliyle asagidaki gibi ifade edilebilir.

T, X Banach uzay: iizerinde lineer operatdr ve (T™) ey ,T° =1 ve T™ = TT™ ! iterasyon dizisi olmak

lizere,
n-1
j=0

seklindeki doniisiim dizilerinin yakinsakligini ve bununla ilgili sonuglart inceler.

S|

Geniglemeyen doniisiimlerin 6nemli bir smifinin dogal bir genellemesi olan asimptotik olarak
genislemeyen doniisiim kavrami, Goebel ve Kirk tarafindan ortaya konmus ve bu doniisiim sinifi i¢in ilk sabit
nokta teoremi elde edilmistir [48]. Bu teoremde; eger C bir diizgiin konveks Banach uzaym bos olmayan kapali
konveks ve sinirli bir alt kiimesi ise, bu taktirde C nin her asimptotik olarak genislemeyen kendi iizerine tanimli
doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir. Kirk vd. ne gore; eger bir yansimal (reflexive) E Banach uzay1 (ve E nin her
bir kapali sinirhi konveks kiimeleri) genislemeyen doniisiimler igin sabit nokta 6zelligine sahip ise, bu taktirde
ayrica bir geniglemeyen iterasyona sahip herhangi bir asimptotik olarak genislemeyen doniisiim de sabit nokta
Ozelligine sahip olacaktir [49]. Asimptotik olarak geniglemeyen doniisiimler kullanilarak giiniimiize kadar ergodik
teori iizerine bir ¢ok ¢alisma yapilmistir. Burada ilk olarak bu konuda literatiirde yer alan bazi 6nemli ¢alismalara
yer verilecektir.

Baillon ilk olarak asagidaki lineer olmayan ergodik teoremi ispatlamistir [18].

Teorem 1: E Hilbert uzaymm bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi C ve F; # @ olacak sekilde
T:C — C bir doniisiim olsun. Bu taktirde Vx € C igin,

n

1 .

T,x = n+1Z;Tlx 2
i=

Cesaro anlaminda toplanabilme T doniisiimiiniin bir sabit noktasina zayif yakinsar.

Bruck Frechet diferansiyellenebilen normlar ile tanimli diizgiin konveks Banach uzaylarinda geniglemeyen
doniigiimler igin lineer olmayan ergodik teoremini ortaya koymustur [50]. Daha sonra genislemeyen doniisiimler
i¢in Baillon’un teoremi genisletilmistir [51]. Birgok yazar asimptotik olarak genislemeyen doniigiimlerin Cesaro
ortalamalarinin iteratif yaklagimi tizerinde ¢aligmistir [52-54].

Halpern (u = 0) ilk olarak Halperen iterasyonu olarak bilinen bir genislemeyen T doniistimii igin agagidaki
iterasyon semasini ortaya koymustur [34]:

u,x, € C,a, €[0,1],
Xng1 = uu+ (1 —ay)Tx,, V=0 3)

Son kirk yil i¢inde ¢esitli ek kosullarla T nin yaklasik sabit noktalart i¢in bu semanin giiclii yakinsamast
tizerine birgok 6nemli aragtirma yapilmistir. Bu arastirmalarda, (3) nolu iterasyonun;

a, = nia (a € (0,1))
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sart1 ile Lions tarafindan [72] calismasinda;
i) lim a, =0
L npe
i) Xg=g an = o
i) Yoiilay — apgql <o

sartlar1 ile Wittmann tarafindan giiglii yakinsakligi elde edilmistir [55]. Yine (3) nolu iterasyon, bir Hilbert
uzayinda [56-58]; bir diizgiin Gateaux diferansiyellenebilen normu ile diizglin konveks Banach uzaylarinda
calistlmigtir [52]. Ayrica, farkli ¢aligmalarda bir (T;,) genislemeyen doniisiim dizisi i¢in veya bir geniglemeyen
doniisiim yart grubu igin (3) iin gii¢lii yakinsakligi elde edilmistir [59-63].

Diizgiin konveks ve diizgiin Banach uzaylarda, Xu ¢alismasinda bir genislemeyen T doniistimii icin,

n

1 .

Xpy1 = QU + (1 - an) mz T’ Xn » (4)
=0

Cesaro ortalamasinin (x,,) Halpern iterasyonunun gii¢lii yakinsakligini elde etmistir [64].
Xu, (a,) < [0,1] olmak tizere
i) lima,=0
.. n—0>000
”) Zn:O an = ©
i) Ya X olan., — ay| <o yada lim (“—*) =1
n

—oo \ Qp
sartlarini saglayan
Xns1 = Auf () + (1 — a)Tx, ®)
ile verilen (x,,) viscosity iterasyon semasini tanimlamigtir [65].

Yine Xu, (x,,) explicit iterasyonun diizgiin Banach uzaylarda ki T d6niisiimiin bir p sabit noktasina gii¢lii
yakinsadigini ispatlamstir.

Song ve Chen genislemeyen T doniisiimii i¢in Cesaro anlaminda (x,,) viscosity iterasyonunu

n
1 .
Xpp1 = anf(xn) + (1 — ay) mz T xp, (6)
i=0

olarak tanimlamustir [66]. Ayrica aym kisiler (x,,) dizisinin bir diizgiin konveks Banach uzayinda tanimh zayif
dizisel siirekli dual doniigiimlerinin baz1 F;. sabit noktalarina giiglii yakinsadigini ispatlamislardir.

Yao vd. tarafindan yapilan ¢aligmalarda, (x,,) iterasyonunu
Xps1 = auu+ Buxy +¥uTx, , n=0 @)
seklinde tanimlanmigtir [67]. Ayn1 yazarlar, (x;,) dizisinin her n > 0 igin

) antBntrva=1
i) lima,=0vedY  ,a, =
n—-oo

iii) limy,=0
n—-oo
olarak verilen kontrol sartlar1 altinda T nin bir sabit noktaya gii¢lii yakinsadigini ispatlamiglardir.

Song, asagida ifade edilen asimptotik genislemeyen T donisiimii igin Cesaro anlaminda Mann
iterasyonunun giiglii ve zayif yakinsakligini elde etmistir [21]:

E diizgiin Gateaux diferansiyellenebilen normu ile verilen bir diizgiin konveks Banach uzay ve C, E nin
bostan farkli, kapali, konveks alt akiimesi olsun. x, keyfi baslangic degeri icin asimptotik genislemeyen T
doniisiimiin Cesaro anlaminda Mann iterasyonunu asagidaki gibi tanimlamistir:

n
1 .
Xn41 =anxn+(1—an)n—+12Tan , n=0,
=0

olmak tizere
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Z b, < +o
n=0

ve (a,), (0,1) agik araliginda bir reel dizi olsun. Eger,

i) lima, =0
n—-oo
i) Ximoan(l—ay) = +o
iii) 0 <liminfa, <limsupa, <1
n-o n-oo
sartlarindan biri saglaniyorsa (x,,) nin giiclii ve zayif yakinsakligi ispatlanmig olur.
Song ve Zhang tarafindan yapilan bir bagka caligmada ise asagidaki sonug elde edilmistir [68].

E diizgiin Gateaux diferansiyellenebilen normu ile verilen bir diizgiin konveks Banach uzay ve C ise E
nin bostan farkli, kapali, konveks bir alt kiimesi olsun. T: C = C asimptotik olarak genislemeyen bir doniigiim ve

(xn) )

n
1 .
Xn1 =anu+(1—an)mZT1xn , n=0 3
Jj=0
olarak tanimlansin. Kabul edelim ki (a,,) € (0,1) dizisi asagidaki sartlar1 saglasin.
i) lim a, =0,
n—oo

i) Xisoan = oo

i) by, = ﬁ T_o(k; — 1) olmak iizere %Lrgz_: =0.

Bu taktirde n - oo, (x,) dizisi T nin baz1 x, sabit noktalarina giiglii yakinsaktir.

Zhu ve Chen, genislemeyen doniisiimler i¢in Cesaro anlaminda

n
1 .
Xpg1 = anu+ﬁnxn+yanT1xn,n2 0 9
i=0

iterasyonunu ve

n
1 .
Xne1 = anf(xn) + Bpxy + Vnn__l_lz T'x, , n=0 (10)
i=0

viscosity iterasyonunu tanimlamislardir [19].

Simdi Cesaro anlaminda Halpren iterasyonun kuvvetli yakinsakligini ortaya koyan Song’un ¢alismasini
ayrintil olarak inceleyelim [20].

Burada E, reel skaler cisim iizerinde tamimli bir Banach uzay ve E' ise E nin dual uzay1 olarak
kullanilacaktir. E den 2" nin igine tanimli J dual doéniistimii her x € E igin;

J) = {f €E": x, )= llxllIlFIl, Mxll =113
olarak tanimlansin.

B,(E) :=={x € E : ||x|| = 1} bir E Banach uzaymin birim yuvarini tanimlasin. E nin konvekslik modiilii
ise her € € (0,2] i¢in

llx+ Il
LY

8 (e) = inf{l - Ixll < Lilyll <1, llx —yll = 8}

olarak tanimlanir.

Her € € (0,2] i¢in §g(¢) > 0 ise E Banach uzayna diizgiin konveks denir.
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Eger E diizgiin konveks ise, bu taktirde ||x|| < 7, ||y|l <7 ve |lx — y|| = & > 0 olacak sekilde ki her
x,y € E igin;

=] = [1-2C)]

dir.
Tanmm 1: (X, ||-]|) normlu uzay, C c X bos olmayan bir kiime ve T: C — C bir doniisiim olsun. Vx,y € C
ven € N igin;
IT"x = T"yll < Lllx — ylI
olacak sekilde L > 0 mevcut ise, T ye diizgiin Lipschitz doniigiim denir.
Tanim 2: Bir X Banach uzayinin bog olmayan bir alt kiimesi C olsun. T: C — C bir doniisiim olmak {izere
Vx,y € C igin,
IT"x = T"yll < knllx = yli

olacak sekilde, (k,,) = 1,n = oo kosulunu saglayan reel sayilarin bir (k,,) < [1, o) dizisi var ise bu durumda T
asimptotik genislemeyen donisim olarak ifade edilir [48]. Asimptotik genislemeyen doniigiimlerin sinifi,
genislemeyen doniisiimlerin bir genellemesi olarak kabul edilir.

Lemma 1: C, bir diizgiin konveks E Banach uzayin kapali konveks bir alt kiimesi ve Fp # @ olacak
sekilde T:C — C asimptotik olarak genigslemeyen bir doniisiim olsun. Bu taktirde, Vr >0 i¢in B, =
{x € E: ||x]| < r} olmak iizere;

n—o m-o  XxX€ECNBy m+1 m

1 < 1 <
limsup limsup sup Z T/ x —T" - 12 Tix |[[=0
=0 =0

dir [53].

Asagida yer alan Lemma 2 baz1 yazarlar tarafindan ispatlanmis ve kullanilmistir. ispatin detaylar1 igin [64,
69, 70] kaynaklarina bakiniz.

Lemma2: Y} t, = o ve limsupc, < 0 olmak iizere (a,) dizisi;

n—-oo
a1 <A —-t)a, +t,c,, Yn =0

kosulunu saglayan negatif olmayan reel sayilarin bir dizisi olsun. Su halde (a,), n — oo iken sifira
yakinsaktir.

Diizgiin konveks bir Banach uzayin geometrik 6zelliklerinin yardimiyla [52] nin Lemma 4°i ve [71] in
Lemma 1’i bir Hilbert uzaydan bir diizgiin konveks Banach uzaya genisletebilir [20].

Lemma 3: C, bir diizgiin konveks E Banach uzayinin bos olmayan kapali, konveks bir alt kiimesi olsun.
Ayrica, (kj) € [1, +00) olmak {izere T: C — C asimptotik genislemeyen bir doniigiim olsun. Kabul edelim ki C
de sinirli (x;,) dizisinin;

ng
, 1 .
Hm o 0 — mz T'xni|[ =0
j=0
kosulunu saglayan bir (x,, ) alt dizisi mevcut olsun. Her z € C igin;
h(z) = lim sup||xy, 41 — 2|
olsun. Bu taktirde,
h(x) = infh(z) ve x =Tx
ZEC

olacak sekilde bir tek x € C mevcuttur.

Teorem 2: Diizgiin Gateaux diferansiyellenebilen normu ile verilen bir diizgiin konveks E Banach uzayin
bos olmayan kapali, konveks bir alt kiimesi C ve T: C — C, ( k,,) ile birlikte verilen asimptotik olarak genislemeyen
bir doniisiim olsun. (x,,),
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1 .
Xnt1 = apu + (1 — ay) n+1 T'xp (11)
7=0

olarak tanimlansin. Kabul edelim ki b,, = ﬁ }1:0(kj — 1) olmak iizere a,, € (0,1) dizisi

i) lima, =0,
n—-oo

il) Z;?:O aﬂ. =,
iy lim2z=o0,

n—oo dn

sartlarin1 saglansin. Bu taktirde n — oo iken (x;,) dizisi T nin baz1 x, sabit noktalarma kuvvetli yakisaktir [20].

ispat: p € F; alalim. lim Z—" = 0 oldugundan her n > N i¢in N € N dogal sayis1 vardir 6yleki Z—n < %
n—oo Un n
dir.
M
llxy — pll < M ve [lu—pll <%
olacak sekilde, yeterince biiyilk M > 0 sabiti segelim.

vn = 1 igin timevarimi kullanarak ||x,,+; — p|| < M oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki bazi n >1 igin
llx, — pll < M olsun. Gostermek istiyoruz ki ||x,,., — pll < M dir. (11) iterasyonu ve T nin asimptotik olarak
genislemeyen bir doniisiim oldugu kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa,

n

1 ;

ltns =PIl < (= @) ——= > [T, = p]| + anllu = 1
=0

< apllu —pll + (1 — ap)byllx, —pll + (1 — ap)llx, — pll
elde edilir. Burada a,, € (0,1) ve =* < > oldugundan
n

M a,
S?an+7M+(1—an)M

=M
olarak bulunur. Béylece, (x,,) dizisinin simirliligini ispatlamis oluruz.

1

Th=— o T/ olsun. Béylece ||T,x, —pll < (1 + b,)llx, — pll oldugundan (T,x,) nin smrhligm elde

ederiz. Ote yandan, (11) de her iki taraftan T, x,, ¢cikartilip gerekli diizenlemeler yapilarak limit alinirsa;

_’lli_l;glo”xn+1 — Thxnll = rlll_lglo apllu — Txpll = 0 (12)

elde edilir. vz € C igin h(z) = lim sup||x,,+1; — z|| olsun. Bu taktirde Lemma 3 den;

n—-oo
h(x,) = infh(z) ve x, = Tx,
zeC
olacak sekilde bir tek x, € C nin mevcut oldugu gériiliir. iddia ediyoruzki;

limsup (u —x, ,J(Xpe1 —x)) <0 (13)

n—-oo

dir. Aslinda,

limsup({u — x,, J(xp41 — X)) = Ili_r)g(u - X, ](xnkJ,1 - x*)) =c (14)

n-00
olacak sekilde (x;,4,) dizisinin bir (x,, +, ) alt dizisini alabiliriz. Her z € C igin f(2) = lif(n_)s::p||xnkJr1 — z|| olsun.
Bu taktirde Lemma 3 ten;

flx) = ;relgf(z) ve x =Tx
olacak sekilde bir tek x € € vardir. Simdi x, = x oldugunu gosterelim. p € Fr i¢in;

IXn41 =PIl < 41 = Tnxnll + Ty — I

< ”xn+1 - Tnxn” + (1 + bn)”xn - P”
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dir. Herhangi bir (n,) < (n) igin (12) kullanilarak;

limsup||xy,1 ~ p|| < limsup|lxn, —pl| (15)
elde edilir.

h(p) = limsupllxy, —pll = lim ||xn,-+1 - p||

olacak sekilde (x,,) nin bir (xnj) alt dizisini segebiliriz. n; > n; oldugu zaman (15) den;

(p) = timsup [z, 1 =p| < limsup |5,
<
< limsup||xp.> ]|
< limsup|lxy, 1~ p|
= f(p)
elde edilir. Agik olarak,
f(p) = limsup||xp.1 = p

< limsup||xp41 = Pl

n—-oo
= h(p)
dir. Boylece her p € Fr igin;
f() = h(p)

dir. x, x, € Fr oldugundan f(x) = h(x) ve f(x,) = h(x,) elde ederiz ve bdylece bir tek olarak;
x=x,ve f(x,)= ;ggf(Z)

dir. Verilen herhangi bir t € (0,1) i¢in;
ze=x,+tlu—x)=0—-t)x, +tu

alinir. Bu durumda ltl_r>r(} z, = x, ve C konveks oldugundan z; € C dir ve bdylece f(x,) < f(z,) dir.
X1 — 2t = (Xpppr — %) —t(u —x,)

oldugundan,

”xnk+1 - Zt”Z = (xnk+1 — X, ](xnk+1 - Zt)) —t{u—x,, ](xnk+1 - Zt))

2 2
— X, + —

< ||xnk+1 X ! ||xnk+1 Zt“ —tu—x,, ](xnk+1 - Zt))

dir. Bu taktirde,

2 - Zt(u - Xs, ](xnk+1 - Zt))

2
Penseer = 2ell” < flmgen =%

dir. Su halde

_ 2 2 i
llgljgpllxnkﬂ —z||" < llgisol.}pllxnkﬂ — x| = 2¢liminf (w—x., J(n41 = 2c))

olup, yani
2 _ F2
[ = f2(2) <0
2t
olur. Ote yandan, J simirli kiime iizerinde diizgiin siirekli ve ltin(‘)l z; = x, oldugundan herhangi bir € > 0, en az
bir & > 0, her t € (0,6) ve her k i¢in;

(16)

lllgnlnf (u — Xy ](xnk+1 - Zt)) =
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{(u—=x,, ](xnk+1 — x*)) <{u-—x,, ](xnk+1 — Zt)) +¢
dir. (16) dan;
li}gninf (u—x,, ](xnk+1 -x,)) < lilgninf (u—=x,, ](xnkJr1 —z)+e<e
oldugu goriiliir. € keyfi oldugu i¢in;
lilzr_{io{)lf {u—=x,, ](xnkJr1 — x*)) <0
elde ederiz. (14) den,
c= “k“ll?f {u—=x,, ](xnkJr1 — x*)) <0

dir. Boylece (13) ispatlanmig olur. Simdi biz (x,,) — x, oldugunu gosterelim. Aslinda, T nin asimptotik
genislemeyen doniisiim oldugu ve b,, nin tanim1 kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa,

n
1 .
1Ty, — x| < mZ)||T]Xn - X,
]:

1 n
< 7 ol =
j=0

= (bp + Dllx, — .l
olur. (11) esitliginden;
xns1 — 2017 = au — %, J(Hngq — %)) + (1 = apXTpxn — X0, J(Xpgq — X))
Sap{u—x., JOu —x)) + (1 — a )Ty — X X1 — x.l
< ap{u—x., JOper — %)) + (1 = an)(bn + Dllxy — x. X1 — .l

(bn + D2llxn — xI? + llxnss — %7
2

S ap{u—x., JOuy —x))+ (1 —ay)
elde edilir. Boylece,
X+ — x1? < (1 = ap)llx, — x> + (1 = @) [(bn + 1D? = 1]lIx, — x|
+2an(u—x,, J(Xn41 —x.))
< (1= apllxy = 217 + by(by + 2)|lx, — .17
+2ap(u—x., J(Xn41 — %))

olup, y, = Z_Z(bn + 2)lx, — plI* + 2(u — x,, J(xp41 — x.)) olmak iizere,

”xn+1 - x*llz < (1 - an)”xn - x*”2 + Yn@n (17)

dir. (13) esitsizligi ile birlikte (x,,) dizisinin sinirlihig1 ve lim b~ kosulundan

n—-oo An

limsupy, <0

n—-oo

oldugu goriliir. (17) esitsizligine Lemma 2 uygulanarak, (x,) — x, sonucunu elde ederiz. Bu ise ispati tamamlar.

Sonug 1: Bir diizgiin Gateaux diferansiyellenebilen normu ile verilen bir diizgiin konveks Banach uzayin
bostan farkli kapali konveks bir alt kiimesi C olsun. T:C — C genislemeyen bir doniisim ve (x,) ise (11) de
tanimlanan dizi olsun. Kabul edelim ki «,, € (0,1) dizisi

i) lima, =0,

n—-oo

il) Z‘;’?:U an = 00,

sartlarinm saglasin. Bu taktirde, (x,) ,n — oo dizisi T nin baz1 x, sabit noktalarmna gii¢lii yakinsar.
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IV. SONUCLAR

Bu caligmada, toplanabilme, iterasyon yontemleri ve ergodik teorinin genel bir literatiir taramasi

yapilmistir. Elde edilen bulgular derleme olarak sunulmustur. Yapilan ¢alisma sonucunda;

Farkli tipte iterasyon yontemleri i¢in sabit nokta yaklagimlart yapildigs,
Iterasyon yontemleri ve toplanabilme metodlari ile ergodik teoride énemli sonuglar elde edildigi,

Ayrica asimptotik genislemeyen doniisiimler i¢in Cesaro ortalamasmin giiglii ve zayif yakinsama

kosullarinin ortaya kondugu,

tespit edilmistir.

Tiim bu teorik caligmalar ise uygulamali matematikte denge problemi, finansal ekonomi, optimizasyon ve

operatdr aragtirmalari v.s. gibi birgok alanda yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.
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