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CIZGE-YONLENDIRILMIiS FRAKTALLARIN CAPLARI UZERINE
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OZET

Bu ¢alismada ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemleri ele alinmis, verilen keyfi noktalar1 merkez kabul eden ve
bu sistemlerin ¢ekicilerini kapsayan disklerin bulunabilmesi igin bir yeterli kosul verilmistir. Ayrica ¢izge-yonlendirilmis
yinelemeli fonksiyon sistemi ¢ekicilerinin ¢aplari i¢in alt ve iist siirlar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fraktallar, Yinelemeli fonksiyon sistemleri, Cizge-yonlendirilmis fraktallar

ON THE DIAMETERS OF GRAPH-DIRECTED FRACTALS

ABSTRACT

In this work it is considered the graph-directed iterated function systems, and a sufficient condition to find disks which are
centered at arbitrarily given points and containing the attractors of these systems is given. It is also given upper and lower
bounds for the diameter of the attractors of a graph-directed system.

Keywords: Fractals, Iterated function systems, Graph-directed fractals

1. GIRiS

Kendine benzer yapilar1 veya kiimeleri arastiran fraktal geometrinin ana dallarindan biri yinelemeli
fonksiyon sistemleridir. Yinelemeli fonksiyon sistemlerinin giinliik hayatta fraktal goriintii sikistirma,
fraktal antenler, fraktal interpolasyon fonksiyonlari, sinyal modelleme gibi bir¢ok farkli uygulamasi
vardir.

Bir yinelemeli fonksiyon sistemi (YFS) bir X tam metrik uzay1 iizerinde tanimh {¢;}Y,
fonksiyonlarindan olusur. Burada herbir ¢;: X - X fonksiyonu biiziilme katsayis1 0 < A; < 1 olacak
sekilde bir biiziilme fonksiyonudur. H (X), X tam metrik uzayinin bos olmayan kompakt altkiimelerinin
ailesi {izerinde Hausdorff metrigi alinarak olusturulan tam metrik uzay olmak iizere, Hutchinson
teoremine gore,

®: HX) » HX)
N

o) = Jo )
i=1

seklinde tanimli fonksiyon biiziilme katsayis1 A = max_ A; olan bir biiziilme donlsimiidir ve
i=1,..,

dolayisiyla bir sabit noktasi vardir. Bu sabit noktaya {¢;}}_; yinelemeli fonksiyon sisteminin gekicisi
(atraktorti) adi verilir. Ayrica yine Hutchinson teoremine gore, @™, & operatériiniin kendisiyle n defa
bileskesini gostermek tizere, H(X) i¢inden segilen keyfi bir U kiimesi igin @™ (U) kiime dizisi bu
cekiciye yakinsar (bkz [1, 2]).
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Ornek 1.1: X = R? ve ¢,(x,y) = E(x,y), @, (x,y) = E(x +1,y) ve p3(x,y) = E(x +E,y+7)

fonksiyonlarindan olusan yinelemeli fonksiyon sisteminin ¢ekicisi Sierpinski liggeni adiyla bilinen bir
fraktaldir. Sekil 1’de bu yinelemeli fonksiyon sisteminin ilk birkag iterasyonu ve gekicisi goriilmektedir.

A
Wy
A A

AA L A

0 1 0 1 0 1 0 1

Sekil 1. Ornek 1.1 de verilen {¢;, ¢,, 3} yinelemeli fonksiyon sistemi i¢in olusturulan ® operatdriiniin
en soldaki iiggene iki kez uygulanmasiyla ikinci ve lgiincii sekildeki kiimeler elde edilir. Bu
yineleme igleminin sonunda (limit durumunda) elde edilen kiime en sagda temsili olarak
gosterilen Sierpinski tiggenidir.

Bir YFS ¢ekicisinin ¢api igin bir iist sinirin gerekli oldugu bazi algoritmalar vardir, bunlar arasinda [3]
ve [4] ¢aligmalarini sayabiliriz. Bu algoritmalar en azindan ¢ekicinin ¢ap1 i¢in bir iist sinirin bilinmesine
dayanir. YFS cekicilerinin ¢aplari i¢in bir iist sinir Dubuc ve Hamzaoui tarafindan verilmistir, (bkz. [5]).
Bunun disinda bir YFS c¢ekicisini kapsayan disklerin bulunmasiyla ilgili olarak pek c¢ok caligma
bulunmaktadir (bkz. [6-9]). Bu calismada klasik yinelemeli fonksiyon sistemlerinin genellemesi olan
cizge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemlerinin ¢ekicilerini kapsayan diskler igin bir yeterli
kosul verilecek ve ¢ekicilerin gaplari i¢in bir sinir esitsizligi ifade edilecektir.

Kendine-benzer bir fraktal kendisinin kiigiiltiilmiis kopyalarinin birlesimi olarak ifade edilebilen bir
metrik uzaydir. Bunun genellemesi olarak her biri birbirlerinin kiiciiltiilmiis kopyalarinin birlesiminden
olusan sonlu sayidaki metrik uzaylarin bir koleksiyonu olusturulabilir. Bu tiir metrik uzaylara da ¢izge-
yonlendirilmis fraktallar diyecegiz. Simdi ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemlerini kisaca
ozetleyelim: {(X,,dg) | @ = 1,2,...,N} tam metrik uzaylarin bir sonlu ailesi olsun. Bir g¢izge-
yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemi (CYFS), bu metrik uzaylar arasinda a, f = 1,2, ..., N ve

k =12,.., K% olmak iizere ¢, k. x s — X, biiziilme fonksiyonlarindan olusur. (Pr £ fonksiyonunun

biiziilme katsayisini /'lz’ﬁ € [0,1) ile gosterecegiz.) Boylece olusturulan
XwopP lap=12 .. ,Nvek=12,., K"}

koleksiyonuna bir ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemi denir.

H(X;) X -+ X H(Xy) carpimi, her bilesen tizerindeki Hausdorff uzakliklarinin maksimumu
almarak olusturulan metrik ile bir tam metrik uzaydir. Yukaridaki bicimde bir CYFS verildiginde

CDH(Xl) X e X H(XN) g H(Xl) X e X H(XN)
operatoriinii ¢ = 1,2, ..., N i¢in

N K*B

q)a(Ul; UZI e UN) = U U ()0;:”8 (Uﬁ)
B=1 k=1

olmak iizere ® = (P, D,,..., dy) olarak tamimlayalim. Klasik yinelemeli fonksiyon sistemlerine
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benzer olarak, buradaki @ fonksiyonu da bir biiziilme doniisiimiidiir ve bir sabit noktas1 vardir. Bu sabit
nokta (A*,A?, ..., AN) olmak iizere

KB

N
AT = U U 0P (APY, a=12,..,N
B=1 k=1

esitlikleri gecerlidir (bkz. [10-11]). ® operatdriiniin sabit noktasi olan (A, A2, ..., AN) kiime N-lisine
sistemin ¢ekici N-lisi ve bilesenlerinden her birine bir ¢izge-yonlendirilmis fraktal veya sistemin bir
cekicisi diyecegiz. Burada uzaylar arasindaki fonksiyon iliskileri bir ¢izge yardimiyla ifade

edilebileceginden bu tip yinelemeli fonksiyon sistemlerinde “cizge-yonlendirilmis” tabiri
kullanilmaktadir.

Bundan sonraki kisimda notasyon karmasasindan kurtulmak amaciyla N = 2 durumuyla ilgilenecegiz,
genel durum benzer sekilde kolaylikla elde edilebilir. Yukaridakileri N = 2 durumunda ifade edecek
olursak ®: H(X;) X H(X,) —» H(X;) X H(X,) fonksiyonu

(D(U,V) = Obl(U'V)HPZ(U'V))

= ( ka; oyt (U) U Ul,gii (p,i‘z V), U’,ﬁii oet (U) U Ulk(ii o* (V)) olarak yazilir. Sistemin
cekici ikilisi (A?, A?) icin

K1,1 KI,Z

at = Jort o Joi?
k=1 k=1
K2,1 KZ,Z

a2 = Jopt o Jop? @
k=1 k=1

olur. Yine Klasik yinelemeli fonksiyon sistemi durumundakine benzer olarak keyfi U € H(X;) ve V €
H(X5) kiimeleri i¢in ®™(U, V) dizisi n - oo igin (A1, A?) ikilisine yakinsar (bkz. [10, 11]).

Ornek 1.2. X; = X, = R? ve qo;cx #.R? 5 R2 asagidaki tabloda verilen biiziilme doniigiimleri olmak

iizere {(p;f B } ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemini ele alalim. Burada K%! = K12 =
K> = 1ve K*? = 3 tiir.

3
=ty e =0 Ay

2,1 _1 11 1
o1 () =5+ G 0¥ (x,y) = E(x' —y) + (0,1)

1
(p22’2(x! )’) = E(_)" x) + (1,0)

22(1,y) = =2 (03) + G
P (ny) =-5y)+ (G

(p,f B doniistimlerinin goriintiilerinin birlesimi alinarak olusturulan ®; ve @, operatorlerinin geometrik
tasvirleri Sekil 2°de yapilmustir. Sekil 2’nin sol tarafindaki gibi alinan kare ve tiggenin goriintiileri sagda

gosterilmistir. {(p,? P } ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sisteminin ¢ekici ikilisi (A, A?) ise
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Sekil 3’te gosterilmistir.

0 1 0 1 0 1 0 1

Sekil 2. Soldaki kiime ikilisinin (kare ve liggen) @, ve @, operatdrleri altindaki goriintiileri sagda
sirastyla verilmistir.

k o ot - N 3 A
. 3 el A3 S
S s Y s, » &
e ‘ £ o 2 by o o \ e
4 i 5 Lo ky gt
4 fus PR ’r\ A i \
dbe gt ; i .{;_ -
s AT
R : o %
W IS e I " k) X _ O
Y : £
2R 1 ¢
N :v.r-,i"' + b

Rt " N R s

Sekil 3. Ornek 1.2°de verilen CYFS’nin ¢ekicisi olan A* ve A2 kiimeleri

Bu calismada ilk 6nce merkezleri verilen keyfi noktalar olan ve ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli
fonksiyon sisteminin g¢ekicilerini kapsayan diskler i¢in bir yeter kosul verecegiz. Daha sonra ise ¢izge-
yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemi ¢ekicilerinin ¢aplari igin Hausdorff uzakligina bagl olarak
alt ve list sinirlar verecegiz.

2. CYFS CEKICILERINI KAPSAYAN DiSKLER ICIN BiR YETER KOSUL

Bu boliimde ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemlerinin ¢ekicilerini kapsayan diskler igin
bir yeterli kosul verecegiz. Oncelikle asagidaki yardime1 teoremi ifade edelim:

Yardimer Teorem 2.1 {X,, (p,f'ﬁ} (a,[;’ =1,2:k=12,---, K“'B) bir ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli
fonksiyon sistemi ve A and A? de bu sistemin cekicileri olsun. Eger &,(U,V) € U ve &,(U,V) €V
olacak sekilde U € X, ve V € X, kiimeleri varsa A* € U ve A? € V olur.

Ispat Hipotezden dolay1 ®(U,V) = (&, (U,V),®,(U,V)) € (U,V) dir. & fonksiyonu ardarda
uygulanarak her n € N igin ®™(U,V) € (U,V) elde edilir. Boylece lim,_,®"(U,V) = (AL, A?)
oldugundan (A%, A?%) € (U,V) ve dolayisiyla A € U ve A% € V elde edilir.

Yardimer Teorem 2.1, merkezleri keyfi x € X; ve y € X, noktalar1 olan, A' c B(x,1,) Ve A? C
B(y,my,) kapsamalarimi saglayan disklerin bulunmasi amaciyla kullamlabilir. Asagidaki teorem
yarigaplarla ilgili olarak bir yeter kosul vermektedir:

Teorem 2.2 {Xa,(p,f'ﬁ} (a,ﬁ =12k = 1,2,---,K“'5) bir ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon
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sistemi, A ve A? de bu sistemin cekicileri olsun. Keyfi bir (x,y) € X, X X, verilsin. Eger 1, ve 7y
yarigaplart

x —%;;)'x), k=12, K" M
= ATy = di@ 00,0, k=120, K12 @
o Ty, = dz((p,?'l(x).Y); k=12 K 3

> 20k 0)7) k=12, K22 @

- 2,2 )
y 1-27

esitsizliklerini saghyorsa A* € B(x,1,) ve A? € B(y, ry) olur.

Ispat (1)-(4) esitsizliklerinin saglanmas1 durumunda, eger

D, (B(x, rx),B(y, ry)) C B(x,1y) (5)
D, (B(x, rx),B(y, ry)) c B(y, ry) (6)

ifadeleri kanitlanirsa Yardimci Teorem 2.1 ile ispat tamamlanir. (5) kapsamasini kanitlamak i¢in

P (B, 1) S B(x,1y), k=12, K -
o> (B(y,1)) S B(x, 1), k=12, K2 @)

kapsamalarini ve (6) kapsamasini kanitlamak i¢in ise

9 (B(x,13)) € B(y,7y), k=12, K>
e (B(y,1y)) S B(y,1y), k=12, ,K??

kapsamalariin kanitlanmasi gerekir. Simdi herhangi x, € B(x,7y) Ve yo € B(y,7y,) noktalarin alalim.
(1) esitsizligi kullanilarak her bir k = 1,2, -+, K% i¢in

dy (0t (x0), %) < dy (@ (x0), @i () + dy (9t (%), %)
< Atdy (0, %) + di (0 (%), %)
< ' + dy (ot (%), %)
<71y

ve buradan da <p,1’1(x0) € B(x,1,) elde edilir. Boylece (7) kapsamasi kanitlanmis olur. Benzer sekilde
(2) esitsizligi kullanilarak her bir k = 1,2, ---, K2 igin

dy (0> Vo), %) < d1(@8? o), o> () + dy (9r” (), %)
< A2 dy (o, y) + di(0r” (), %)

< 2°1y, + dy (9 (), x)
<71y

ve dolayisiyla (p;'z (y0) € B(x, 1) elde edilir. Yani (8) kapsamasi saglanir. Boylece

D1 (B(x,13), B(y,1y)) € B(x, 7).
ifadesi ispatlanmig olur. (6) ifadesinin dogrulugu da benzer sekilde gosterilir.
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Teorem 2.2’ye gore, herhangi x € X; ve y € X, noktalar1 verildiginde (1)-(4) esitsizliklerini saglayan
7y Ve 1y, yarigaplari belirlenerek olusturulan B (x,7y) ve B(y, ;) yuvarlar sirasiyla sistemin gekicileri
Al ve A? kiimelerini kapsamaktadir. Bu durumda 27, ve 217y, sayilan sirastyla Al ve A? gekicilerinin
caplart igin birer st sinir olurlar. Asagida ¢ekicilerin ¢aplari i¢cin Hausdorff uzakligina baglh olarak
baska bir sinirlandirma yapilacaktir.

3. CIiZGE-YONLENDIRILMIS YINELEMELiI FONKSIYON SISTEMi CEKIiCILERININ
CAPLARI iCIN BiR SINIR

Bu boliimde bir ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemi ¢ekicilerinin ¢aplart i¢in Hausdorff
metrigi ile ifade edilen bir sinir verecegiz. Oncelikle bir (X, d) metrik uzaymmn altkiimeleri iizerinde
¢ap fonksiyonunu tanimlayalim. X’in bos olmayan kompakt altkiimelerinin kiimesi H (X) {izerinde cap
fonksiyonu
6HX) >R
A §(A):=sup{d(x,y)|x,y € A}

olarak tanimlanir. Cap fonksiyonu & Lipschitz sabiti 2 olan bir Lipschitz fonksiyonudur, yani h, H(X)
iizerindeki Hausdorff uzakligin1 gostermek tizere, herhangi A, B € H(X) kiimeleri i¢in

16(A) —6(B)| < 2h(A,B) (9)
esitsizligi gecerlidir, (bkz. [12]).

Simdi bir biizillme doniisiimii i¢in ifade edilebilecek kontraksiyon prensibini hatirlayalim: (X, d) bir
metrik uzay, ¢:X — X biiziilme katsayisi 0 < A< 1 ve sabit noktasi xy € X olan bir biiziilme
doniigiimii olsun. Bu durumda her n € N ve x € X igin

d(xo, " () < 2 d(x, p(x))

esitsizligi gegerli olur. Klasik YFS durumunda ifade edilen kontraksiyon prensibini H(X;) X H(X3)
tizerinde biiziilme doniisiimii oldugunu bildigimiz ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sisteminin
belirledigi ® operatorii i¢in kullanacagiz.

Teorem 3.1 (X,,d,), a =1,2 iki tam metrik uzay, {Xa,<p,‘f’5} (a,p =12,k =1,2,--,K%F) bir
cizge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemi ve (pg P fonksiyonlarmin biiziilme katsayilar
0< A‘,f’ﬁ < 1 olsun. Sistemin ¢ekicileri A, A% ve A= max {AZ’B |la=12vek =12, ...,K“'B}
olmak tizere keyfi E € H(X,) ve F € H(X,) kiimeleri igin

n

|8(AY = S((®™(E, F))I < T

hy X h,((E,F),®(E,F))

esitsizligi hern € Nvei = 1,2 icin gecerlidir.

Teorem 3.1’in ifadesindeki (®™(E,F)); terimi & operatoriinin (E,F) kiime ikilisine n defa
uygulanmasiyla elde edilen ®"(E, F) kiime ikilisinin i. bilesenini géstermektedir. n = 1 durumunda
(®(E,F)); = ®;(E,F), i = 1,2 olduguna dikkat ediniz.

Ispat h, ve h, sirasiyla H(X;) ve H(X,) iizerinde d; ve d, metrikleri tarafindan iiretilen Hausdorff
metriklerini gostermek tizere H(X;) X H(X,) uzay1 iizerinde h; X h, ¢arpim metrigi vardir ve bu metrik
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herhangi (44, B1), (A5, B,) € H(X;) X H(X,) kiime ikilileri i¢in

hy X hy((A1, By), (A2, By)) = max {hy (Aq, By), hy(A3, B2)}

olarak tanimlanir. {X,, (p,'f P } cizge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sisteminin belirledigi operator
@ olsun. Simdi @ operatoriiniin biiziilme katsayisi A = max {Ag'ﬁ la=12vek=12,..,K ap },

sistemin ¢ekici ikilisi (AY,A?) ve (E,F) € H(X;) X H(X,) keyfi bir kiime ikilisi olmak iizere
kontraksiyon prensibini her n € N i¢in

hy X hy((AY, A?), P(E,F)) < % hy X h,((E,F),®(E,F)) (10)

olarak ifade edebiliriz.

Simdi (E,F) € H(X;) X H(X;) olsun. (9) esitsizligi ile ifade edilen X; iizerinde ¢ap fonksiyonunun
Lipschitz fonksiyonu olmasini A¢ ve (& (E, F)); kiimeleri igin kullanirsak i = 1,2 igin

6(AY) = S((@™(E, F))| < 2 hy(AL, (@™(E, F)),)
elde ederiz.

H(X;) X H(X,) tizerindeki Hausdorff carpim metriginin tanimindan dolay1

hi(A', (@™ (E, F)),) < hy X hy((A*, A?), @™ (E, F))

yazabiliriz. Burada (10) esitsizligini kullanarak

n

1-2

18(AY) = §((P™(E, F)))I < hy X hy((E, F), @(E, F))

esitsizligini elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 3.2. Teorem 3.1°de ifade edilen esitsizlikten CYFS ¢ekicilerinin ¢aplari i¢in keyfi E € H(X;) ve
F € H(X;) kiimelerine karsilik her n € N sayisi1 i¢in

5(AN < %’H X hy((E, F), ®(E, F)) + 8((®"(E, F)))

2" ,
=13 X ha ((E, F), ®(E, F)) + §((P"(E, F))i) < |6(AY)]
sinirlari elde edilir.

Burada 1 < 1 oldugundan lim A" = 0 olduguna ve lim ®"(E,F) = (A',A?) olmasindan dolay1
n—oo

n—-oo
yeterince bilyiik n degerleri i¢in (®"(E, F)); kiimesinin ¢apinin § (c/l‘) degerine yaklasacagina dikkat
edelim.

Ornek 3.3. Teorem 3.1’i kullanarak Ornek 1.2°de verdigimiz ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon
sisteminin ¢ekicilerinin ¢aplari igin alt ve iist sinirlar belirleyelim. E ve F kiimeleri olarak sirasiyla Sekil

2’deki kare ve tiggeni alalim ve iterasyonun ikinci adimi, yani n = 2 igin hesap yapalim. A =
41

) 3 < 222 9
max{l‘,fﬁ la=12vek =1,2, ...,K“'ﬁ} = Eoldugundan T olur. hy(E,®,(E, F)) = oo Ve
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h, (F, @, (E, F)) = g oldugundan h; X hz((E, F), ®(E, F)) =2L olur. Diger taraftan biiziillme

100
katsayilarindan faydalanilarak §((®?(E,F)),) = % ve §((P2(E,F)),) = V130 oldugu kolayca

1
8
goriiliir (bkz. Sekil 4).

Sekil 4. {go,f B } cizge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sisteminde kare ve liggen iterasyonunun
ikinci adimi. Burada (®2(E, F));, i = 1,2 kiimeleri i¢in ¢apin alindig1 uzakliklar kesikli
cizgiyle gosterilmistir.

Bu durumda Teorem 3.1 ile

9 41 818 9 41 /818
6902~ —— —p—— < N — 4+ ——x21
0.69 5700 20 =) =15"T00 T 20 68

9 41 /130 9 41 /130
687~ —— —F—— < < ———— = 2.
0687 ~ — ¢+ oo+ —g— S 8(A?) S o goo+—o— = 2163

sinirlari elde edilir.

n
Burada lim A" = lim (%) = 0 oldugundan yeterince biiyiik n degerleri igin
n—oo n—-oo
n

|8(AY) = §((@™(E, F)))I <

1 X ho((E, F), ®(E, F))

esitsizliginin sag tarafi sifira gidecektir. Boylece (P"(E,F)); kiimesinin g¢apt & (o‘li) degerine
yaklasacaktir. Dolayisiyla daha biiyiik n degerleri icin (®™(E, F)); kiimesinin ¢ap1 hesaplandiginda A*
kiimesinin ¢api i¢in daha yakin sonuglar elde edilecektir.
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