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Öz: Bu çalışmada ekli (additive) Allee etkisine sahip Caputo-Fabrizio lojistik model ele 
alınmıştır. Adams-Bashfort nümerik yöntemiyle kesirsel mertebeden dinamik sistemden iki 
boyutlu bir fark denklem sistemi elde edilmiştir. Bu fark denklem sisteminin denge noktaları 
hesaplanmış ve her bir denge noktasının lokal asimptotik kararlılığı için gerekli olan cebirsel 
koşullar Schur-Cohn kriterlerinin kullanılmasıyla elde edilmiştir. Ayrıca fark denklem 
sisteminin, pozitif denge noktası civarında Neimark-Sacker çatallanması sergilediği 
gösterilmiştir. Yine Allee fonksiyonunun sistemin dinamik yapısı üzerindeki etkisi 
araştırılmıştır. Allee fonksiyonunun kararlılık bölgesini genişlettiği ve daha geç 
çatallanmaların oluşmasına sebebiyet verdiği gözlemlenmiştir. Son olarak bütün teorik 
sonuçlar nümerik olarak test edilmiştir. 

Complex Dynamics of a Discretized Caputo-Fabrizio Fractional Logistic Model with 
Additive Allee Effect 
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Abstract: In this study, the Caputo-Fabrizio logistic model with the additive Allee effect is 
considered. Two dimensional system of difference equation is obtained by using the Adams-
Bashfort numerical method. The equilibrium points of the system of difference equation are 
calculated and by using the Schur-Chon criterion the algebraic conditions that required for the 
local asymptotic stability of each equilibrium point are obtained. Moreover, we show that 
discrete system exhibit Neimark-Sacker bifurcation around the positive equilibrium point. 
Furthermore, the effect of the Allee function on the dynamic structure of the system is 
investigated. It has been observed that the Allee function expands the stability region and 
bifurcation begin to form later. Finally, all theoretical results are tested numerically. 

1. Giriş

Karmaşık sistemlerde mevcut olan sistem hafıza etkisi ve kalıtsal özelliklerini matematiksel modellere 
yansıtabilmek tam sayılı mertebeden türevler vasıtasıyla mümkün olamamaktadır [1]. Kesirsel mertebeden türev 
bu sorunu ortadan kaldırması ile bilimin çok çeşitli alanlarında kendine yer bulmaya başlamıştır [2–5]. Çalışmalar 
da gösterilmiştir ki kesirsel mertebeden türev yardımıyla oluşturulan matematiksel modeller klasik adi 
diferansiyel denklemlerle oluşturulan modellere göre daha başarılı sonuçlar vermektedir [6-7]. Literatürde 
kesirsel mertebeden türevin birçok tanımı vardır ve bunlardan en önemlileri Riemann-Liouville (R-L) ve Caputo 
kesirli türevdir [8]. Riemann-Liouville ve Caputo kesirli türevler bir integral denklemi vasıtasıyla tanımlanmakta 
olup bu integral denklemlerin çekirdekleri bir tekilliğe sahiptir. Bu ise uygulamada bazı sorunlara yol açmaktadır. 
Bu ve benzeri engellerin üstesinden gelmek için Caputo ve Fabrizio, Caputo-Fabrizio kesirsel türevi (CF) olarak 
adlandırılan tekil olmayan bir çekirdeğe sahip yeni bir kesirsel türev tanımı önerdiler [9].  CF kesirsel mertebeden 
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türev; kimya [10], kanser [11], Covid-19 [12], Hepatit-E virüs [13], ilaç [14] gibi literatürde bir çok fiziksel ve 
biyolojik süreçlerin matematiksel modellenmesinde  kullanılmıştır. 

α. mertebeden Caputo kesirsel mertebeden türev 

D𝑡
(𝛼)

𝛼
𝐶 𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝛼 − 𝑛)
∫

𝑓(𝑛)(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼+1−𝑛

𝑡

𝑎

𝑑𝜏,  (𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛)  (1) 

şeklinde tanımlanır. 

𝐿2(𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑏) aralığında kare integrallenebilir fonksiyonların uzayı [15], 𝐻1(𝑎, 𝑏) = {𝑓|𝑓 ∈ 𝐿2(𝑎, 𝑏) 𝑣𝑒 𝑓′ ∈
𝐿2(𝑎, 𝑏)},  𝛼 ∈ (0,1) ve  𝑓 ∈ 𝐻1(𝑎, 𝑏) olmak üzere Caputo- Fabrizio kesirsel mertebeden türev 

CF𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) =

𝑀(𝛼)

1−𝛼
∫ 𝑓′(𝜏)𝑒𝑥𝑝 (

−𝛼(𝑡−𝜏)

1−𝛼
) 𝑑𝜏  (2)

𝑡

𝑎

olarak tanımlanır. Burada 𝑀(𝛼), 𝑀(0) = 𝑀(1) = 1 koşulunu sağlayan normalizasyon fonksiyonudur [9]. 

1931 yılında Allee, popülasyon dinamiğinde önemli bir yere sahip olacak ve Allee etkisi olarak adlandırılacak bir 
teoriyi ortaya atmıştır. Bu teoriye göre eğer popülasyon düşük yoğunluğa sahip ise lojistik denklem gerçekçi 
sonuçlar vermez ve bundan ötürü lojistik denklem Allee fonksiyonu ile yer değiştirmelidir [16]. Popülasyon 
dinamiğinde Allee etkisi genel olarak nüfus yoğunluğu ve bireysel uygunluk arasındaki pozitif ilişki olarak 
tanımlanabilir [17-20]. Dennis [21] çalışmasında ekli Allee etkisine sahip 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁(𝑡) [(1 −

𝑁(𝑡)

𝐾
) −

𝑚

𝑁(𝑡) + 𝑎
]  (3) 

lojistik denklemini incelemiştir. Burada 
𝑚

𝑁(𝑡)+𝑎
   ekli Allee etkili terimi  𝑎 ve 𝑚 Allee sabitlerini temsil etmektedir 

[22]. Eğer 0 < 𝑚 < 𝑎 ise zayıf Allee etkisinden 𝑚 > 𝑎 ise güçlü Allee etkisinden söz edilir [23,24]. Genel olarak, 
Allee etkisi için modelleme metodolojilerini iki farklı kategoride sınıflandırabiliriz: fenomenolojik model ve 
mekanik model. Fenomenolojik model, Allee etkisini dinamik popülasyon modellerine doğrudan dahil ederken ve 
modelleyiciler genellikle Allee etkisinin sonucuyla ilgilenirken, mekanik model, altta yatan mekanizmayı modeller 
ve  genellikle Allee etkisinin nasıl oluşturulduğunu test eder [25]. 

Kesirsel mertebeden diferansiyel denklemlerin nümerik çözümlerini elde etmede en sık kullanılan metotlardan 
bir tanesi Adams-Bashfort metodudur [26]. Lineer olmayan Caputo-Fabrizio kesirsel mertebeden 

CF𝐷0
𝛼(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡)),  𝑢(0) = 𝑢0  (4)

denklemini ele alalım. Bu denklemin Adams-Bashfort nümerik metoduyla çözümünden [27] 

 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + (
1 − 𝛼

𝑀(𝛼)
+

3𝛼ℎ

2𝑀(𝛼)
) 𝑔(𝑡𝑛, 𝑢𝑛) + (

1 − 𝛼

𝑀(𝛼)
+

𝛼ℎ

2𝑀(𝛼)
) 𝑔(𝑡𝑛−1, 𝑢𝑛−1)  (5) 

fark denklemi elde edilir. 

2. Kararlılık ve Çatallanma Analizi

Ekli Allee fonksiyonlu Lojistik denklemini 

CF𝐷𝑡
(𝛼)(𝑡) = 𝑟𝑁(𝑡) [(1 −

𝑁(𝑡)

𝐾
) −

𝑚

𝑁(𝑡)+𝑎
]  (6) 

şeklinde ele alalım. (6) denkleminin Adams-Bashforth nümerik metoduna dayalı nümerik çözümü 

𝑁𝐶𝐹(𝑡𝑛+1) = 𝑁(𝑡𝑛) + (
1 − 𝛼

𝑀(𝛼)
+

3𝛼ℎ

2𝑀(𝛼)
) 𝑟𝑁(𝑡𝑛) [(1 −

𝑁(𝑡𝑛)

𝐾
) −

𝑚

𝑁(𝑡𝑛) + 𝑎
]

+ (
1 − 𝛼

𝑀(𝛼)
+

𝛼ℎ

2𝑀(𝛼)
) 𝑟𝑁(𝑡𝑛−1) [(1 −

𝑁(𝑡𝑛−1)

𝐾
) −

𝑚

𝑁(𝑡𝑛−1) + 𝑎
] (7)
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olarak hesaplanır. 

(7) denkleminde   𝑁(𝑡𝑛) = 𝑋1(𝑛)  ve 𝑁(𝑡𝑛−1) = 𝑋2(𝑛) değişken değiştirmesi yaparsak

{

𝑋1(𝑛 + 1) = 𝑋1(𝑛) + (
1 − 𝛼

𝑀(𝛼)
+

3𝛼ℎ

2𝑀(𝛼)
) 𝑟𝑋1(𝑛) (1 −

𝑋1(𝑛)

𝐾
−

𝑚

𝑋1(𝑛) + 𝑎
)

+(
1 − 𝛼

𝑀(𝛼)
+

𝛼ℎ

2𝑀(𝛼)
) 𝑟𝑋2(𝑛) (1 −

𝑋2(𝑛)

𝐾
−

𝑚

𝑋2(𝑛) + 𝑎
)  (8)

𝑋2(𝑛 + 1) = 𝑋1(𝑛) 

iki boyutlu fark denklem sistemini elde ederiz.  Bu sistemin denge noktaları 

𝐸0 = (𝑋1, 𝑋2) = (0,0) , 

𝐸1 = (𝑋1, 𝑋2) = (
1

2
(−𝑎 + 𝐾 + √(𝑎 + 𝐾)2 − 4𝐾𝑚) ,

1

2
(−𝑎 + 𝐾 +√(𝑎 + 𝐾)2 − 4𝐾𝑚)) 

ve 

𝐸2 = (𝑋1, 𝑋2) = (
1

2
(−𝑎 + 𝐾 −√(𝑎 + 𝐾)2 − 4𝐾𝑚) ,

1

2
(−𝑎 + 𝐾 −√(𝑎 + 𝐾)2 − 4𝐾𝑚))  

olarak bulunur. 𝐸2 denge noktasının pozitifliği için 

0 < 𝑎 < 𝐾       (9) 

ve 

𝑎 < 𝑚 ≤
(𝑎+𝐾)2

4𝐾
 (10) 

koşullarına ihtiyaç vardır. 

Teorem 1: (8) fark denklem sisteminin  E0 denge noktası 
a) 0 < 𝑚 < 𝑎 için kararsız
b) 0 < 𝑎 < 𝑚 , 0 < α < 1

ve 

 𝑟 < −
2𝑎𝑀

(𝑎 − 𝑚)(2 + (−2 + ℎ)𝛼)
 (11) 

koşulları altında lokal asimptotik kararlıdır. 

İspat: (8) fark denklem sisteminin  𝐸0 denge noktasındaki lineerleştirilmiş sisteminin Jakobiyen matrisi 

𝐽(𝐸0) = (
1 +

(𝑎 − 𝑚)𝑟(2 + (−2 + 3ℎ)𝛼)

2𝑎𝑀

(𝑎 − 𝑚)𝑟(2 + (−2 + ℎ)𝛼)

2𝑎𝑀
1 0

) 

şeklinde hesaplanır. Bu matrisin karakteristik denklemi 

p(λ) = λ2 + p1λ + p0 = 0

olarak elde edilir. Burada  

𝑝1 =
−2𝑎(𝑀 + 𝑟) + 𝑎(2 − 3ℎ)𝑟𝛼 + 𝑚𝑟(2 + (−2 + 3ℎ)𝛼)

2𝑎𝑀
ve 

𝑝0 = −
(𝑎 − 𝑚)𝑟(2 + (−2 + ℎ)𝛼)

2𝑎𝑀
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dır. Schur-Cohn kriterlerinden 

1 + 𝑝1 + 𝑝0 = −
2(𝑎 − 𝑚)𝑟(1 + (−1 + ℎ)𝛼)

𝑎𝑀

1 − 𝑝1 + 𝑝0 = 2 +
ℎ(𝑎 − 𝑚)𝑟𝛼

𝑎𝑀
ve 

1 − 𝑝0 = −
2(𝑎 − 𝑚)𝑟(1 + (−1 + ℎ)𝛼)

𝑎𝑀

elde edilir. 

a) 0 < 𝑚 < 𝑎 koşulu altında 1 + 𝑝1 + 𝑝0 > 0 eşitsizliği mevcut değildir ve buradan sistemin 𝐸0 denge noktasının
kararsız olduğunu söyleyebiliriz.

b) 0 < 𝑎 < 𝑚 ve 0 < 𝛼 < 1 koşulları altında  1 + 𝑝1 + 𝑝0  > 0 elde edilirken

0 < 𝑎 < 𝑚,    0 < 𝛼 < 1 𝑣𝑒  0 < 𝑟 < −
2𝑎𝑀

𝑎ℎ𝛼 − ℎ𝑚𝛼

koşulları altında 

1 − 𝑝1 + 𝑝0 = 2 +
ℎ(𝑎 − 𝑚)𝑟𝛼

𝑎𝑀
> 0

bulunur. 

0 < 𝑎 < 𝑚,   0 < 𝛼 < 1  𝑣𝑒   0 < 𝑟 < −
2𝑎𝑀

(𝑎 −𝑚)(2 + (−2 + ℎ)𝛼)

koşulları altında ise 

1 − 𝑝0 = −
2(𝑎 − 𝑚)𝑟(1 + (−1 + ℎ)𝛼)

𝑎𝑀
> 0

yazılabilir. Burada 

𝑟 < −
2𝑎𝑀

(𝑎 − 𝑚)(2 + (−2 + ℎ)𝛼)
< −

2𝑎𝑀

𝑎ℎ𝛼 − ℎ𝑚𝛼

olabilmesi için  0 < 𝛼 < 1  koşulunun varlığı yeterlidir. 

Teorem 2:  𝛿 = (𝑎 + 𝐾)2 − 4𝐾𝑚 olmak üzere (8) fark denklem sisteminin  𝐸1 denge noktası için aşağıdaki

ifadeler doğrudur. 

i) 0 < 𝑚 < 𝑎, 0 < 𝛼 < 1 , 0 < 𝑎 < 𝐾 olsun. Bu durumda

0 < 𝑚 <
𝑎2 + 𝑎𝐾

2𝐾
(12)
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ve 

𝑟 < √
(𝑎(𝑎 + 𝐾) − 2𝐾𝑚)2𝑀2

(𝑎 − 𝑚)2𝛿(2 + (−2 + ℎ)𝛼)2
+

𝑀𝑎

(𝑎 − 𝑚)(2 + (−2 + ℎ)𝛼)
 (13) 

veya 

𝑎2 + 𝑎𝐾

2𝐾
≤ 𝑚 < 𝑎  (14) 

ve 

𝑟 < −√
(𝑎(𝑎 + 𝐾) − 2𝐾𝑚)2𝑀2

(𝑎 −𝑚)2𝛿(2 + (−2 + ℎ)𝛼)2
+

𝑀𝑎

(𝑎 − 𝑚)(2 + (−2 + ℎ)𝛼)
 (15) 

ise 𝐸1 denge noktası lokal asimptotik kararlıdır. 

ii) 𝑚 > 𝑎, 0 < 𝛼 < 1 ve  0 < 𝑎 < 𝐾 olsun

𝑎 < 𝑚 <
(𝑎 + 𝐾)2

4𝐾
 (16) 

ve 

0 < 𝑟 < √
(𝑎(𝑎 + 𝐾) − 2𝐾𝑚)2𝑀2

(𝑎 − 𝑚)2𝛿(2 + (−2 + ℎ)𝛼)2
+

𝑀𝑎

(𝑎 − 𝑚)(2 + (−2 + ℎ)𝛼)
 (17) 

ise 𝐸1 denge noktası lokal asimptotik kararlıdır. 

İspat: (8) fark denklem sisteminin  𝐸1 denge noktasındaki lineerleştirilmiş sisteminin Jakobiyen matrisi 

𝐽(𝐸1) = 

1 +

(−𝑎 + 𝐾 + √𝛿)(−
1

𝐾
+

4𝑚

(𝑎+𝐾+√𝛿)
2) 𝑟(2 + (−2 + 3ℎ)𝛼)

4𝑀
−
(√𝛿𝑚 + √𝛿(𝑎 + 𝐾 − 2𝑚)𝑟(2 + (−2 + ℎ)𝛼)

(𝑎 + 𝐾 + √𝛿)2𝑀
1 0

olarak bulunur ve bu matrisin karakteristik denklemi 

𝑝(𝜆) = 𝜆2 + 𝑝1𝜆 + 𝑝0 = 0

şeklinde hesaplanır. Burada 

𝑝1=
−2𝑚√𝛿𝑟(2 + (−2 + 3ℎ)𝛼) − 𝑎(2𝐾 + √𝛿)(2𝑀 + 𝑟(−2 + 2𝛼 − 3ℎ𝛼)) + 𝑎2(−2𝑀 + 𝑟(2 − 2𝛼 + 3ℎ𝛼))

(𝑎 + 𝐾 + √𝛿)2𝑀
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+
𝐾2(−2𝑀 + 𝑟(2 − 2𝛼 + 3ℎ𝛼)) + 𝐾 (4𝑚(𝑀 + 𝑟(−2 + 2𝛼 − 3ℎ𝛼)) + √𝛿(−2𝑀 + 𝑟(2 − 2𝛼 + 3ℎ𝛼)))

(𝑎 + 𝐾 + √𝛿)2𝑀

ve 

𝑝0 =
((𝑎 + 𝐾)2 − 4𝐾𝑚 + 𝑎√𝛿 + 𝐾√𝛿 − 2𝑚√𝛿)𝑟(2 + (−2 + ℎ)𝛼)

(𝑎 + 𝐾 + √𝛿)2𝑀

dır. Schur-Cohn kriterlerinden 

1 + 𝑝1 + 𝑝0 =
4((𝑎 + 𝐾)2 − 4𝐾𝑚 + 𝑎√𝛿 + 𝐾√𝛿 − 2𝑚√𝛿)𝑟(1 + (−1 + ℎ)𝛼)

(𝑎 + 𝐾 + √𝛿)2𝑀

1 − 𝑝1 + 𝑝0

=
4𝐾(𝐾 − 2𝑚)𝑀 + 4𝐾√𝛿𝑀 − 2ℎ𝐾(𝐾 − 4𝑚)𝑟𝛼 − 2ℎ𝐾√𝛿𝑟𝛼 + 4ℎ𝑚√𝛿𝑟𝛼 + 𝑎2(4𝑀 − 2ℎ𝑟𝛼) + 2𝑎(2𝐾 + √𝛿)(2𝑀 − ℎ𝑟𝛼)

(𝑎 + 𝐾 + √𝛽)2𝑀

ve 

1 − 𝑝0 = 1 −
((𝑎 + 𝐾)2 − 4𝐾𝑚 + 𝑎√𝛿 + 𝐾√𝛿 − 2𝑚√𝛿)𝑟(2 + (−2 + ℎ)𝛼)

(𝑎 + 𝐾 + √𝛿)2𝑀

elde edilir. 

0 < 𝛼 < 1   ve  0 < 𝑚 < 𝑎  koşulları altında  1 + 𝑝1 + 𝑝0 > 0 dır. Öte yandan (12) ve (13) den veya (14) ve (15) 
ten  1 − 𝑝1 + 𝑝0 > 0 ve 1 − 𝑝0 > 0 dır. 

ii) Farzedelim ki  𝑚 > 𝑎 ve  0 < 𝛼 < 1   olsun

0 < 𝑎 < 𝐾 𝑣𝑒 𝑎 < 𝑚 <
𝑎2 + 2𝑎𝐾 + 𝐾2

4𝐾

koşulları altında 1 + 𝑝1 + 𝑝0 > 0 elde edilirken 

0 < 𝑎 < 𝐾 , 𝑎 < 𝑚 <
𝑎2+2𝑎𝐾+𝐾2

4𝐾

ve 

0 < 𝑟 < √
(𝑎(𝑎 + 𝐾) − 2𝐾𝑚)2𝑀2

ℎ2(𝑎 − 𝑚)2𝛿𝛼2
+

𝑀𝑎

𝑎ℎ𝛼 − ℎ𝑚𝛼

koşulları altında 1 − 𝑝1 + 𝑝0 > 0 elde edilir. Yine 

0 < 𝑎 < 𝐾,   𝑎 < 𝑚 <
𝑎2 + 2𝑎𝐾 + 𝐾2

4𝐾

ve 

𝑟 < √
(𝑎(𝑎 + 𝐾) − 2𝐾𝑚)2𝑀2

(𝑎 − 𝑚)2𝛿(2 + (−2 + ℎ)𝛼)2
+

𝑀𝑎

(𝑎 − 𝑚)(2 + (−2 + ℎ)𝛼)

koşulları altında 1 − 𝑝0 > 0 dır. Son olarak 
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√
(𝑎(𝑎 + 𝐾) − 2𝐾𝑚)2𝑀2

(𝑎 − 𝑚)2𝛿(2 + (−2 + ℎ)𝛼)2
+

𝑀𝑎

(𝑎 − 𝑚)(2 + (−2 + ℎ)𝛼)
< √

(𝑎(𝑎 + 𝐾) − 2𝐾𝑚)2𝑀2

ℎ2(𝑎 − 𝑚)2𝛿𝛼2
+

𝑀𝑎

ℎ𝛼(𝑎 −𝑚)

olduğu açıktır. 

Şekil 1. K = 9,m = 0.3, h = 0.001,M =  0.88716, α = 0.8, r = 1, a = 0.9 parametre değerleri ve X1(1) = 2, X2(1) = 3  
başlangıç koşulları için Allee etkisiz (mavi eğri) ve zayıf ekli Allee etkili (kırmızı eğri) ayrık zamanlı Caputo- Fabrizio lojistik 
denklemlerin yerel asimptotik kararlı denge noktası E1.  
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Şekil 2. K = 9,m = 0.8, h = 0.001,M =  0.88716, α = 0.8, r = 1, a = 0.7 parametre değerleri ve X1(1) = 2, X2(1) = 3  
başlangıç koşulları için Allee etkisiz (mavi eğri) ve güçlü ekli Allee etkili (kırmızı eğri) ayrık zamanlı Caputo-Fabrizio lojistik 
denklemlerin yerel asimptotik kararlı denge noktası E1.  

Teorem 3:  (8) fark denklem sisteminin 𝐸2 denge noktası kararsızdır. 

İspat: Sistemin 𝐸2 denge noktasındaki lineerleştirilmiş sistemin Jakobiyen matrisi 

𝐽(𝐸2) =

1 +

(−𝑎 + 𝐾 − √𝛿)(−
1

𝐾
+

4𝑚

(𝑎+𝐾−√𝛿)
2) 𝑟(2 + (−2 + 3ℎ)𝛼)

4𝑀

(−𝑎2 − 𝐾2 − 2𝑚√𝛿 + 𝑎(−2𝐾 + √𝛿) + 𝐾(4𝑚 + √𝛿)) 𝑟(2 + (−2 + ℎ)𝛼)

(𝑎 + 𝐾 − √𝛿)2𝑀
1 0

ve bu matrisin karakteristik denklemi 

𝑝(𝜆) = 𝜆2 + 𝑝1𝜆 + 𝑝0 = 0

şeklindedir. Burada 

𝑝1

=
2𝑚√𝛿𝑟(2 + (−2 + 3ℎ)𝛼) + 𝑎(−2𝐾 + √𝛿)(2𝑀 + 𝑟(−2 + 2𝛼 − 3ℎ𝛼)) + 𝑎2(−2𝑀 + 𝑟(2 − 2𝛼 + 3ℎ𝛼))

(𝑎 + 𝐾 − √𝛿)2𝑀

+
𝐾2(−2𝑀 + 𝑟(2 − 2𝛼 + 3ℎ𝛼)) + 𝐾(4𝑚(𝑀 + 𝑟(−2 + 2𝛼 − 3ℎ𝛼)) + √𝛿(2𝑀 + 𝑟(−2 + 2𝛼 − 3ℎ𝛼)))

(𝑎 + 𝐾 − √𝛿)
2
𝑀

ve 
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𝑝0 = −
(−𝑎2 − 𝐾2 − 2𝑚√𝛿 + 𝑎(−2𝐾 + √𝛿) + 𝐾(4𝑚 + √𝛿))𝑟(2 + (−2 + ℎ)𝛼)

(𝑎 + 𝐾 − √𝛿)2𝑀

dır. Schur-Cohn kriterinin ilk kriterinden 

1 + 𝑝1 + 𝑝0 = −
4(−𝑎2 − 𝐾2 − 2𝑚√𝛿 + 𝑎(−2𝐾 + √𝛿) + 𝐾(4𝑚 + √𝛿)) 𝑟(1 + (−1 + ℎ)𝛼)

(𝑎 + 𝐾 − √𝛿)
2
𝑀

elde edilir ki denge noktasının pozitiflik koşullarından 1 + 𝑝1 + 𝑝0 > 0 eşitsizliği sağlanmaz. 

Teorem 4: Farzedelim ki  0 < 𝑎 ≤ 𝐾, 0 < 𝑚 <
𝑎2+2𝑎𝐾+𝐾2

4𝐾
 ve  0 < 𝛼 < 1 olsun. Üstelik  𝛼 ≠

2

2+ℎ
 olsun. Eğer 

𝑟 = 𝑟∗ = √
(𝑎(𝑎 + 𝐾) − 2𝐾𝑚)2𝑀2

(𝑎 − 𝑚)2𝛿(2 + (−2 + ℎ)𝛼)2
+

𝑀𝑎

(𝑎 − 𝑚)(2 + (−2 + ℎ)𝛼)

ise (8) fark denklem sisteminin 𝐸1 denge noktası civarında Neimark-Sacker çatallanması oluşur. 

İspat: 

1 − 𝑝0 = 0 dan kritik çatallanma değeri 

𝑟∗ = √
(𝑎(𝑎 + 𝐾) − 2𝐾𝑚)2𝑀2

(𝑎 − 𝑚)2𝛿(2 + (−2 + ℎ)𝛼)2
+

𝑎𝑀

(𝑎 − 𝑚)(2 + (−2 + ℎ)𝛼)

olarak bulunur. r nin bu kritik değeri için jakobiyen matris 

𝐽(𝑟∗) = (
−

2ℎ𝛼

2 + (−2 + ℎ)𝛼
−1

1 0

) 

formundadır.  Bu matrisin özdeğerleri ise 

𝜆1,2 =
−ℎ𝛼

2 − 2𝛼 + ℎ𝛼
± 𝑖

2√1 − 2𝛼 + ℎ𝛼 + 𝛼2 − ℎ𝛼2

2𝑘

şeklinde elde edilir. Bu özdeğerler için  |𝜆1,2| = 1 olduğu açıktır. Öte yandan Nonresonence koşulundan eğer 

𝛼 ≠
2

2+ℎ
 ise 

𝑝1(𝑟
∗) =

2ℎ𝛼

2 + (−2 + ℎ)𝛼
≠ 0,1

dır. Transversality koşulundan ise eğer 0 < 𝑎 ≤ 𝐾, 0 < 𝑚 <
𝑎2+2𝑎𝐾+𝐾2

4𝐾
ve  0 < 𝛼 < 1 ise 

𝑑|𝜆1,2|

𝑑𝑟
|𝑟=𝑟∗ =

((𝑎 + 𝐾)2 − 4𝐾𝑚 + 𝑎√𝛿 + 𝐾√𝛿 − 2𝑚√𝛿)(2 + (−2 + ℎ)𝛼)

2(𝑎 + 𝐾 + √𝛿)2𝑀
≠ 0 

dır. 
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Şekil 3. Güçlü  Allee etkisine sahip (8) fark denklem sisteminin E1 denge noktasındaki faz diyagramları. (a) r = 5, (b) r = r∗ =
5.3523,  (c)   r = 5.5 ve (d)  r = 6. Diğer parametre değerleri ve başlangıç koşulları Şekil 2 deki gibidir.  

Şekil 4. Zayıf Allee etkisine sahip (8) fark denklem sisteminin E1 denge noktasındaki faz diyagramları. (a) r = 3, (b) r = r∗ =
4.7068,  (c)   r = 5 ve (d)  r = 6. Diğer parametre değerleri ve başlangıç koşulları Şekil 1 deki gibidir.  
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Şekil 5.  K = 9,m = 0.8, h = 0.001,M =  0.88716, α = 0.8, r = 4, a = 0.3 parametre değerleri (8) fark denklem sisteminin 
farklı başlangıç koşulları altında E1 denge noktasındaki dinamik davranışları. X1(1) = X2(1) = 0.7 (mavi eğri), X1(1) =
X2(1) = 0.6 (kırmızı eğri), X1(1) = X2(1) = 0.45 (yeşil eğri), X1(1) = X2(1) = 0.4 (siyah eğri). 

Şekil 6.  Allee etkisiz (mavi eğri) ve güçlü Allee etkili (kırmızı eğri) ayrık zamanlı Caputo- Fabrizio lojistik denklemlerin 

çatallanma diagramları. Diğer parametre değerleri ve başlangıç koşulları Şekil 2 deki gibidir. 
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Şekil 7.  Allee etkisiz (mavi eğri) ve zayıf Allee etkili (kırmızı eğri) ayrık zamanlı Caputo- Fabrizio lojistik denklemlerin 
çatallanma diagramları. Diğer parametre değerleri ve başlangıç koşulları Şekil 1 deki gibidir. 

3. Sonuç ve Tartışma

Bu çalışmada Ekli Allee etkiye sahip ayrık zamanlı Caputo-Fabrizio lojistik modeli (8) in dinamik davranışları 
incelenmiştir. (8) fark denklem sisteminin denge noktaları 𝐸0, 𝐸1 ve 𝐸2 olarak bulunmuştur. 𝐸0 denge noktası zayıf 
Allee etkisi altında (0 < 𝑚 < 𝑎) kararsız iken güçlü Allee etkisi altında (𝑚 > 𝑎) (11) eşitsizliğinin varlığı altında 
lokal asimptotik kararlı olabilmektedir. 𝐸1 pozitif denge noktası ise 0 < 𝑎 < 𝐾 ve 0 < 𝛼 < 1  olmak üzere zayıf 
Allee etkisi altında (12) ve (13) veya (14) ve (15) eşitsizlikleri için lokal asimptotik kararlıdır (Şekil 1).  0 < 𝑎 < 𝐾  
ve            0 < 𝛼 < 1 olmak üzere güçlü Allee etkisi altında (16) ve (17) eşitsizliklerinin var olması 𝐸1 pozitif denge 
noktasını lokal asimptotik kararlı yapmaktadır (Şekil 2). 𝐸2 denge noktası ise denge noktasının pozitif olma 
koşulları altında kararsızdır. Güçlü Allee etkisi altında  𝐾 = 9,𝑚 = 0.8, ℎ = 0.001,𝑀 =  0.88716, 𝛼 = 0.8, 𝑎 = 0.7 
parametre değerleri için kritik çatallanma değeri 𝑟∗ = 5.3523 olarak bulunur. r nin bu kritik değerinde Neimark-
Sacker çatallanmasının oluşabilmesi için gerekli olan transversality ve non-resonance koşullarının sağlandığı 
gösterilmiştir (Şekil 3 ve Şekil 6).  Zayıf Allee etkisi altında  𝐾 = 9,𝑚 = 0.3, ℎ = 0.001,𝑀 =  0.88716, 𝛼 = 0.8,
𝑎 = 0.9 parametre değerleri için kritik çatallanma değeri 𝑟∗ = 4.7068 olarak bulunur (Şekil 4 ve Şekil 7). Güçlü 
Allee etkisi altında 𝑟 parametresine göre çatallanma değeri 𝑟∗ = 5.3523 iken zayıf Allee etkisi altında bu değer 
𝑟∗ = 4.7068 olmaktadır. Dolayısıyla güçlü Allee etkisinin zayıf Allee etkisine göre kararlılık bölgesini daha da 
genişlettiğini söyleyebiliriz. 

 Şekil 5, farklı başlangıç değerleri altında popülasyonun dinamik davranışlarını göstermektedir. 

Ekli Allee etkili (8) ve Allee etkisiz dinamik sistemleri karşılaştırdığımızda Allee fonksiyonunun kararlılık bölgesini 
genişlettiğini görebiliriz (Şekil 6 ve Şekil 7) . Yani diğer bir deyişle Ekli Allee etkiye sahip dinamik sistemde daha 
geç çatallanmalar oluşmaya başlamaktadır. 
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