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OZET: Bu caligmanin esas amaci yeni tipten bir Sturm-Lioville probleminin bazi karsilastirma ve salinim
Ozelliklerinin incelenmesidir. Arastirdigimiz problemin klasik Stum-Liouville probleminden esas farki ortak
sinirt olan iki tane ayrik aralikta tanimli olmasi ve ortak sinirda gecis sartlari olarak adlandirilan iki tane ek sart
icermesidir. Klasik yontemlerin yeni bir modifikasyonunu (bi¢imini) gelistirerek yeni karsilagtirma ve salinim
teoremleri ispat ettik. Bizim sonuglar karsilagtirma ve salinim hakkindaki bazi klasik sonuglari genellestiriyor.

Anahtar Kelimeler— Klasik olmayan Sturm-Liouville problemi, geg¢is sartlar, karsilastirma teoremleri,
salimim.

Oscillation and Comparison Properties of Two-interval Sturm-Liouville
Equations

ABSTRACT: The main purpose of this work is to study some comparison and oscillation properties of Sturm-
Liouville problems of a new type. The considered problem differs from the classical Sturm-Liouville problems
in that it is defined on two non-interesting intervals at common and of which are given two additional
conditions, the so-called transmission conditions. By developing a new modification of the classical methods
we proved a new comparison and oscillation theorems. Our results generalizes some classical results about
comparison and oscillation.

Keywords— non-classical Sturm-Liouville problem, transmission problems, comparison theorems, oscillation.

1. Giris

Sturm Liouville denkleminin ¢6ziim fonksiyonunun sifirlarimin varligi ve dagiliminin
incelenmesi adi diferansiyel denklemlerin nitel teorisinde son derece dnemli bir konudur.
Bu konuda genis bir literatiir olmasina ragmen son yillarda doga bilimlerinin cesitli
alanlarinda ortaya ¢ikan yeni tip diferansiyel denklemlerin ¢dzlimlerinin salinimi veya
salinimsizig1 i¢in yeni yeterli kosullarin tiiretilmesine artan bir ilgi vardir. Ozellikle ek gegis
sartlar1 iceren klasik olmayan Sturm-Liouville tipi problemler, fizikte karsilasilan farkli
problemlerin modellenmesinde siklikla karsimiza c¢ikmaktadir. Bu tiir klasik olmayan
problemler farkli dielektrik 6zelliklere sahip ferromanyetik ortamlardaki elektromanyetik
islemlerde, elastik coklu yapilarda, 1s1 ve kiitle transferinde, "hidrolik kirilma"
problemlerinde, mekanik sistemlerin titresimlerinde vb. matematiksel model olarak ortaya
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¢ikmaktadir (Cannon ve Meyer, 1971; Duhamel, 1843; Ergiin ve Amirov, 2020; Gaskell,
1942; Grace ve El-Marshedy, 2000; Lenger, 1932).

Bu calismada, gecis sartlar olarak adlandirdigimiz ek iletim kosullarini igeren yeni tip bir
Sturm-Liouville probleminin karsilastirma ve salinim 6zellikleri arastirilmistir (Akdogan ve
ark., 2019; Allahverdiev, 2013; Allahverdiev ve Tuna, 2019; Aydemir ve ark, 2018;
Kandemir ve Mukhtarov, 2017; calismalarinda gecis sart1 i¢ceren bazi problemlerin farkl
ozellikleri incelenmistir). Bu tipten klasik olmayan Sturm-Liouville problemleri Diinya'nin
serbest salinimlarinda, toroidal salinimlarinin radyal bagimlili§ini belirleyen problemlerde
vb matematiksel model olarak ortaya ¢ikmaktadir. Problemimiz, etkilesim noktasinda
¢Oziimlerin sol ve sag limitleri ile tiirevleri arasindaki iligkiyi tanimlayan ek iletim kosullar1
icermesi bakimindan klasik Sturm-Liouville problemlerinden farklidir. En biiyiik belirsizlik,
¢Oziimlerin sifirlarinin varligini ve davranisini incelemekte ortaya ¢ikar ve bu nedenle klasik
yontemleri ek iletim kosullarini igeren problemlere de uygulanabilecek sekilde gelistirmek
gerekir. Bir ¢ok fiziksel olayin ¢esitli ozelliklerini incelerken, salinimli veya salinimli
olmayan ¢oziimler i¢in yeterli kosullar1 elde etmek, ardisik sifirlar arasindaki minimum
mesafeyi ve belirli bir aralikta bulunan sifir sayisin1 tahmin etmek ve ayrica bu tiir fiziksel
olaylarin modellenmesi sirasinda ortaya cikan diferansiyel denklemlerin bu o6zellikleri
arasinda bir baglant1 bulmak ihtiyaci ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle Sturm karsilastirma ve
salimim teorisi giderek artan bir ilgi gdrmektedir. Ornegin bir pargacik f,(t) =—h (t)u

kuvveti tarafindan u=0"a ¢ekilsin. O halde bu pargacigin serbestlik derecesi bire esitse
hareketin matematiksel modeli

u"+ f,(t)u=0 )

seklindeki Sturm-Liouville denklemi bigimindedir. Burada t zaman anlamina gelmektedir.
Eger f,(t)> f (t) olmak lizere baska bir paractk f,(t)=-h,(t)v kuvveti ile v=0 'a

¢ekilirse (bu hareket aym zamanda benzer sekilde V'+ f,(t)v=0 denklemi ile

modellenmistir) o halde Quantum teorisinden bilindigi gibi ikinci pargacik daha hizli salinim
yapar. Yani eger birinci parcactk u=0"'dan t, ve t, ardisik zamanlarinda gecerse, o zaman

bu anlar arasinda ikinci pargacik (daha biiylik bir kuvvete sahip) en az bir kez gecmis
olacaktir. Bu salinim teorisi aym1 zamanda diferansiyel denklemlerin kesin bigimde
bulamadigimiz ¢oziimlerinin bazi niteliksel 6zelliklerini incelemek i¢in de kullanilabilir. Bu
nedenle Sturm teorisi teorik oldugu kadar uygulama agisindan da Onemlidir. Ayrica
matematiksel fizigin bazi1 problemlerini incelerken, sadece adi diferansiyel denklemler i¢in
degil, ayn1 zamanda kismi diferansiyel denklemler i¢in de salinimli ve salinimli olmayan
¢oziimler bulmak gerekir. Ikinci mertebeden adi lineer diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimlerinin karsilagtirma ve salinim o6zelliklerine iliskin ilk 6nemli sonuglar 1836 'da Sturm
tarafindan olusturulmustur (Sturm, 1836). Gegis sartlar1 iceren sinir-deger problemlerinin bir
cok spektral 6zelliklerinin incelenmesi son yillarda daha fazla ilgi gérmeye baslamigtir.
Ornegin (Mukhtarov ve ark., 2018, 2020; Olgar ve ark., 2018; Sen, 2018; Yakar ve Akdogan,
2017) g¢alismalarinda bu tiir sonuclar yer almaktadir. Bu ¢alismada yeni tip Sturm-Liouville
problemler i¢in ayirma, karsilastirma ve salinim teoremlerini genellestirecegiz.
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2. Etkilesim Noktasinda iletim Kosullar1 Olan iki Aralikh Sturm- Liouville

Denklemleri i¢cin Ayirma Teoremleri

Bu ¢aligmamizda C"[a,c—0]®@C"[c+0,b] ile [a,c)w(c,b] kiimesinde tanimli olan, [a,c)
ve (c,b] araliklarinin her birinde n. mertebeden siirekli tiirevlenebilir olan ve de X =c gecis
noktasinda sonlu f°(c+0)= Iiw f*(cte), s=0,12,...,n limit degerlerine sahip olan tiim
fonksiyonlardan olusan uzay1 gosterecegiz. k € C'[a,c—0]®C'[c+0,b],
o eC[a,c-0]®C[c+0,b] oldugunu varsayarak

—(k(x)y") + o(x)y=0, xe[a,c)u(c,b] (2)
iki aralikli Sturm-Liouville denklemini ve X =c iletim noktasinda verilen

Jy(c)=0 3)
Jy'(c)=By(c-0) (4)

iletim kosullarini ele alacagiz. Burada J operatorii Jf (X,) = lim f(x)—lim f(x) ile taniml
X—X§ X—Xg
sigrama operatoriidiir.

Teorem 1. (3) ve (4) iletim kosullarmi saglayan (2) iki-aralikli Sturm-Liouville
denkleminin agikar olmayan bir ¢6ziimii [a,c) U (c,b]araliginda en fazla sonlu sayida sifira
sahip olabilir.

Ispat. Aksini kabul edelim, yani kabul edelim ki (2) - (4) probleminin x_ e[a,c)u(c,b],
n=12,.... olacak sekilde sonsuz sayida sifirt mevcuttur. Bolzano-Weirstrass teoremine
gore yakinsak bir (X, ) alt dizisi segebiliriz. Xy, W olsun. w=c ve w# ¢ durumlarini ayri

ayrl aragtiracagiz. W=c ve wel[a,c) olsun. (2)-(4)probleminin y(x) ¢6zimi w
noktasinda siirekli oldugu i¢in

y(w)=1lim y(x, )=0
k—o0 K
esitligi elde edilir. Buradan

y(x, ) —y(w)
Xk —-W B

n,

0

y' (w)=lim

esitligi bulunur. Bu durumda (2) denkleminin asikar olmayan ¢oziimii y(w) =y (w)=0
baslangi¢ kosullarin1 sagliyor. O halde Adi Diferansiyel Denklemler teorisinin iyi bilinen
varlik ve teklik teoremine gore y(x) fonksiyonu [a,c) araliginda 6zdes olarak sifira esit olur.
(3) ve (4)iletim kosullarini kullanarak

y(c+0)=y(c-0)=0
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ve

y'(c+0)=y'(c—0)+By(c—0)=0

elde ederiz. Bir kez daha varlik ve teklik teoremini uygularsak y(x)'in (c,b] sag araliginda
da 6zdes olarak sifira esit oldugunu goriiriiz. Boylece bir celiski elde ederek we[a,c)
durumu igin ispati tamamladik. w € (c,b] olmas1 durumu bir 6nceki duruma tamamen benzer
sekilde ispat edilebilir. $imdi w= ¢ durumunu arastiralim. Bu durumda (x, ) alt dizisinin
[a,c) ve (c,b] araliklarinin en az birinde sonsuz sayida terimi oldugu i¢in bu alt dizinin
(x,) Tc veya (x,)¥c olacak bigimde en az bir (x,, ) alt dizisi meveuttur. Bu durumlar
tamamen benzer olduklarindan sadece bir durumu incelemek yeterlidir. Kabul edelim ki
(xnks ) T ¢ olacak bicimde (xnks) alt dizisi mevcuttur. Buradan

y(e-0)=lim y(x, )=0
esitligi elde edilir.
Simdi y'(c—0) =0 oldugunu da gosterecegiz. Bunun igin

y(x), X €[a,c)

y(w)= {y(c—O), X=C

fonksiyonunu tanimlayalim. Ortalama deger teoremi geregi her s=0,1,2,...igin 0<¢ <1

olacak sekilde 0yle o reel sayis1 vardir ki, bu sayilar i¢in
y(Xnks ) =Yy (C) +Yy , (as Xnks + (1_ as)c)(xnks - C)

esitligi saglanir. Sonug olarak y'(ozsxnk +(1—-a,)c)=0 esitligi elde edilir. Simdi s — o0

iken (x,)Tcoldugunu dikkate alarak buradan y'(c—0)=0, yani y'(c-0)=0 elde

ederiz. Bu da varlik ve teklik teoremine gore celiskidir. Ispat tamamlanmus oldu.

Teorem 2. u(x) ve ¢(x) fonksiyonlar1 (2) iki-aralikli Sturm- Liouville denkleminin (3) ve
(4) iletim kosullarin1 saglayan lineer bagimsiz ¢oziimleri olsun. O halde bu ¢oziimlerin

stfirlart i¢ ice gecer, yani bu ¢oziimlerden birinin ardisik iki sifir1 arasinda diger ¢6zliimiin
tam olarak bir tane sifir1 vardir.

Ispat. x,x, €[a,c)u(c,b] noktalarinin  u(x) ¢dziimiiniin ardigik sifirlari oldugunu
varsayalim. a<X <X, <C , C<X <X <b ve a<x <c<x,<b durumlarin ayr ayr
arastiracagiz. {lk olarak X, X, €[a,c) durumunu ele alalim. Aksini kabul edelim, yani kabul
edelim ki ¢(x) fonksiyonunun (x, X,) araliginda sifirt yoktur. Genelligi bozmadan u(x) ve
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@(x) fonksiyonlarinin her ikisinin de (x;,X,) araliginda pozitif oldugunu kabul edelim.
u(x) =0 ve ¥xe(x,X,) i¢cin u(x)>0oldugundan

ulg+h)-ux) . ue+h) o ©)
h U

u (Xi): Ir![g hio
esitsizligi saglanir. u(x) =0 ve u(x) asikar olmayan ¢6ziim oldugu i¢in ¢6ziimiin varlig1 ve
tekligi hakkinda teorem geregi u'(x,) sifira esit olamaz. O halde u’(x) >0 olur. Benzer

sekilde u’(x,) <0 oldugunu gosterebiliriz. Sonug olarak

W (U, ;%) =u(x)@ (%) -’ (x)e(x) = —u'(x)e(x)<0 (6)

ve

W (U, p;x,) = u(xz)(Pl(Xz)_u’(Xz)(P(Xz) == u’(xz)(P(Xz) >0 (7)

elde edilir. Fakat u(x) ve ¢(x) fonksiyonlarinin Wronskian1 [x,x,] araliginda isaret
degistiremez. Bu nedenle (6) ve (7) celisir. Boylece a<x <X, <C durumu i¢in ispat
tamamlanmis olur. ¢ <X <X, <b durumu i¢in ispat tamamen benzer sekilde yapilir. Son
olarak a<x, <Cc<X,<b durumunu arastiralim. Genelligi bozmadan u(x) >0 ve ¢(x)>0
oldugunu kabul edelim. u(x) ¢oziimii (x;,x,) araliginda pozitif oldugu, u(x,) =0 oldugu ve

u'(x,) #0 oldugu igin

UG —uy) U0y +h)
h

. (Xl): Ir!ﬂ)] hlo h

elde edilir. Benzer bigimde u’(x,) <0 oldugunu ispat edebiliriz. Bylece

W (U, @;X,) = U(XZ)(D'(XZ)—U'(XZ)¢(X2) = —U'(XZ)(D(X2)> 0 8

esitsizligini elde ederiz. (3) ve (4) iletim kosullarim1 kullanarak

W (U, @;%,) =W (u,@;c+0) =u(c+0)¢ (c+0)—u'(c+0)p(c+0)

=u(c-0)¢ (c-0)—u'(c-0)p(c-0)
:W(U,Q);C—O) :W(U,(D; Xl)

=-U'(x)p(x) ©)

elde edilir. Ayrica u(x) ve @(x) fonksiyonlarim1 VX €[a,c)u(c,b] icin pozitif olduklarini

kabul ettigimizden ve u’(x,) >0 oldugundan sonuncu esitsizlikten

W (U, ;%,) <O (10)
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sonucu elde edilir. Fakat (8) ve (10) celismektedir. Boylece bir geliski elde ettik. ispat
tamamlandi.

Teorem 3. (3) ve (4) iletim kosullarini saglayan iki-aralikli (2) diferansiyel denkleminin
asikar olmayan ¢oziimlerinin tiim sifirlar basittir.

Ispat. Aksini kabul edelim. Yani asikar olmayan bir y(x) ¢dziimiiniin basit olmayan bir x,

sifirmin var oldugunu varsayalim. O halde y(x,) = y'(x,) =0 elde edilir. flk énce X, €[a,c)
durumunu aragtiralim. Bu durumda varlik ve teklik teoremi geregi y(x) ¢oziimii [a,c)-de
0zdeslik olarak sifira esit olur. Buradan ve gecis sartlarindan

y(c+0)=y(c-0)=0
y'(c+0)=y (c-0) +ay(c-0)=0

esitlikleri elde edilir. Buradan ise yine varlik ve teklik teoremi geregi y(X) ¢dziimiiniin (c,b]
aralifinda da 6zdes olarak sifira esit oldugu sonucu elde edilir. Yani x; €[a,c) durumu i¢in
ispat tamamlanmuis olur. X, € (c,b] durumunda da tamamen benzer sekilde ispat yapilir.

3. Karsilastirma Teoremi

Teorem 4. gqeCla,c—-0]®C[c+0,b] oldugunu varsayalim. Ayrica kabul edelim ki, z(x)
fonksiyonu

2" (X)+ q(x) z(x)=0, x e[a,c)u(c,b] (12)
Iki-aralikl1 diferansiyel denklemin
Jz(c)=0
JZ' ()= B z(c-0) (12)
iletisim sartlarini saglayan herhangi bir asikar olmayan ¢6ziimii olsun.

Ayrica z(a) = z(b) =0 oldugunu ve

B c-¢ B b
nm (p-0)2’dx>0 , lim| (p-g)z’dx>0 (13)

a 10 Jete

esitsizliklerinin saglandigini kabul edelim. O halde

y' () + p(x) y(x)=0, xe[a,c)u(c,b] (14)

iki-aralikli diferansiyel denkleminin
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y(a)=0 (15)
Jy(c)=0
Yy (€)= py(c-0) (16)

sartlarin1 saglayan asikar olmayan her ¢oziimii (a,c)w(c,b] iki araliginda en az bir sifira
sahiptir.

Ispat. Eger y(x) ve z(x) lineer bagimli ise ispat asikardir. Bu yiizden, y(x) ve z(x)'in
lineer bagimsiz fonksiyonlar oldugu durum igin ispat edecegiz. Aksini kabul edelim. O halde
Vx e (a,c)u(c,b] icin y(x) =0 saglanir. (11) ve (14) denklemlerinden z(z" + qz) =0 ve

2
Z—(y" + py) =0 elde ederiz. Bu denklemlerden birini digerinden ¢ikartarak
y

20 d

W (y, z;x) = 2°(x)(p(x) —q(x)) @7)
y(x) dx

esitligini elde ederiz.

y(a) =z(a) =0 oldugundan y'(a)#0 ve z'(a) = 0°’dir. D’Hospital kuralini uygularsak

im2) 2@ _ 4 (18)

=2 y(X)  y'(a)

elde ederiz. (18)’i kullanarak ve y,z e C[a,c—0]®C[c+0,b] oldugunu da hesaba katarak
(17) 'nin sol tarafinin [a,c) ve (c,b]araliklarinda integrallenebilir oldugunu goriiriiz. Simdi
(17) esitligini [a,c) ve (c,b] araliklarinda parca parga integrallersek (18) ifadesini de goz
oniinde bulundurarak asagidaki

w20y, )-8y, z:a+€)j

2 e
I!w(mW(y,z,x)

~lim j:_g(i)(;]W(y, Z; x)dx+jb [@jW(y, 2 X)dx

*y(b) y(a+e)

Y o y(x)
- Igg;( [ (p09-009) 2(0ck+ | (p(¥)-(x) z?(x)dxj (19)
esitliklerini buluruz. Buradan
im 28wy, zare) - ;EZ;W(y Z;a) (20)

elde edilir. y(a) = z(a) =0 oldugundan (19) esitligi asagidaki formda yazilir.
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2(X) o o W(y,z;x) ‘ b (W(Y,Z;X) ‘
MW(y,z,x)| —j [ jdx—j [ jdx

:jc_o( p(X)-q(x)) zz(x)dx+j

] (P(x)-q(x)) 2°(x)dx (21)
(12) ve (16) iletim kosullarini kullanarak

z(c+0) _ z(c—-0) _ z(c—-0)
y(c+0) y(c—-0) y(c-0)

(22)

esitlikleri bulunur. Ayrica

W (y,z;c+0):=y(c+0)z' (c+0)-y'(c+0)z(c+0)
=y(c-0)z'(c-0)-y'(c-0)z(c-0)
=W(y,z;c-0)=W(y,z;c+0) (23)

elde edilir. (21) , (22) ve (23)’den

_Ic_o(w(y,z;x)jzdx_jb [W(y’Z;X)jZdX
=L y(x) =0\ y(x)

= [ (p0)-900) 20+ [ (P~ (X 20 (24)

a c+0

esitligi elde edilir. y(x)ve z(x) lineer bagimsiz oldugundan, sol taraf negatiftir. Boylece
celiski elde ettik. Ispat tamamlandi.

Not. Teorem 4’de (13) kosulu daha da kisitlayici olan

lim [ (p-g)%dx >0 lim [ (p-a)z2dx>0 (25)
&0 Ja ' &0 Jete
kosulu ile degistirilirse daha gii¢lii sonug elde edebiliriz. Bu durumda y(x)'in (a,c)w(c,b)

acik iki-araliginda bir sifirt olmast sonucunu elde edebiliriz. Bunu gostermek igin aksini
varsayalim, yani Vx e (a,c)u(c,b) i¢in y(x) =0 olsun. O halde bir 6nceki teoremde y(X)

¢oziimiinlin (a,c)u(c,b] araliginda bir sifirn olmasi gerektigine dayanarak y(b)=0

oldugunu elde ederiz. y(x) asikar olmayan ¢6ziim ve y(b)=0 oldugundan y'(b)# 0'dur.
Boylece

jim 20) 72 ©)
b y(d) y'(b)

elde edilir. O halde daha 6nce yapilan iglemlerin benzeri yapilarak (24)'lin sol tarafinin
pozitif oldugunu elde ederiz. Yani geliski elde ederiz.
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