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ÖZET:  Bu çalışmanın esas amacı yeni tipten bir Sturm-Lioville probleminin bazı karşılaştırma ve salınım 

özelliklerinin incelenmesidir. Araştırdığımız problemin klasik Stum-Liouville probleminden esas farkı ortak 

sınırı olan iki tane ayrık aralıkta tanımlı olması ve ortak sınırda geçiş şartları olarak adlandırılan iki tane ek şart 

içermesidir. Klasik yöntemlerin yeni bir modifikasyonunu (biçimini) geliştirerek yeni karşılaştırma ve salınım 

teoremleri ispat ettik. Bizim sonuçlar karşılaştırma ve salınım hakkındaki bazı klasik sonuçları genelleştiriyor. 

Anahtar Kelimeler– Klasik olmayan Sturm-Liouville problemi, geçiş şartları, karşılaştırma teoremleri, 

salınım. 

 

Oscillation and Comparison Properties of Two-İnterval Sturm-Liouville 

Equations 

 
 

ABSTRACT: The main purpose of this work is to study some comparison and oscillation properties of Sturm-

Liouville problems of a new type. The considered problem differs from the classical Sturm-Liouville problems 

in that it is defined on two non-interesting intervals at common and of which are given two additional 

conditions, the so-called transmission conditions. By developing a new modification of the classical methods 

we proved a new comparison and oscillation theorems. Our results generalizes some classical results about 

comparison and oscillation. 

Keywords– non-classical Sturm-Liouville problem, transmission problems, comparison theorems, oscillation. 
 

1. Giriş 

Sturm Liouville denkleminin çözüm fonksiyonunun sıfırlarının varlığı ve dağılımının 

incelenmesi  adi diferansiyel denklemlerin nitel teorisinde  son derece önemli bir konudur. 

Bu konuda geniş bir literatür olmasına rağmen son yıllarda doğa bilimlerinin çeşitli 

alanlarında ortaya çıkan yeni tip diferansiyel denklemlerin çözümlerinin salınımı veya 

salınımsızlığı için yeni yeterli koşulların türetilmesine artan bir ilgi vardır. Özellikle ek geçiş 

şartları içeren klasik olmayan Sturm-Liouville tipi problemler, fizikte karşılaşılan farklı 

problemlerin modellenmesinde sıklıkla karşımıza çıkmaktadır. Bu tür klasik olmayan 

problemler farklı dielektrik özelliklere sahip ferromanyetik ortamlardaki elektromanyetik 

işlemlerde, elastik çoklu yapılarda, ısı ve kütle transferinde, "hidrolik kırılma" 

problemlerinde, mekanik sistemlerin titreşimlerinde vb. matematiksel model olarak ortaya 
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çıkmaktadır (Cannon ve Meyer, 1971; Duhamel, 1843; Ergün ve Amirov, 2020; Gaskell, 

1942; Grace ve El-Marshedy, 2000; Lenger, 1932).  

Bu çalışmada, geçiş şartları olarak adlandırdığımız ek iletim koşullarını içeren yeni tip bir 

Sturm-Liouville probleminin karşılaştırma ve salınım özellikleri araştırılmıştır (Akdoğan ve 

ark., 2019; Allahverdiev, 2013; Allahverdiev ve Tuna, 2019; Aydemir ve ark, 2018; 

Kandemir ve Mukhtarov, 2017; çalışmalarında geçiş şartı içeren bazı problemlerin farklı 

özellikleri incelenmiştir). Bu tipten klasik olmayan Sturm-Liouville problemleri Dünya'nın 

serbest salınımlarında, toroidal salınımlarının radyal bağımlılığını belirleyen problemlerde 

vb matematiksel model olarak ortaya çıkmaktadır. Problemimiz,  etkileşim  noktasında 

çözümlerin sol ve sağ limitleri ile türevleri arasındaki ilişkiyi tanımlayan ek iletim koşulları 

içermesi bakımından klasik Sturm-Liouville problemlerinden farklıdır. En büyük belirsizlik, 

çözümlerin sıfırlarının varlığını ve davranışını incelemekte ortaya çıkar ve bu nedenle klasik 

yöntemleri ek iletim koşullarını içeren problemlere de uygulanabilecek şekilde geliştirmek 

gerekir. Bir çok fiziksel olayın çeşitli özelliklerini incelerken, salınımlı veya salınımlı 

olmayan çözümler için yeterli koşulları elde etmek, ardışık sıfırlar arasındaki minimum  

mesafeyi ve belirli bir aralıkta bulunan sıfır sayısını tahmin etmek ve ayrıca bu tür fiziksel 

olayların modellenmesi sırasında ortaya çıkan diferansiyel denklemlerin bu özellikleri 

arasında bir bağlantı bulmak ihtiyacı ortaya çıkmaktadır. Bu nedenle Sturm karşılaştırma ve 

salınım teorisi giderek artan bir ilgi görmektedir.  Örneğin bir parçacık 
1 1( ) ( )f t h t u= −  

kuvveti tarafından 0u = 'a çekilsin. O halde bu parçacığın serbestlik derecesi bire eşitse 

hareketin matematiksel modeli 

1( ) 0 (1)u f t u + =  

şeklindeki Sturm-Liouville denklemi biçimindedir. Burada   t  zaman anlamına gelmektedir. 

Eğer 
2 1( ) ( )f t f t  olmak üzere başka bir parçacık 

2 2( ) ( )f t h t v= −  kuvveti ile 0v =  'a 

çekilirse (bu hareket aynı zamanda benzer şekilde 2 ( ) 0v f t v + = denklemi ile 

modellenmiştir) o halde Quantum teorisinden bilindiği gibi ikinci parçacık daha hızlı salınım 

yapar. Yani eğer birinci parçacık 0u = 'dan 
1t  ve  

2t  ardışık zamanlarında geçerse, o zaman 

bu anlar arasında ikinci parçacık (daha büyük bir kuvvete sahip) en az bir kez geçmiş 

olacaktır. Bu salınım teorisi aynı zamanda diferansiyel denklemlerin kesin biçimde 

bulamadığımız çözümlerinin bazı niteliksel özelliklerini incelemek için de kullanılabilir. Bu 

nedenle Sturm teorisi teorik olduğu kadar uygulama açısından da önemlidir. Ayrıca 

matematiksel fiziğin bazı problemlerini incelerken, sadece adi diferansiyel denklemler için 

değil, aynı zamanda kısmi diferansiyel denklemler için de salınımlı ve salınımlı olmayan 

çözümler bulmak gerekir. İkinci mertebeden adi lineer diferansiyel denklemlerin 

çözümlerinin karşılaştırma ve salınım özelliklerine ilişkin ilk önemli sonuçlar 1836 'da Sturm 

tarafından oluşturulmuştur (Sturm, 1836). Geçiş şartları içeren sınır-değer problemlerinin bir 

çok spektral özelliklerinin incelenmesi son yıllarda daha fazla ilgi görmeye başlamıştır. 

Örneğin (Mukhtarov ve ark., 2018, 2020; Olğar ve ark., 2018; Şen, 2018; Yakar ve Akdoğan, 

2017)  çalışmalarında bu tür sonuçlar yer almaktadır. Bu çalışmada yeni tip Sturm-Liouville 

problemler için ayırma, karşılaştırma ve salınım teoremlerini genelleştireceğiz. 
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2. Etkileşim Noktasında İletim Koşulları Olan İki Aralıklı Sturm- Liouville 

Denklemleri İçin Ayırma Teoremleri  

Bu çalışmamızda [ , 0] [ 0, ]n nC a c C c b−  +  ile [ , ) ( , ]a c c b  kümesinde tanımlı olan, [ , )a c  

ve ( , ]c b  aralıklarının her birinde n . mertebeden sürekli türevlenebilir olan ve de x c=   geçiş 

noktasında sonlu 
0

( 0) lim ( ), 0,1,2,...,s sf c f c s n





 =  =  limit değerlerine sahip olan tüm 

fonksiyonlardan oluşan uzayı göstereceğiz. 1 1[ , 0] [ 0, ]k C a c C c b −  + ,  

[ , 0] [ 0, ]C a c C c b  −  +  olduğunu varsayarak 

( ( ) ) ( ) 0 , [ , ) ( , ] (2)k x y x y x a c c b − + =    

iki aralıklı Sturm-Liouville denklemini ve x c=  iletim noktasında verilen 

( )

( ) 0 (3)

( ) 0 (4)

Jy c

Jy c y c

=

 = −
 

iletim koşullarını ele alacağız. Burada J  operatörü 
0 0

0( ) lim ( ) lim ( )
x x x x

Jf x f x f x
+ −→ →

= −  ile tanımlı 

sıçrama operatörüdür.  

Teorem 1. (3)  ve (4)  iletim koşullarını sağlayan (2)  iki-aralıklı Sturm-Liouville 

denkleminin aşikar olmayan bir çözümü [ , ) ( , ]a c c b aralığında en fazla sonlu sayıda sıfıra 

sahip olabilir. 

İspat.  Aksini kabul edelim, yani kabul edelim ki (2) - (4) probleminin  [ , ) ( , ]nx a c c b  , 

1,2,.......n =  olacak şekilde sonsuz sayıda sıfırı mevcuttur. Bolzano-Weirstrass teoremine 

göre yakınsak bir ( )
knx alt dizisi seçebiliriz. 

knx w→  olsun. w c=  ve w c  durumlarını ayrı 

ayrı araştıracağız. w c  ve [ , )w a c  olsun. (2) - (4) probleminin ( )y x  çözümü w  

noktasında sürekli olduğu için  

( ) lim ( ) 0
kn

k
y w y x

→
= =  

eşitliği elde edilir. Buradan   

( ) ( )
( ) lim 0k

k

n

k
n

y x y w
y w

x w→

−
 = =

−
 

eşitliği bulunur. Bu durumda  (2)  denkleminin aşikar olmayan  çözümü ( ) ( ) 0y w y w= =  

başlangıç koşullarını sağlıyor. O halde  Adi Diferansiyel Denklemler teorisinin iyi bilinen 

varlık ve teklik teoremine göre ( )y x  fonksiyonu [ , )a c  aralığında özdeş olarak sıfıra eşit olur.

(3)  ve (4) iletim koşullarını kullanarak 

( 0) ( 0) 0y c y c+ = − =  
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ve 

( )( 0) ( 0) 0 0y c y c y c + = − + − =  

elde  ederiz. Bir kez daha varlık ve teklik teoremini uygularsak ( )y x 'in  ( , ]c b  sağ aralığında 

da özdeş olarak  sıfıra eşit olduğunu görürüz. Böylece bir çelişki elde ederek  [ , )w a c  

durumu için ispatı tamamladık. ( , ]w c b  olması durumu bir önceki duruma tamamen benzer 

şekilde ispat  edilebilir.  Şimdi w c=  durumunu araştıralım. Bu  durumda ( )
knx   alt dizisinin 

[ , )a c  ve ( , ]c b  aralıklarının en az birinde sonsuz sayıda terimi olduğu için bu alt dizinin 

( )
knx c  veya ( )

knx c  olacak biçimde en az bir ( )
ks

nx  alt dizisi mevcuttur. Bu durumlar  

tamamen benzer olduklarından sadece bir durumu incelemek yeterlidir. Kabul edelim ki 

( )
ks

nx c  olacak biçimde ( )
ks

nx  alt dizisi mevcuttur. Buradan  

( 0) lim ( ) 0
ks

n
s

y c y x
→

− = =  

eşitliği elde edilir. 

Şimdi ( 0) 0y c − =  olduğunu da  göstereceğiz. Bunun için 

( ), [ , )
( )

( 0),

y x x a c
y w

y c x c


= 

− =
 

fonksiyonunu tanımlayalım. Ortalama değer teoremi gereği her 0,1,2,...s = için   0 1s   

olacak şekilde öyle 
s  reel sayısı vardır ki, bu sayılar için  

( ) ( ) ( (1 ) )( )
k k ks s s

n s n s ny x y c y x c x c = + + − −  

eşitliği sağlanır. Sonuç olarak ( (1 ) ) 0
ks

s n sy x c  + − =  eşitliği elde edilir. Şimdi s →  

iken ( )
knx c olduğunu dikkate alarak buradan ( 0) 0y c − = , yani ( 0) 0y c − =  elde 

ederiz. Bu da varlık ve teklik teoremine göre çelişkidir. İspat tamamlanmış oldu. 

Teorem 2. ( )u x ve ( )x fonksiyonları  (2)  iki-aralıklı Sturm- Liouville denkleminin (3)  ve 

(4)  iletim koşullarını sağlayan lineer bağımsız çözümleri olsun. O halde  bu çözümlerin 

sıfırları iç içe geçer, yani bu çözümlerden birinin ardışık iki sıfırı arasında diğer çözümün 

tam olarak bir tane sıfırı vardır. 

İspat.  1 2, [ , ) ( , ]x x a c c b   noktalarının  ( )u x  çözümünün  ardışık sıfırları olduğunu 

varsayalım. 1 2a x x c    , 1 2c x x b     ve   1 2a x c x b       durumlarını ayrı ayrı 

araştıracağız. İlk olarak 1 2, [ , )x x a c  durumunu ele alalım. Aksini kabul edelim,  yani kabul 

edelim ki ( )x  fonksiyonunun 1 2( , )x x  aralığında sıfırı yoktur. Genelliği bozmadan ( )u x ve 
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( )x  fonksiyonlarının her ikisinin de 
1 2( , )x x  aralığında pozitif olduğunu kabul edelim. 

1( ) 0u x =  ve 
1 2( , )x x x   için  ( ) 0u x  olduğundan 

1 1 1
1

0 0

( ) ( ) ( )
( ) lim lim 0 (5)

h h

u x h u x u x h
u x

h h 

+ − + = =   

eşitsizliği sağlanır. 
1( ) 0u x =  ve ( )u x  aşikar olmayan çözüm olduğu için çözümün varlığı ve 

tekliği hakkında teorem gereği 1( )u x  sıfıra eşit olamaz. O halde 1( ) 0u x   olur. Benzer 

şekilde 2( ) 0u x   olduğunu gösterebiliriz. Sonuç olarak 

1 1 1 1 1 1 1( , ; ) : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 (6)W u x u x x u x x u x x     = − = −   

ve 

2 2 2 2 2 2 2( , ; ) : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 (7)W u x u x x u x x u x x     = − = −   

elde edilir. Fakat ( )u x  ve ( )x  fonksiyonlarının Wronskianı 
1 2[ , ]x x  aralığında işaret   

değiştiremez. Bu  nedenle   (6)  ve (7)  çelişir.  Böylece 
1 2a x x c    durumu için ispat  

tamamlanmış olur. 
1 2c x x b    durumu için ispat tamamen benzer şekilde yapılır. Son 

olarak 
1 2a x c x b      durumunu araştıralım. Genelliği bozmadan ( ) 0u x   ve ( ) 0x 

olduğunu kabul edelim. ( )u x  çözümü 
1 2( , )x x  aralığında pozitif olduğu, 

1( ) 0u x =  olduğu ve 

1( ) 0u x   olduğu için  

1 1 1
1

0 0

( ) ( ) ( )
( ) lim lim 0

h h

u x h u x u x h
u x

h h 

+ − + = =   

elde edilir. Benzer biçimde 2( ) 0u x   olduğunu ispat edebiliriz. Böylece  

2 2 2 2 2 2 2( , ; ) : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 (8)W u x u x x u x x u x x     = − = −   

eşitsizliğini elde ederiz. (3)  ve (4)  iletim koşullarını  kullanarak 

2

1

1 1

( , ; ) : ( , ; 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)

( 0) ( 0) ( 0) ( 0)

( , ; 0) ( , ; )

( ) ( ) (9)

W u x W u c u c c u c c

u c c u c c

W u c W u x

u x x

   

 

 



 = + = + + − + +

 = − − − − −

= − =

= −

 

elde edilir. Ayrıca ( )u x  ve ( )x  fonksiyonlarını [ , ) ( , ]x a c c b    için pozitif olduklarını 

kabul ettiğimizden ve 1( ) 0u x   olduğundan sonuncu eşitsizlikten 

2( , ; ) 0 (10)W u x   
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sonucu elde edilir. Fakat (8)  ve (10)  çelişmektedir. Böylece bir çelişki elde ettik. İspat 

tamamlandı. 

Teorem 3.  (3)  ve (4)  iletim koşullarını sağlayan  iki-aralıklı (2)   diferansiyel denkleminin  

aşikar olmayan çözümlerinin tüm sıfırları basittir. 

İspat. Aksini kabul edelim. Yani aşikar olmayan bir ( )y x  çözümünün basit olmayan bir 
0x

sıfırının var olduğunu varsayalım. O halde 0 0( ) ( ) 0y x y x= =  elde edilir.  İlk önce 
0 [ , )x a c

durumunu araştıralım. Bu durumda varlık ve teklik teoremi gereği  ( )y x  çözümü [ , )a c -de 

özdeşlik olarak sıfıra eşit olur. Buradan ve geçiş şartlarından 

( ) ( )

( 0) ( 0) 0

( 0) 0 0 0

y c y c

y c y c y c

+ = − =

 + = − + − =
 

eşitlikleri elde edilir. Buradan ise yine varlık ve teklik teoremi gereği  ( )y x  çözümünün ( , ]c b   

aralığında da özdeş olarak sıfıra eşit olduğu sonucu elde edilir. Yani 
0 [ , )x a c  durumu için 

ispat tamamlanmış olur. 
0 ( , ]x c b  durumunda da tamamen benzer şekilde ispat yapılır. 

 

3. Karşılaştırma Teoremi 

 
Teorem 4.  [ , 0] [ 0, ]q C a c C c b −  +  olduğunu varsayalım. Ayrıca kabul edelim ki, ( )z x  

fonksiyonu  

( ) ( ) ( ) 0 , [ , ) ( , ] (11)z x q x z x x a c c b + =    

İki-aralıklı diferansiyel denklemin  

( ) 0

( ) ( 0) (12)

Jz c

Jz c z c

=

 = −
 

iletişim şartlarını sağlayan herhangi bir aşikar olmayan çözümü olsun. 

Ayrıca ( ) ( ) 0z a z b= =  olduğunu ve  

2 2

0 0
lim ( ) 0 , lim ( ) 0 (13)

c b

a c
p q z dx p q z dx



 

−

+ 
−  −    

eşitsizliklerinin  sağlandığını kabul edelim. O halde  

( ) ( ) ( ) 0 , [ , ) ( , ] (14)y x p x y x x a c c b + =    

iki-aralıklı diferansiyel denkleminin          
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( ) 0 (15)

( ) 0

( ) ( 0) (16)

y a

Jy c

Jy c y c

=

=

 = −

 

şartlarını sağlayan aşikar olmayan her çözümü ( , ) ( , ]a c c b  iki aralığında en az bir sıfıra 

sahiptir. 

İspat.  Eğer ( )y x  ve ( )z x  lineer bağımlı ise ispat aşikardır. Bu yüzden,  ( )y x  ve ( )z x 'in 

lineer bağımsız fonksiyonlar olduğu durum için ispat edeceğiz. Aksini kabul edelim. O halde 

( , ) ( , ]x a c c b    için ( ) 0y x   sağlanır. (11)  ve  (14)  denklemlerinden ( ) 0z z q z + =  ve 
2

( ) 0
z

y py
y

 + =  elde ederiz. Bu denklemlerden birini diğerinden çıkartarak 

2( )
( , ; ) ( )( ( ) ( )) (17)

( )

z x d
W y z x z x p x q x

y x dx
= −  

eşitliğini elde ederiz. 

( ) ( ) 0y a z a= =  olduğundan ( ) 0y a  ve ( ) 0z a  ’dır. D’Hospital kuralını uygularsak  

( ) ( )
lim 0 (18)

( ) ( )x a

z x z a

y x y a→


= 


 

elde ederiz. (18) ’i kullanarak ve , [ , 0] [ 0, ]y z C a c C c b −  +  olduğunu da hesaba katarak 

(17) 'nin sol tarafının [ , )a c  ve ( , ]c b aralıklarında integrallenebilir olduğunu görürüz. Şimdi 

(17) eşitliğini [ , )a c  ve ( , ]c b  aralıklarında parça parça integrallersek  (18)  ifadesini de göz 

önünde bulundurarak aşağıdaki  

( ) ( )

0

0

2 2

0

( ) ( ) ( )
lim ( , ; ) ( , ; ) ( , ; )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
lim ( , ; ) ( , ; )

( ) ( )

lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

c

c

c b

a c

c b

a c

z x z b z a
W y z x W y z b W y z a

y x y b y a

z x z x
W y z x dx W y z x dx

y x y x

p x q x z x dx p x q x z x dx


















−

+

−

+

−

+

 +
− − + 

+ 

      − +       
 

= − + −

 

  (19)
 
 
 

 

eşitliklerini buluruz. Buradan  

0

( ) ( )
lim ( , ; ) ( , ; ) (20)

( ) ( )

z a z a
W y z a W y z a

y a y a






+
+ =

+ 
 

elde edilir. ( ) ( ) 0y a z a= = olduğundan (19) eşitliği aşağıdaki formda yazılır. 
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( ) ( )

2 2
00

0 0

0
2 2

0

( ) ( , ; ) ( , ; )
( , ; )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (21)

c bc

c a c

c b

a c

z x W y z x W y z x
W y z x dx dx

y x y x y x

p x q x z x dx p x q x z x dx

−−

+ +

−

+

   
− −   

   

= − + −

 

 

 

(12)  ve  (16)  iletim koşullarını kullanarak 

( 0) ( 0) ( 0)
(22)

( 0) ( 0) ( 0)

z c z c z c

y c y c y c

+ − −
= =

+ − −
 

eşitlikleri bulunur. Ayrıca  

( , ; 0) : ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)

( 0) ( 0) ( 0) ( 0)

( , ; 0) ( , ; 0) (23)

W y z c y c z c y c z c

y c z c y c z c

W y z c W y z c

 + = + + − + +

 = − − − − −

= − = +

 

elde edilir. (21)  , (22)  ve  (23) ’den  

( ) ( )

2 2
0

0

0
2 2

0

( , ; ) ( , ; )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 (24)

c b

a c

c b

a c

W y z x W y z x
dx dx

y x y x

p x q x z x dx p x q x z x dx

−

+

−

+

   
− −   

   

= − + − 

 

 

 

eşitliği elde edilir. ( )y x ve ( )z x  lineer bağımsız olduğundan, sol  taraf negatiftir. Böylece 

çelişki elde ettik. İspat tamamlandı. 

Not.  Teorem 4’de  (13)  koşulu daha da kısıtlayıcı olan 

2 2

0 0
lim ( ) 0 , lim ( ) 0 (25)

c b

a c
p q z dx p q z dx



 

−

+ 
−  −    

koşulu ile değiştirilirse daha güçlü sonuç elde edebiliriz. Bu durumda ( )y x 'in ( , ) ( , )a c c b

açık iki-aralığında bir sıfırı olması sonucunu elde edebiliriz. Bunu göstermek için aksini 

varsayalım, yani ( , ) ( , )x a c c b    için ( ) 0y x   olsun. O halde bir önceki teoremde ( )y x

çözümünün ( , ) ( , ]a c c b  aralığında bir sıfırı olması gerektiğine dayanarak ( ) 0y b =

olduğunu elde ederiz. ( )y x  aşikar olmayan çözüm ve ( ) 0y b =  olduğundan ( ) 0y b  'dır. 

Böylece 

( ) ( )
lim

( ) ( )x b

z b z b

y b y b→


=


 

elde edilir. O halde daha önce yapılan işlemlerin benzeri yapılarak (24) 'ün sol tarafının 

pozitif olduğunu elde ederiz. Yani çelişki elde ederiz. 
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