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Düzenli ayrıt bağlantılılık yeni bir koşullu bağlantılılık türü olup, bu 

kavram bağlantısız yapılan her parça grafın düzenli olması esasına 

dayanır. Bu çalışmada, hiperküp graflarında ve bir tam grafın yol, 

çevre ve bir tam grafla kartezyen çarpımından elde edilen graflarda 1-

düzenli ve 2-düzenli ayrıt bağlantılılık incelenmiştir. 
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 Regular edge connectivity is a new type of conditional connectivity, 

and this concept is based on the regularity of every disconnected 

component graphs. In this study, 1-regular and 2-regular edge 

connectivity were investigated in hypercube graphs and graphs 

obtained from path, cycle and complete graphs with Cartesian product 

a complet graph. 
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1. Giriş 

Uygulamalı matematiğin bir dalı olarak kabul edilen graf teorisi, fen ve mühendislikte karşılaşılan 

birçok bağlantılılık probleminin çözümünde kullanılmaktadır. Graflardaki tepeler, iletişim ağlarındaki 

bağlantı noktalarını temsil ederler. Graflarla ifade edilen herhangi bir ağ yapısındaki bozulmalar 

durumunda bile bağlantı noktaları arasındaki iletişimin sürdürülebilirliği esastır. Bir iletişim ağının 

bazı merkezlerinde ya da hatlarında meydana gelecek bozulmalar, ağın fonksiyonunu tam olarak 

gerçekleştirmesini önler. Bu nedenle iletişim ağları tasarlanırken ağ topolojileri içinden bozulmalara 

karşı direnci olabildiğince çok olan birinin, diğerlerine tercih edilmesi bu tip bir sorunla 

karşılaşılmasını baştan azaltmış olur. Bilgisayar bilimlerinde, bir bilgisayar ağındaki bilgisayarlar 
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tepelerle, bilgisayar ağındaki iletişim kabloları ayrıtlarla modellenebilir. “Bir bilgisayar ağında en az 

kaç tane bilgisayar veya iletişim kablosu bozulursa ağ işlevini yitirir?” sorusuna cevap aranırken graf 

modelinden yararlanılır. 

Bağlantılılık kavramı; ağ tasarlama, planlama ve dayanıklılık problemlerinin algoritmik açıdan 

incelenmesinde önemli bir yere sahiptir. Bir ağdaki bağlantılılığın kalitesi, bu ağı temsil eden graftaki 

tepelerin ve ayrıtların bağlantılılığı ile ilişkilidir. 

Bir bağlantılı graftan silindiğinde bu grafı bağlantısız yapan tepeye kesim tepe, kesim tepelerinden 

oluşan minimum kardinaliteli kümeye ise kesim kümesi denir. Kesim kümesinin eleman sayısına 

kesim değeri denir. Bu değer, grafların bağlantılılığını ifade etmek için kullanılır. Bir bağlantılılık 

probleminde, bağlantılılık değerine ulaşılabilen veya bu değerin muhafaza edilebildiği bir graf 

tasarlanır ya da mevcut graf üzerinde değişiklik yapılır.  

Bir bağlantılı graftaki herhangi iki tepe arasındaki kesişmeyen yolların sayısı ile bağlantılılık sayısı 

arasındaki yakın ilişkiyi ifade eden teoremi, Menger 1927 yılında ispatlamıştır. Bağlantı problemleri 

ile ilgili birçok algoritma, bu teorem ve bu teoremin yorumlanması ile geliştirilmiştir. Geliştirilen bu 

algoritmalar vasıtasıyla bir grafın bağlantılılık sayısı bulunabilmektedir. Ancak hangi tepe veya 

tepelerin silinmesi gerektiği bu algoritmalar yardımıyla bulunamamaktadır. İşte bir grafı bağlantısız 

yaparken belli şartları sağlayan, hangi tepelerin silinmesi gerektiğini bulmak için koşullu bağlantılılık 

kavramı tanımlanmıştır (Harary, 1983).  

İlgili literatür incelendiğinde, koşullu bağlantılılığın iki yeni çeşidi olan kısıtlı bağlantılılık, Latifi ve 

ark. (1994) tarafından ve ekstra bağlantılılık ise Fabrega ve Fiol (1996) tarafından tanımlanmıştır. 

Zhou ve Ou (2014), grafların korona çarpımlarında kısıtlı bağlantılılığın değerlerini araştırdılar. Ou ve 

Zhou (2015), grafların kuvvetli çarpımlarında kısıtlı bağlantılılığın değerlerini araştırdılar. Wei ve 

Hsieh (2017), yerel olarak bükülmüş küplerin h-kısıtlı bağlantılılığını incelediler. Balbuena ve 

Marcote (2019), Kneser graflarında kısıtlı bağlantılılığı karakterize ettiler. Ma ve ark. (2019), grafların 

kronoker çarpımında kısıtlı bağlantılılığı araştırdılar. Lin ve ark. (2020), ayrık yıldız ağları için kısıtlı 

bağlantılılığı incelediler. Li ve ark. (2021), genelleştirilmiş hiperküpler için kısıtlı bağlantılılığı 

hesapladılar. Liu ve Meng (2021), Dcell ağlarında kısıtlı bağlantılılığı hesapladılar. Li ve Yang (2013), 

hiper graflar için ekstra bağlantılılığı incelediler. Yang ve Li (2014), ekstra kenar bağlantılılık 

açısından katlanmış hiperküplerin güvenilirliğini araştırdılar. Zhang ve Zhou (2015), katlı hiperküpler 

için ekstra bağlantılılığı hesapladılar. Hao ve ark. (2016), simetrik graflarda 2-ekstra bağlantılılığı 

araştırdılar. Wang ve ark. (2016), balon sıralı yıldız grafları için ekstra bağlantılılığı karakterize ettiler. 

Lü (2017), dengeli hiperküpler için ekstra bağlantılılığı inceledi. Zhou (2017), hiperküp ağlarına 

benzeyen graf sınıfları için ekstra bağlantılılığı hesapladı.  Li ve Xu (2018), ekstra bağlantılılığı 

dengeli hiperküpler için araştırdılar. Lv ve ark. (2020), düzenli iletişim ağlarında ekstra bağlantılılığı 

hesapladılar. Li ve ark. (2021), bazı ağlarda ekstra bağlantılılığın parça bağlantılılık ile ilişkisini 

incelediler. Guo ve ark. (2021), düzenli graflarda ekstra ayrıt bağlantılılığın parça ayrıt-bağlantılılık ile 

ilişkisini incelediler. Zhu ve ark. (2021), hiperküpler için izoperimetrik eşitsizliklerle ilgili sonuçların 

3
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ekstra bağlantılılıklarını elde etmek için kullanılabileceğini gösterdiler. Son olarak Tarakmi ve ark. 

(2021), kimyasal graf teoride çok önemli bir yere sahip fullerene grafları için ekstra bağlantılılığı 

incelediler. Graflardaki düzenlilik kavramı ile bağlantılılık kavramı arasındaki ilişkinin kurulduğu 

düzenli ayrıt-bağlantılılık kavramı Ediz ve Çiftçi (2022) tarafından tanımlanmıştır.  

Bu çalışmada, hiperküp graflarında 1-düzenli ve 2-düzenli ayrıt bağlantılılık incelenmiştir. Ayrıca bir 

tam grafın yol, çevre ve bir tam grafla kartezyen çarpımından elde edilen graflarda 1-düzenli ve 2-

düzenli ayrıt bağlantılılık hesaplanmıştır. 

 

2.  Temel Bilgiler 

Bu bölümde temel tanımlar ve teoremler verilmiştir. 

Tanım 2.1.  grafının herhangi bir  tepesine bağlı ayrıt sayısına  tepesinin derecesi 

denir ve  veya kısaca  ile gösterilir (Diestel, 2005).  

Tanım 2.2. Basit bir grafın herhangi iki tepesi arasında bir ayrıt bulunuyorsa, yani her bir tepe çifti 

bağlantılı ise bu grafa tam graf denir ve  tepeli bir tam graf  ile gösterilir (Wallis, 2007).  

Tanım 2.3. Her bir tepesi aynı dereceye sahip olan grafa düzenli graf denir. Özel olarak her bir tepesi 

 dereceye sahip olan grafa, dereceli düzenli graf veya düzenli graf denir (Deo, 2017).  

Tanım 2.4. Bir grafın sonlu sayıda, birbiriyle bağlantılı tepelerinden ve ayrıtlarından oluşan dizisine 

yürüme denir ve  ile gösterilir. Yani yürüme, 
 

şeklinde bir dizidir. 

 için  nin uçları  ve  tepeleridir. ya,  dan  ya bir yürüme veya  

yürümesi denir.  tepesine  yürümesinin başlangıç noktası,  tepesine  yürümesinin bitiş 

noktası ve  tepelerine de  yürümesinin iç noktaları denir.  tam sayısına, yani, 

yürümedeki ayrıt sayısına ’nun uzunluğu denir (Rahman, 2018).  

Tanım 2.5. Her bir ayrıtın ve tepenin en fazla bir kez kullanıldığı yürümeye yol denir ve  ile 

gösterilir. Yani, bir  yürümesinde  ayrıtlarının ve  

tepelerinin her biri farklı ise  yürümesine yol denir (Wallis, 2007).  

Tanım 2.6. Başlangıç ve bitiş tepesi aynı olan yola çevre ya da devir denir ve  tepeli bir çevre  

ile gösterilir. Çevredeki her bir  tepesinin derecesi  dir (Diestel, 2005).  

Tanım 2.7. Herhangi iki tepesi arasında en az bir yol bulunan grafa bağlantılı graf denir (Rahman, 

2018).  

Tanım 2.8.  ve  iki graf olmak üzere bu iki grafın kartezyen çarpımı, 

 ile gösterilir ve   ve   için tepeler kümesi 

 

ile tanımlı olup grafın, herhangi iki  tepelerinin komşuluğu, 
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şeklinde tanımlıdır (Diestel, 2005).  

Tanım 2.9.  olmak üzere, 

 

grafına hiperküp grafı denir (Rahman, 2018).  

Tanım 2.10. Bağlantılı bir  grafını bağlantısız bir graf ya da izole tepelerden oluşan bir graf haline 

getirmek için graftan atılan minimum tepe sayısına bağlantılılık sayısı denir ve  ile gösterilir. 

Burada, 

 

dır (West, 2001).  

Tanım 2.11. Bağlantılı bir  grafını bağlantısız bir graf ya da izole tepelerden oluşan bir graf haline 

getirmek için graftan atılan minimum ayrıt sayısına ayrıt-bağlantılılık sayısı denir ve  ile 

gösterilir. Burada, 

 

dır (West, 2001).  

Tanım 2.12.  bağlantılı bir graf,  bir pozitif tamsayı olmak üzere, ,  nin bağlantısız 

olduğu en küçük tepe alt kümesi ve  ise  nin eleman sayısına  nin kısıtlı 

bağlantılılık sayısı denir ve  ile gösterilir (Latifi ve ark., 1994).  

Tanım 2.13.  bağlantılı bir graf,  bir pozitif tamsayı olmak üzere, ,  nin bağlantısız 

olduğu en küçük ayrıt alt kümesi ve  ise  nin eleman sayısına  nin kısıtlı 

ayrıt-bağlantılılık sayısı denir ve  ile gösterilir (Latifi ve ark., 1994).  

Tanım 2.14.  bağlantılı bir graf,  bir pozitif tamsayı olmak üzere, ,  nin bağlantısız 

olduğu en küçük tepe alt kümesi ve bağlantısız graftaki her bir parça alt graflarının eleman sayısı 

den büyük ise nin eleman sayısına ’nin ekstra bağlantılılık sayısı denir ve  ile 

gösterilir (Fabrega ve Fiol, 1996).  

Tanım 2.15.  bağlantılı bir graf,  bir pozitif tamsayı olmak üzere, ,  nin bağlantısız 

olduğu en küçük ayrıt alt kümesi ve bağlantısız graftaki her bir parça alt graflarının eleman sayısı 

den büyük ise nin eleman sayısına  nin ekstra ayrıt-bağlantılılık sayısı denir ve  ile 

gösterilir (Fabrega ve Fiol, 1996).  
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Tanım 2.16.  bir graf ve  de bu grafın ayrıtlarından oluşan bir küme olsun. , bağlantısız 

ve her bir bağlantısız parça düzenli bir graf ise  ye  nin bir düzenli ayrıt kesim kümesi 

denir.  nin minimum kardinaliteli düzenli ayrıt kesim kümesinin eleman sayısına  nin 

düzenli ayrıt-bağlantılılığı denir ve  

 

ile gösterilir (Ediz ve Çiftçi, 2022). 

Teorem 2.17.  ve  den sadece biri çift olmak üzere, 

 

dir (Ediz ve Çiftçi, 2022). 

Teorem 2.18.  ve  çift olmak üzere, 

 

dir (Ediz ve Çiftçi, 2022). 

Teorem 2.19.  tek ve  çift olmak üzere, 

 

dir (Ediz ve Çiftçi, 2022). 

Teorem 2.20.  ve  çift olmak üzere, 

 

dir (Ediz ve Çiftçi, 2022). 

 

3. Bulgular 

Şimdi hiperküp graflarında ve bir tam grafın yol, çevre ve bir tam grafla kartezyen çarpımından elde 

edilen graflarda 1-düzenli ve 2-düzenli ayrıt bağlantılılık incelenecektir. 

Önerme 3.1.  

 

dir. 

İspat.  grafının tanımından,  nin düzenli bir graf ve  olduğunu biliyoruz. 

  nin düzenli bağlantısız graflara ayrılması demek, uygun ayrıtlar silinerek  nin 

bağlantısız iki  grafına parçalanmasına denktir. Burada,  uygun ayrıtın silinmesiyle istenen 

elde edilecektir. 

Sonuç 3.2.  
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dir. 

İspat. Önerme 3.1’in ispatında olduğu gibi  den  uygun ayrıtın silinmesi bize bağlantısız iki 

 graflarını verecektir. O halde, her bir  grafından  uygun ayrıtın silinmesiyle  

grafları elde edilecektir. Böylece,  den toplamda  uygun ayrıtın silinmesiyle nin 

düzenli ayrıt-bağlantılılığı elde edilir. Böylece, 

 

elde edilmiş olur.  

Teorem 3.3.  tek ve  çift olmak üzere, 

 

dir. 

İspat. Kartezyen çarpımın tanımından,  grafının toplam ayrıt sayısının 

,  grafının ise  ayrıtının olduğu bilinmektedir. 

 grafı referans alınarak ispat yapılabilir. Teorem 2.17’ten,  

 

dir.  grafının,  grafından  fazla ayrıtı vardır. Dolayısıyla bu fazla 

ayrıtların silinmesiyle  grafı elde edilir.  grafından da uygun ayrıtların silinmesi ile 

 grafı için düzenli ayrıt-bağlantılılık elde edilmiş olur. Yani, 

 

dir. 

Teorem 3.4.  ve  çift olmak üzere, 

 

dir. 
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İspat. Teorem 3.3’ün ispatından görüleceği üzere  grafı,  grafından  

fazla ayrıta sahiptir. Yine Teorem 2.18’ten bilinmektedir ki 

 

dir. Dolayısıyla bu fazla ayrıtların silinmesiyle  grafı elde edilir.  grafından da uygun 

ayrıtların silinmesi ile  grafı için düzenli ayrıt-bağlantılılık elde edilmiş olur. Yani, 

 

dir. 

Örnek 3.5. 3K  tam grafı ile 2P  yol grafını alarak 3 2K P  grafının 1-düzenli ayrıt bağlantılılığını 

bulalım. 

 

3K  grafı 
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3 2K P  grafı 

Şekil 1. 3K  ve 2P  graflarının kartezyen çarpımı 
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Şekil 3.  2

3 2

r K P  ’yi elde etmek için 3 2K P ’den silinmesi gereken ayrıtlar 

Şekil 2 ve Şekil 3 incelendiğinde, 3 2K P  grafının 1-düzenli ayrıt bağlantılılık sayısının 6, 2-düzenli 

ayrıt bağlantılılık sayısının ise 3 olduğu görülür. Şimdi bu değerleri, Teorem 3.3 ve Teorem 3.4’te 

verilen bağıntılar yardımıyla bulalım. O halde, 
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Teorem 3.6.  tek ve  çift olmak üzere, 

 

dir. 

İspat. Kartezyen çarpımın tanımından,  grafının toplam ayrıt sayısının , 

 grafının ise  ayrıtının olduğu biliniyor.  grafını referans alınarak ispat 

yapılabilir. Yine Teorem 2.19’den bilinmektedir ki 

 

dir.  grafının,  grafından  fazla ayrıtı vardır. Dolayısıyla bu fazla 

ayrıtların silinmesiyle  grafı elde edilir.  grafından da uygun ayrıtların silinmesi ile 

 grafı için düzenli ayrıt-bağlantılılık elde edilmiş olur. Yani, 

 

dir. 
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Teorem 3.7.  ve  çift olmak üzere, 

 

dir. 

İspat. Kartezyen çarpımın tanımından,  grafının toplam ayrıt sayısının , 

 grafının ise  ayrıtının olduğu bilinmektedir.  grafı referans alınarak ispat 

yapılabilir. Yine Teorem 2.20’dan bilinmektedir ki 

 

dir.  grafının,  grafından  fazla ayrıtı vardır. Dolayısıyla bu fazla 

ayrıtların silinmesiyle  grafı elde edilir.  grafından da uygun ayrıtların silinmesi ile 

 grafı için düzenli ayrıt-bağlantılılık elde edilmiş olur. Yani, 

 

dir. 

 

Sonuç 3.8.  tek ve  çift olmak üzere, 

 

dir. 

İspat. Teorem 3.6’nın ispatına benzer şekilde yapılabilir. 

Sonuç 3.9.  ve  çift olmak üzere, 

 

dir. 

İspat. Teorem 3.7’nin ispatına benzer şekilde yapılabilir. 

 

4. Sonuç 

Şartlı bağlantılılık, ağların topolojik olarak daha iyi anlaşılmasında önemli rol oynar. Düzenli 

bağlantılılık yeni bir şartlı bağlantılılık türü olup bir grafın düzenli olarak parçalanması esasına 

dayanır. Bu özelliği ile bir çok mühendislik probleminde yer alan bir ağın simetrik parçalanması 
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problemine büyük katkı sağlayacağı düşünülebilir. Bu çalışmada, hiperküp graflarında ve bir tam 

grafın yol, çevre ve bir tam grafla kartezyen çarpımından elde edilen graflarda 1-düzenli ve 2-düzenli 

ayrıt bağlantılılık değerleri hesaplanmıştır. Başka graf sınıflarının kartezyen çarpımlarında 1-düzenli 

ve 2-düzenli ayrıt bağlantılılık değerlerinin hesaplanması ileriki çalışmalar için düşünülebilir. 
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