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OZET: Fizik, mithendislik ve doga bilimlerinin gesitli dallarindaki birgok problemin ¢oziimiinde gesitli tipte
Sturm-Liouville problemleri karsimiza ¢ikmaktadir. Bu nedenle, diferansiyel operatorlerin spektral teorisinin
temel kavramlari ve yontemleri; matematiksel fizigin g¢esitli problemlerinin Fourier yontemiyle ¢dziilmesi
sonucu formiile edilmis ve gelistirilmistir. Son yillarda, bir¢cok fiziksel olgunun matematiksel bir modeli
olmalar1 nedeniyle; yalnizca sinir kosullar1 degil, ayn1 zamanda gecis sartlar1 olarak da adlandirilan ilave sinir
sartlar1 iceren ¢ok-aralikli Sturm-Liouville problemlerine olan ilgide dikkate deger bir canlanma olmustur. Bu
caligmanin amaci, klasik Sturm-Liouville problemlerinden farkli olarak Sturm-Liouville tipi yeni tipten ¢ok
aralikli sinir deger problemini incelemektir. Bu ¢alismada incelenen Sturm-Liouville tipi yeni tipten ¢ok aralikli
siir deger probleminin klasik siir deger problemlerinden farkli olarak hem smir sartlarinin her ikisinde
0zdeger parametresinin hem de gegis sartlar1 olarak bilinen dort ek etkilesim sartinin bulundugunu vurgulamak
istedik.

Anahtar Kelimeler —Sinur deger problemi, sinwr sartlari, gegis sartlari, operator-polinom.

Some Spectral Properties of a Many-Interval Boundary Value Problem

ABSTRACT: Various type SLPs appear in solving many problems of physics, engineering and other branches
of natural sciences. Therefore, the basic concepts and methods of the spectral theory of differential operators
were formulated and developed in solving various problems of mathematical physics by the Fourier method.
In recent years there has been a remarkable revival interest of many-interval Sturm-Liouville problems,
including not only boundary conditions but also additional conditions called transmission conditions, since they
are a mathematical model of many physical phenomena. The aim of this work is to examine the new type many-
interval boundary value problem of the Sturm-Liouville type, which is different from the classical Sturm-
Liouville problems. We want to emphasize that the new type of boundary value problem studied in this study
differs from the standard boundary value problems in that it contains eigenvalue parameter in both boundary
conditions and four additional interaction conditions which is known transmission conditions.

Keywords—Boundary value problem, boundary conditions, transmision conditions, operator-polynomial.

1. Giris

Matematik, fizik ve doga bilimlerinin bir¢ok dalinda sinir deger problemleri olarak
adlandirilan birtakim problemlerinde; kismi tiirevli bir diferansiyel denklemin ¢oziimi,
tanimlandigr bolgenin smirlarinda verilmis belirli sinir sartlarint saglamalidir. Fourier
yontemi olarak da bilinen bagimsiz degiskenlere ayirma yonteminin uygulanmasi sonucu
mekanik, miihendislik, fiziksel kimya, finans, matematiksel fizigin problemlerinin bir¢ogu
genelde smir deger problemlerine doniismektedir. Ornegin, gercel eksen boyunca denge
konumu etrafinda diizgiin o agisal hiz1 ile donerek salinan uzunlugu [ ve dogrusal yogunlugu
p olan bir sicim problemine, bagimsiz degiskenlere ayirma metodunun uygulanmasi
durumunda
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formundaki Sturm-Liouville tipi smnir deger problemi elde edilir. Burada u(x), donme
eksenindeki yer degistirmeyi, T ise diizgiin ¢ekme kuvvetini gosterir. Cesitli fiziksel,
mekaniksel ve finansal modellerden kaynaklanan ve sinir sartlarinda 6zdeger parametresini
bulunduran sinir-deger problemlerinin spektral 6zellikleri, ¢ok sayida bilim insan1 tarafindan
birbirinden farkli formiilasyonlarda arastirilmistir (bakiniz, Atkinson (1964), Belinskiy ve
Dauer (1997), Fulton (1977), Hinton (1979), Stakgold (1971), Tikhonov ve SamarskKii
(1963), Titchmars (1962), Walter (1973)). Bir Sturm-Liouville denkleminin i¢ etkilesim
noktasindaki ¢oziimiinde veya tiirevinde siireksizlikler olabilen sinir de§er problemleri
(Allahverdiev, Tuna (2019, 2020), Ao, Zhang (2020), Aydemir, Mukhtarov (2017), Bairamov
ve ark. (2019), Cavusoglu ve ark. (2021a, 2021b), Faydaoglu, Guseinov (2010), Guliyev
(2019), Li, Wang (2022), Mukhtarov, Aydemir (2021), Mukhtarov ve ark. (2015, 2020,
2022), Mukhtarov, Yiicel (2020), Olgar (2019), Sen ve ark. (2017), Ugurlu, Bairamov
(2014), Yakar, Akdogan (2017), Zhang, Wang (2015)) ¢alismalarinda incelenmistir. Son
zamanlarda, farkli doga bilimlerinde meydana gelen olaylarin matematiksel modellemeleri
olmalarindan dolayi; sinir ve sigrama kosullari igeren gok-aralikli Sturm-Liouville 6zdeger
problemlerine olan ilgide biiyiik bir hareketlilik gézlenmektedir.

Bu ¢alismada, (a, c;) U (cq, ¢;) U (¢y, b) lizerinde tanimli

—u"(t) + q(®u(t) = pu(t) (1
bi¢iminde verilmis ¢ok-aralikli Sturm-Liouville denkleminden, t = a, b ug-noktalarinda
u'(a) — pu(a) =0, u'(b) + puu(b) =0, (2)
ile verilmis sinir kosullarindan ve t = ¢, ¢, slireksizlik noktalarinda
lsi_r)ré u(c;+¢e)= !el_r)% u(c;—¢e) =0, i=1,2, (3)
}gi_r)r& u'(c;—e¢) = }gi_r)ré(u'(ci +e) + kiu(ci)) , i=1,2 (4)

seklinde verilmis dort adet gegis sartindan olusan bir sinir deger gecis problemi
arastirilacaktir. Burada q(t) Lebesgue anlaminda integrallenebilir bir fonksiyon, k; Ve k,
pozitif reel katsayilar, u ise bir spektral parametredir. Bu ¢alismanin temel amaci, ele alinan
(1)-(4) ¢ok-aralikli sinir-deger-gegis probleminin (CASDGP’nin) uygun bir Hilbert uzayinda
Ozdegerlerine karsilik gelen genellestirilmis 6zfonksiyon kavramini tanimlamak ve bu
problemi bir operator polinom denkleme indirgemektir.

2. Probleme Uygun Uzaylar ve Esitsizlikler

Bu kisimda (1) — (4) CASDGP’ni incelemek igin bu probleme uygun bazi yeni uzaylar1 ve
bu uzaylarda gegerli olan bazi kavramlar ve esitsizlikler verilecektir. 2, := (a,c;), 0, =
(c1,¢2), 03 = (c,b) ve 2 := U3_, N; olmak iizere 2 iizerinde karesi integrallenebilen
kompleks degerli fonksiyonlarin uzayin & := +3_, L,(£2;) notasyonu ile gdsterelim.

Bu uzaydaki i¢ ¢arpimi ve bu i¢ ¢arpima karsilik gelen normu
1
(Wvyy = Yo, fﬂ_ u(®)v(t)dt ve |lullx = (u,u)y)z ile tanimlayalim.
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Teorem 2.1. X uzay1 klasik L, (a, b) Hilbert uzayi ile izometriktir.
Yukaridaki Teoremden direkt olarak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 2.1. X i¢-carpim uzay1 Hilbert uzayidir.
X Hilbert uzayindan yararlanarak (1)-(4) CASDGP’ne uygun

M:= {u: uw,u' € N, lirgl u(c; +¢) = lirgl u(c, — €) ,lir%l u'(c; — €)
= lim(u’(c- +e) + k-u(c-)) i=1 2}

lineer uzay1 ve bu ]V[ lineer uzay uzerlnde taniml1 i¢ ¢arpim ve normu

(,Vhac = Zf w(OV (O)de +Zf A(OUOTOE = @, 0N + (v,

1
lullae = (u, uar)?
notasyonlari ile gdsterelim.

Teorem 2.2. Uzerinde i¢ ¢arprm tanimlanan M lineer uzay: Hilbert uzayidir.
M Hilbert uzayi iizerinde yeni bir i¢ garpimi (u,v)Mq = (u,v")x + (u,qv)y ve bu ig-
1

carpima karsilik gelen normu ||u|| M, = ((u, u)Mq)E seklinde tanimlayalim. M uzayindaki
fonksiyonlarin  Q  {izerinde siirekli oldugu asikardir, fakat bu fonksiyonlarin
genellestirilmigmis tiirevlerinin sadece X uzayinin elemanlari oldugu kabul edilir.

Sobolev uzaylar1 (Gohberg, Krein (1969)) igin iyi bilinen gomiilme teoremlerinden
elde edilen

2
IfF)HI? < fllf’||§+§|IfI|§. JEQ

esitsizligi, (1) — (4) CASDGP’ini operator-polinom denkleme indirgeyebilmek amaciyla
kullanilmigtir. Bu esitsizlikler her u € @L,(£2) i¢in saglanir. Ayrica, her € € 2 igin

lu(e)l = C(e)llulla (5)
esitsizligi saglanir. Buradaki C(€) sabiti, u fonksiyonundan bagimsizdir yani sadece €
degiskenine bagimlidir.

Not: Genelligi bozmaksizin q(t) fonksiyonunun 2 iizerinde pozitif tanimli oldugu
varsayilabilir. Aslinda, t € 2i¢in 2 = maxq (t) olmak iizere A —>A—h spektral

parametresinin 6telemesi sonucunda g (t) fonksiyonu 2 araliginin her yerinde pozitif oldugu
kabul edilir.

q(t) fonksiyonu sinirh, pozitif tanimli ve 6l¢iilebilir oldugundan dolayr 0 <m < M olacak
bicimde dyle mve M sayilart mevcuttur ki,vu € M i¢in

mllullar < llullae, < Mllullpe
esitsizligi saglanir.

Sonug 2.2. M uzayinda tanimli [[u|[5, normu ile M, uzay: iizerinde taniml ||u||Mq normu
birbirine denktir.
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(1) — (4) CASDGP’nin operator-demeti denklemine indirgeyebilmek amaciyla inga
edilen probleme 6zgii uzaylar ve esitsizliklerin ifade edilmesi tamamlanmistir. Simdi
incelenecek problem igin genellestirilmis ¢6ziim kavrami verilecektir.

3. Genellestirilmis Coziim Kavrami ve Esas Sonuclar

Tamim 3.1. u € M eleman verilsin. Eger her v € M igin

[, (W @®V(®) + qu@T(®)) dt + kyule,) B(ey) + kauley) B(ey)

i=1
3
=y {Z [ o, u(®T(@)dt +u(a)5(a) + u(b)v(b) 6)

esitligi saglanirsa, o halde M uzaymin elemani olan u(t) fonksiyonuna (1) — (4)
CASDGP’nin genellestirilmis 6zfonksiyonu denir.

Lemma 3.1. u(t) € C?(0),q(t) € C(2) olmak iizere, gegis sartlari iceren klasik olmayan
Sturm-Liouville probleminin genellestirilmis ¢6ztimii; ikinci mertebeden (1) diferensiyel
denklemini, (2) sinir sartlarini ile (3) — (4) gegis sartlarini klasik anlamda da saglar.

Riesz temsil teoreminden ve

(Ku, v)]\/[q: = kyu(cy) v(cy) + kulcy) v(cy) 7

3
(Lu, ), = Z f-Qi u(v(t)dt + u(a)v(a) + u(b)v(b) (8)

esitlikleri ile tanimhi K, L: M — M operatorlerinden yararlanarak (6) bagintisini operator
polinom denkleme indirgeyecegiz.

Teorem 3.1. K operatorii pozitif, kendine eslenik ve kompakt operatordiir.

Ispat: M uzaymnda tanimhi ve (7) ifadesi ile temsil edilen K operatdriiniin pozitifligini
gosterelim. Bunun igin her u(t) € M i¢in (7) ifadesi ile i¢ garpim ve norm fonksiyonlarinin
ozellikleri kullanilacak olursa

(Ku, u)Mq = (( kyu(cy) uley) + kpulcy) a(Cz))'u)]\,[q
= ks lluey) I, + ks lluley) I, ©)

elde edilir. kq, k, reel sayilar1 kabuliimiiz geregi pozitif oldugundan her u(t) € Migin (9)
esitligi geregi K operatoriiniin pozitif oldugu séylenir.

Simdi K operatoriiniin kendine eslenikliligine bakalim. Yine i¢ carpim fonksiyonunun
ozellikleri ve Yu, v € D(K) ve kq, k, € R" icin (7) esitligi geregi

(u, Kv)]\/fq = (Kv, u)]\/[q

= kiv(cr) u(er) + kav(cy) ulcz) = kyuley) vley) + kau(ez) vl(cy)

= (Ku, v),
elde edilir. Bu ise K operatoriiniin M Hilbert uzayinda simetrik oldugunu gosterir. M
uzayinda K simetrik operatdr ve bu operatdriin tanim bdlgesi, M’ uzayinda her yerde yogun
oldugundan, Fonksiyonel Analizden iyi bilinen yontemin uygulanmasi sonucunda K
operatdriiniin kendine eslenik oldugu soylenir.
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Son olarak, K operatoriiniin kompaktligini ispatlayacagiz. Bunun i¢inde M Hilbert uzaymda
{u;} fonksiyonlar dizisinin u elemanina zay1f yakinsadigini kabul edelim. {u,} dizisi zay1f
yakinsak oldugundan simirlidir bu takdirde 6yle C; > 0 sabit sayis1t meveuttur ki ||ug|lpr <
C; esitsizligi saglanir.

K operatoriiniin sinirliligindan dolayi, {Ku,;} fonksiyonlar dizisinin M Hilbert uzayinda
{Ku } elemanina zayif yakinsak oldugu sdylenir.

Sobolev uzaylari igin gomiilme teoremleri (Ladyzhenskaia (1985)) {u,} dizisinin, X Hilbert
uzayinda giglii yakinsak ve {uy(c;)}, {ux(cz)} dizilerinin ise C(£2) uzayinda yakinsak
oldugunu ima eder. M c X gomiilmesi kompakt oldugundan K, M Hilbert uzaymdan X
Hilbert uzayma kompakt operatordiir. Dolayisiyla {Ku,}, X uzayinda giiclii yakinsak dizidir.

(7) ifadesi ile (5) esitsizligi birlikte g6z Oniinde bulundurulursa her u(t) € Migin
IKw W3, = (Ku, Kudag, < [kyuler) Ku)(er) + kpu(es) Kule,)|
< Cilu(e)lIKule)| + lule) | 1Kule)1}
< GlIKulleytlule)| + lule)l }
< GliKullag, {lule)l + lule) }
elde edilir. Sonug olarak,
1K (e — um) ll3g, < Caflur(cr) — um(e)l + lug(cz) — um(c2)l}

esitsizligi elde edilir. Bu ise M uzaymnda {Ku,} fonksiyonlar dizisinin Cauchy dizisi
oldugunu ve bdylece K operatoriiniin de kompakt oldugunu gdéstermektedir.

Benzer bigimde L operatorii de pozitif, kompakt ve kendine eslenik operatordiir.
Yukaridaki teoremler geregi (6) ile ifade edilen integral denklemi

(W, V)ag, + (Ku, v)ag, = p{lu, v)y, (10)

seklinde yazabiliriz. Eger u(t) € M, (1) — (4) CASDGP’ nin genellestirilmis bir ¢6ziimii
ise bu takdirde (10) esitligi her v(t) € M igin saglanir. Yani M uzayindan alinan keyfi v
degiskeni icin (8) esitligi u + Ku = uLu denklemi bi¢iminde temsil edilebilecegini
sOyleyebiliriz. Boylece

Z(w) = I+ K —ulL (11)

seklinde operator-polinomu tanimlayabiliriz. Yani (1) — (4) CASDGP, Z(uw)u =10
operator-polinom denklemine indirgenmis olur. Bu takdirde genellestirilmis ¢oziim
kavramindan istifade edilecek olursa, takip eden teoremi elde ederiz.

Lemma 3.2.(1) — (4) CASDGP’nin genellestirilmis 6zfonksiyonlar, M uzayinda
Z(u(t) = 0 operator-polinom denklemini saglar.

Teorem 3.2. p, 1n yeterince bilyilik pozitif degerleri igin Z(—pu,) operatér polinomu pozitif
tanimlidir.

Ispat: u(t), M uzaymin herhangi bir elemani olsun. (11) esitligi ve i¢ carpim
fonksiyonunun ozellikleri geregi her u(t) € M igin

(Z(—po)u, wlag, = (u+ Ku + polu, udy

= (u, u)Mq + (Ku, u)Mq + uO(Lu,u)Mq
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= llu I3, +ealule)I? + kalu(e2)1? + polllu lIg + lu(@)|? + [u(d)|?}

2
> flu i3,

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Sonug¢ 3.1. Z(—p,) operatoriiniin biitiin 6zdegerleri pozitiftir.

Teorem 3.3. Vu, € R*icin Z(—u,) operator polinomu kompakt ve kendine eslenik
operatordiir.

Ispat: Teorem 3.1. geregi K ve L operatorleri kompakt ve kendine eslenik olduklarindan
(11) esitligi ile tanimli Z(—p,) operator polinomu kompakt ve kendine eslenik operatordiir.

4, Tesekkiir

Bu ¢alismanin sonuglarmin bir kismi1 Ankara International Congress on Scientific Research-
VIl adli kongrede sunulmustur.
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