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Bu calismada, cebirin temel konularindan biri olan halka yapisinin 6zel bir hali olan modiil kavrami ele alinarak
tanimlanan modiillerin projektif boyutlar1 yapisi kullanilarak, yeni bir ¢alisma alani olan nétrosofik kiime kavrami
iizerine tasinarak, ilk defa ndtrosofik modiillerin projektif boyutlar1 yapisi olusturulmustur. Giris boliimiinde bu
tanimlamanin yapilabilmesi i¢in gerekli olan halka, modiil, modiil homomorfizma, dizi ve nétrosofik modiil yapilarinin
temel tanimlar ile bazi ornekleri verilmigtir. Ana konuda ise ndtrosofik modiillerin projektif boyutu kavrami ile ilgili
yeni temel tanimlar ile genel teoremlerin ispatlarinin verilmesinin yani sira bu tanim ve teoremler ile ilgili gerekli
ornekler verilerek konu aydinlatiimistir.

Anahtar Kelimeler: Modiil, Notrosofik, Projektif boyut

Projective Dimensions of Neutrosophic Modules
ABSTRACT

In this study, the projective dimensions of the neutrosophic modules were formed for the first time by using the
projective dimensions of the modules, which was defined by the concept of the module, which is a special case of the
ring structure, which is one of the basic subjects of algebra, and moved to the concept of the neutrosophic set, which is
a new field of study. In the introduction, basic definitions and some examples of a ring, module, module
homomorphism, sequence and neutrosophic module structures, which are necessary for this definition, are given. In the
main topic, new basic definitions and proofs of general theorems related to the concept of the projective dimension of
neutrophic modules are given, and the subject is clarified by giving necessary examples about of these definitions and
theorems.
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Smarandanche gibi bazi arastirmacilar, cebir lizerine
yaptigt  calismalarda, noétrosofik teori kavramin
tanimlayarak nétrosofik cebirsel yapilari

GIRIS

Klasik modiiller temsil teorisinin ¢aligmasinda kullanilir.

1950’11 yillarda homolojik yontemlerin tanimlanmastyla
birlikte modil teorisinin kullanim alan1 daha da
genislemis oldu. Bugiinlerde ise modiil teorisi cebir
calismalarinda kendi basma c¢alisilabilen bir alan oldu.
Notrosofi kavrami ise ilk olarak yeni bir felsefe dali
olarak Florentin Smarandanche tarafindan 1980 yilinda
tammlanmistir.  Notrosofik  kavraminin  temelini
belirsizlik kavrami olusturur. Belirsizlik kavrami bilimin
birgok alaninda karsilagilan bir problemdir. Florentin
Smarandanche yaptig1 ¢alismalarda belirsizlik kavramini
kullanarak matematikte bir kiime tanimlamistir. Bu
kiimede; T sembolii ile dogrulugu, F sembolii ile
yanlighigt ve 1 sembolii ile belirsizligi ifade etmistir.
Notrosofik kiime kavrami, bulanik kiime kavraminin
genellestirilmis halidir [1].

Belirsizlik tip bilimi, ¢evre, ekonomi, sosyal bilimler
gibi pek ¢ok alanda biiylik bir sorun olusturmaktadir.
Klasik yontemler bu tiir sorunlarin iistesinden gelmeye
yetmemektedir. Ciinkii klasik yontemlerin smiflandirma
yontemleri  yetersiz  kalmaktadir. Cebir alaninda
belirsizlikler {izerine tanimlanan kiime teorileri bazi
yazarlar tarafindan da farkli sekilde tanimlanmistir.
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olusturmuglardir. Smarandanche tarafindan yapilan bu
caligmalar, cebirsel yapilar da ilk notrosofik yapimin
olusmaya baslamasini saglamistir. Daha sonra baska
arastirmacilar tarafindan da gelistirilerek ortaya konan
yeni tanim ve teoremler, giiniimiizde notrosofik cebirsel
yapilari, yeni aragtirmacilar tarafindan tizerinde ¢aligma
yapilabilmesi daha cazip bir konu haline getirmistir. Bu
durum, nétrosofik yapilart birgok alanda kullanilabilir
bir teori haline getirerek nétrosofik yapilarin 6nemi
artirmistir [2,3].

Konu ile ilgili uzun konu dis1 agiklamalardan kaginmak
icin homolojik boyutlarin tanimmi © Ext’ veya ‘Tor’
kullanmadan, fakat projektif modiil kullanilarak bir
tanim  verilmistir. Bu tamim i¢in Kaplansky’nin
calismalarindan  yararlanilmistir.  Schaunel teoremi,
Kaplansky 1958 sonbaharinda Chicago tniversitesinde
homolojik cisim teorisi iizerinde bir ders anlattiginda
Schaunel tarafindan tasarlandi. Kaplansky’nin fikirlerini
kullanarak sonsuz projektif boyutlarin modiiliiniin bazi
ornekleri kolayca yapilabilmektedir.

Bu c¢alismada, daha Once iizerinde calisilmis olunan,
modiillerin homolojik boyutlar1 yapisi kullanilarak yeni
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bir yap1 olan nétrosofik modiillerinin projektif boyutu
tanimlanacak ve bazi teorilerinden bahsedilecektir. Bu
teoriler, notrosofik  halkalarm  boyutlar1  olarak
tanimlanan  bazt  yeni  sayisal  degismezlerin
tanimlanmasini saglayacaktir. Notrosofik modiillerinin
projektif boyutlar1 ile ilgili tanim ve teoremler
verilmeden once konuyu temel olusturacak olan halka,
cisim, modiil, modiil homomorfizmasi ve dizi
kavramlart ve noétrosofik modiil hakkinda temel
tanimlardan bahsedilecektir.

MATERYAL ve YONTEM

Bu bolimde noétrosofik  modiillerin - homolojik
boyutlarma temel olusturacak sekilde halka, ideal,
modiil, modiill homomorfizmasi ve izomorfizmasi,
diziler ve nétrosofik modiillerin tanimlar1 ile bazi
teoremler verilmistir.

Tanmmm 1: R bos kiimeden farkli ve +, . ikili iglemleri

iizerinde tanimli bir kiime olsun. Eger

1) (R,*) bir degismeli gruptur.

2) Herxyi¢inxy €R

3) Her x,y,zeR i¢in x(yz) = (xy)z

4) Her x,y,z €R i¢in (xty)z = xztyz

X(y+2z) = Xy+xz

sartlarim saglaniyor ise (R,+,) ikili islemine bir halka
denir. Eger her x,yeR igin xy = yx oluyorsa R ’ye
degismeli halka denir. Her xeR igin 1, -X= X-1,=X
olacak sekilde bir 1reR varsa bu halkaya birim elemanli
halka denir [4].

Tanim 2: R birimli degismeli bir halka ve 1g # Og olsun.
Eger R’nin sifirdan farkli her alemanmin tersi var ise R’
ye cisim denir [5].

Tamim 3: R kiimesi bir halka ve bostan farkli A kiimesi
de R nin alt kiimesi olsun. Eger A kiimesi;

1) Herab €A igina-beA

2) HerreRveacAiginareAveracA
sartlarin1 sagliyor ise A kiimesine R’nin bir ideali denir.
A< R seklinde gosterilir

Tamm 4: R kiimesi bir halka ve X R i¢in;
{l,: viel, I, <RveX C I}

idealler ailesi olsun. O zaman
ﬂ I, ye X kiimesi tarafindan iiretilen ideal denir ve (X)
iel
ile gosterilir. X* in elemanlarina (X) idealinin {iretegleri
denir.
X =1{a,,..a,} ise (X)=(a,,..a,) ile ifade edilir ve (X)
idealine sonlu iiretilmis ideal denir [7].

Tammm 5: Tek bir eleman tarafindan iretilen ideale
temel ideal denir[7].

Tamm 6: R bir halka ve A# R olacak sekilde A< R
olsun. Her x,yeR i¢in, xye A= X€A veya yeA

oluyorsa A kiimesine bir asal ideal denir [7].
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Tammm 7: R kiimesi bir halka ve A # R olacak sekilde
A<R olsun. Ac Bc R olacak sekilde her B <R ideali
icin A = B veya B = R oluyorsa A idealine R’nin bir
maksimal ideali denir [7].

Tanmm 8: R bir halka, M bir degismeli ve toplamsal
grup ve
<+ RxM->M
(r,v) > r.v
seklinde tanimlanan bir dis islem olsun. Her r, 11, I, € R
ve her v, vi,v2 € M igin

1) r(vitvy) =rvitrvp
2)  (ntr)v=nv+ryv
3)  (rur)v =ri(rv)

Sartlar1 saglanir ise, o zaman M’ ye bir R-modiil denir.
Ayrica
4) Her veM ve 1reR igin Igv =V

oluyor ise M’ ye birimli modiil denir [3].

Tanmm 9: R bir halka, V bir R-modiil olsun. Eger A
kiimesi bir R-modiil ise A kiimesine V’nin alt modiil
denir [3].

Tanim 10: R degismeli bir halka, V R-modiil, I, J < R
ve IV, V’ nin alt modiilii olsun. IV, {rg: rel ve veV}
{rg trel, ge M} kiimesi  tarafindan {retilir.

Asagidaki 6zelliklere sahiptir [8];
niv ={Zrigi ‘rel,veV,ne IN}
i-1
2)1(IV)=(13)V
3)a € R icin (Ra)V’ nin yerine aV yazilir.
(Ra)V ={aV :veV}
Tamm 11: R degismeli bir halka, M modiil, G de M’nin
bir alt modiilii ve J # & olacak sekilde J = M olsun.
(G:3)=(G:J)={ reR :VjelicinrjeG}
ifadesi bir ideal olur.
Eger N, J tarafindan iretilen M’ nin alt modiilii ise
(G:J)=(G:N) ‘dirr meM igin (G {m}) ‘nin yerine
(G:m) yazilwr.
Eger G=0 ise
(0:3)={reR:Vjel icinrj=0}

kiimesine J 'nin sifirlayan1 denir ve Ann.(J) ya da
Ann(J) ile gosterilir. Ayn1 zamanda meM igin m
‘nin sifirlayani (0 : m) ile gosterilir [8].

Onerme 12: | <R ideali degismeli halka olsun.
I = Anng(R/1)=(0:;1+1)olur [7].

Onerme 13: R degismeli bir halka, M modiil ve N, N’
ve G de M’ nin alt modiilii ve (G,),., ve (N,),..

M’nin alt modillerinin iki ailesi olsun.



DG :N)= (G, :N)

AeA e
2)G: ZNz) = ﬂ(G 'N;)
AeA el
olur [8].
Tamm 14: M ve N kiimeleri R degismeli halkas1
iizerinde iki modil olsun. f : M — N doniigimii
1) Her a,b € M i¢in f(a+b) = f(a) + f(b)
2) Hera € M ver € R i¢in f(rm) = rf(m)
bu

sartlarini sagliyorsa modiil

homomorfizmasi denir [9].

doniisiime

Tammm 15: Bir f : A—>B doniisiimii birebir ve 6rten
modill  homorfizmas1 ise bu homomorfizmaya
izomorfizma denir. A= B ile gosterilir [9].

Tamim 16: R degismeli bir halka M modiil ve G, M’nin
alt modiilii olsun. Her me M i¢in m— f(m)=m+G

olarak tammmlanan f:M — M /G doniisiimiine dogal
(kanonik) homomorfizma denir ve f ortendir [9].

Tanmmm 17: R degismeli halka, G, M, N modiil ve
g:G—>M ve f:M — N modiil homomorfizmalari

olsun.

G—25>M—F>5N
diziside Im g = Cekf ise bu diziye M modiil tam dizisi
denir. Genel olarak

d
> Mn_l—H) M ni—} M n+1L}M n+l—>...

dizisi her M, de tam ise bu diziye modiil tam dizisi
denir. Ornegin Imd, =Cekd,_, iken

d
Mp1—=2> Mp—y Mpss

dizisi tamdir. Genel olarak

0> K—5 L5y M-0

diziye kisa tam dizi denir [10].

Tamim 18: R degismeli halka ve L, M, N birer R modiil
ve

0-»L—5 M—5 N-0

modiil homomorfizmalarinin kisa tam dizisi olsun. Bu
dizi Im f =Cekg, M’ nin bir direkt toplami oluyorsa
bu diziye split dizi denir.

Buradan Dizi splittir < M =Cekg @ G olacak sekilde
M’ nin bir G alt modiil vardir [10].

Onerme 19: 0= R degismeli bir halka ve F sonlu taban
ile serbest modiil olsun. O zaman F i¢in her taban
sonludur ve F igin iki tabanin elemanlar1 ayni sayiya

sahiptir. F i¢in bir taban i¢inde ki elemanlarin sayisina
F’nin rank: denir ve rank(F) ile gosterilir [11].
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Tamm 20: X bir
homomorfizmasi

modiill ve ¢:A—>B modiil

Vi:X>B

homomorfizmasi i¢in h: X = A modiil homomorfizmasi
varsa X modiiliine projektif modiil denir [10].

olsun. modiil

Teorem 21: Her serbest modiil projektiftir [11].

Onerme 22: X projektif modiil ve X =M @ N ise M
projektif modiildiir [12].

Onerme 23:
projektiftir [12].

(M,+,.) degismeli bir R halkasi tizerinde herhangi bir R-
modiil ve M(I) = (MuUI) kiimeside M ve I tarafindan
olusturulan bir nétrosofik kiime olsun.

Tanim 24: M(I) nétrosofik grubu (M(l),+,.) ikili iglemi
ile degismeli bir R halkasi iizerinde R x M(l) —» M(I)
olacak sekilde bir ndtrosofik modiil olusturur ve buna
zay1f n6trosofik modiil denir [3].

Projektif modiillerin direkt toplami

Tanim 25: Eger notrosofik M(I) kiimesi bir ndtrosofik
R() halkas1 iizerinde R(I) x M(I) - M(I) olacak
sekilde notrosofik modiil oluryor ise, o zaman M(I)
kiimesine kuvvetli nétrosofik modiil denir [3].

Tanmm 26: M(I) kiimesinin elemanlarina noétrosofik
vektorler ve R(I) halkasmnin elemanlarina noétrosofik
skaler denir [8].

Onerme 27: Eger k,p,m,n € M igin x = k+pl, y = m+nl
€ M(I) ve a,b € R i¢in q = a+bl € R(l) ise 0 zaman
noétrosofik kiimelerde toplama ve ¢arpma iglemi

x+y = (k+pl)+(m+nl)= (k+m)+(p+n)l
gx = (a+bl).(k+pl)= ak+(ap+kb+bp)l
seklinde tanimlanir [13].

Ornek 28: M(I) bir R halkasi iizerinde zayif ndtrosofik
R-modiil ve nétrosofik R(I) halkasi iizerinde bir kuvvetli
R-modiil olsun [13].

1) M"(I) bir R halkas: tizerinde zay1f nétrosofik R-
modiill ve noétrosofik R(I) halkasi iizerinde
kuvvetli nétrosofik R-modiildiir.

2)  Mm=(l) ={[ai]:a;€R(D)} bir R halkas: {izerinde
zayif nétrosofik modiill ve nétrosofik R(l)
halkasi iizerinde kuvvetli nétrosofik R-
modiildiir.

Teorem 29: Her kuvvetli ndtrosofik modill aym
zamanda bir zayif nétrosofik modiildiir[13].

Ispat : Kabul edelim ki M(I) bir notrosofik R(T) halkasi
iizerinde kuvvetli nétrosofik R-modiil olsun. Her R
halkas1t noétrosofik R(I) halkasinin bir alt kiimesi
oldugundan her kuvvetli nétrosofik modiil ayn1 zamanda
bir zayif notrosofik modiil olur.

BULGULAR ve TARTISMA

Onerme 30: R degismeli birimli bir halka ve M(I)
nétrosofik modiil ve P(I) projektif ndtrosofik modiil
olmak iizere



O>KM)—»>PH)——>M(A)—>0
O—->LD—->QH)—~£—->M()—0

dizileri modil homomorfizmalarinin notrosofik tam
dizisi ise
O>KMH—->LMD®P(—>QW)—0

olacak sekilde notrosofik tam dizisi vardir. Ozellikle
Q(I) projektif notrosofik modiil ise 0 zaman

KheQz=LmeP(l)
elde edilir.

ispat: X (1) = {(p,q) e P(1) ® Q1) : a(p) = B(a)}

kiimesi P(l) ® Q(l) ’nin alt nétrosofik modiilii olsun.

2 X(1) = p(l)
7 (p.a)=p
doniistimii o6rtendir. p = a+bl ve q = c+dl olmak iizere,
VpeP(l) ig¢in B drten oldugundan p(q)=a(p)
olacak sekilde qeQ(l) vardir. Boylece (p, q)e X(1)
ve ﬂl(p,Q)z p elde edilir.
Cekz, = {(0,): (0.9) X}
={0.0): p(a)=0}

=¢k S=L()
bulunur. Boylece

O—>L()—> X()——>P(l)>0
notrosofik tam dizisi elde edilir. Benzer sekilde
0—->K()—> X(1)—2>Q(l) >0

nétrosofik tam dizisi elde edilir. P (1) projektif
nétrosofik modiil oldugundan

O—>L()—> X)) —/—>P(1)>0
notrosofik tam dizisi split dizi olur ve
L(1)@ P(1) = X (1) elde edilir.

0— K(I) = X(1) > Q(I)——0
notrosofik tam dizisinde X (1) yerine L(1)® P(l)
yazilirsa istenen

0> K()—>L()@P()——Q(l) >0

notrosofik tam dizisi elde edilir. Q(I) projektif nétrosofik
ise bu dizi split oldugundan

K(heQ(Hz=L(Hh®P()
elde edilir.

Sonuc¢ 31: P(l1) ve Qi(l)’ler iki projektif ndtrosofik

modiiller olmak tizere
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0>K(I)>P_ (I)>>P(),>PR(1)—>M()>0
0> L(1N)>Q, (1) > >Q(1)>Q(N—L>M(1) >0

notrosofik modiill homomorfizmalarinin notrosofik tam
dizisi olsun. O zaman

K(N®Q,,(1)®P,,(N®Q, ,(1)®--
=L(1)®P,,(N©Q, ,(N®P, ()@

elde edilir.

K(l)=¢ekax ve

Onermeden

L*(1)=¢ek § olsun. Bir
K'(N®@Q(N) =L'(1)®P(1)

ispat:
onceki
oldugundan.
0> K1) =B (1) == R(1) > R(N®Qy(I)
> K'()®Q,(1)—>0
0->L(1)->Qu()—>>Q,(1)->Q()®R(l)
>L'()@PR,(1)—>0
nétrosofik tam dizileri yazilabilir. Tiimevarim metodu

kullanilarak igleme devam edilirse istenen sonug¢ elde
edilir.

Tamm 32:  A(l),B(l)e7(l); olsun.  (7z(1)g
notrosofik modiiller kiimesidir.)
A(DND®P)=B()®Q(l) olacak sekilde P(1),

Q(l) e 7(1), projektif nétrosofik modiiller varsa A(l)
ve B(I)’ya projektif olarak denktir denir. A(l) ~ B(l)
ile gosterilir. ‘~’ bir denklik bagintisidir.

i) A(D@P()=A(I)®P(I) olup yansima o6zelligi
vardir.

i) A(1) ~ B(I) olsun. O zaman

A(D@P)=B()@Q(l)
sekilde P(1), Q()eM(l),
notrosofik modiilleri vardir.

B(1)®Q(l)= A(l)® P(l) oldugundan B(I)~ A(l)
bulunur.
iii) A(l)~B(l) ve B(l) ~ C(1) olsun. O zaman
ADh@P()=B(l)®Q(l)
B(hY@Q)zC(HeT()

olacak sekilde P(I), Q(I), T(I)e7(1),projektif
ndtrosofik modiilleri vardir. A(1)® P(l) = B(l1) @ Q(l)
ve B(N@®Q(I)=C(1)®dT(Il) ise

A P)=C)eT()
olur. Buradan A(1) ~ C(l) bulunur.

olacak projektif

A(l)’nin nétrosofik denklik siniflarini [A(l)] ve boyle
biitiin denklik siniflarin kiimesini G(I) ile gosterelim. O
zaman  notrosofik  G(I) lzerinde ikili islem
[A(H]+[B()]=[A() @ B(1)] olarak tanimlanir ve bu

tanim iyi tanimhidir ve asagidaki 6zelliklere sahiptir.



Onerme 33: (G(I),+) birim elemanli degismeli bir
ndtrosofik yarigruptur [P(I)]’mn G(l)’da tersi vardir.
< [P(1)]=0< P(1) projektif nétrosofik modiildir.

ispat: G(1)’nin birim elemant [»] nétrosofik modiildir.
[X(O}[Y (H]eGq) isin

X+ MI=[xmeY)]
olup [X (1) @Y (1)] G(1) dir.
X H}[z(H]e Q) igin
(XM]+rmD+zMm]=[(xmeym)elzm)]

=[(xmevym)ezm]
=[xmemezm))
=[xH]+yrmezm)]
=[XM]+[¥M]+[zM))

bulunur.
NOIEOIESOE20)
=[r(mex(mn]
=[y(H]+[x (1]
oldugundan G(1) degismelidir.

Benzer islemler yapilirsa (n>0) igin P”[M (I)]
asagidaki sekilde bulunur. P (I)’ler projektif nétrosofik

modiil olmak tizere

o R ()P (1)

=Ry (1)

modiil homomorfizmalarinin nétrosofik tam dizisi olsun.
Bu diziye M() nétrosofik modiliiniin  projektif
¢Ozinlrligl denir.

> R(1)

B S M(1) =0

Tanim 34: M(l) € 7(1)r nétrosofik modiiliiniin projektif
boyutu

pd(M(1))= pd(M(D))=min{n: 2"[M(1)]=0}

olarak tamimlanir. Bdyle bir n yoksa pd.(M(1))= oo
alinur.

Onerme 35: pd(M(1))=0 olmasi durumunda M (l)
projektif notrosofik modiil olur.

0O->MM)>M(I)—>0 dizisi
projektif nétrosofik modiil oldugu agiktir.

Ispat: icin  M(l)

Onerme 36: M(l) € 7 (I)rve N >0 igin

i) pd.(M(1))<nolur.
i) P, ()—2=P,(I) > R) > P,() > M(1) >0

dizisi i¢in ¢ek(on-1) projektif ndtrosofik modiildiir.
il) 0> B, (1) —=> Py, () —>e- > B ()
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>RNH->M(1)—0
olur. Sonlu nétrosofik modiil homomorfizmalarinin
sonlu bir notrosofik tam dizisi vardir. Ayrica n>1 i¢in

a, split degilse pd(M (I)): n olarak alinir.
Tamm 37: Bir R halkasiin global boyutu

gl.dimR =sup{pd;(M):M e M} <
olarak tanimlanir.
Sonu¢ 38: M(I) e7(l)projektif ndtrosofik modiil ise
gl.dim R(I) <1 dir.

Teorem 39: a = x+yl ve b = w+zl olacak sekilde
a,beR(l) i¢in ann (a)=bR(l) ve ann,(b)=aR(l)
olacak sekilde aR(l) @ bR(I) toplam R(l) ya denk
degilse 0 zaman

pd(ar(1))= pd(bR(1)) =0
olur. aR(1) ®bR(1) = R(l)ise

pd(ar(1))= pd(bR(1))=0
olur.
Ispat: R(1) — aR(l)
X —> ax

olacak sekilde dontisiimii tanimlansin. Bu doniisim
ortendir ve gekirdegi ann, (a)=bR(l) dir.

0—bR(l)—>R(I)—>aR(l) >0
notrosofik tam dizisi elde edilir. Boylece
Plar(n)]=[brR)]
olur. Benzer sekilde
PloR(1)]=[ar()]

olur. Eger aR(l) projektif notrosofik modiil degilse o
zaman pd(aR(I)) ve pd(bR( I)) sifir olmadigindan

pd(ar(1))= pd(bR(1)) =0

olur. Yani N gift ise an(x)=ax ve n tek ise
a,(x)=bx olacak sekilde

S R —E s R()—4 R(1)—23aR(1) -0

homomorfizmalarinin
Diger yandan eger

nétrosofik  modiil
¢Ozlinirliigii  bulunur.

sonsuz
ar(l)
projektif nétrosofik modiil ise

0 —>bR(l1) > R(l) »>aR(l) >0
dizisi split olup

aR()@bR(1) = R(I)

elde edilir.
Ornek 40:R(l) =K[t] ve n>2 igin t"=0 olsun.

a=t ve b=t"" alinirsa



[(@R() ®@bR(NX™ =0 ve ROI)™ %0
oldugundan
aR(1)®bR(1) = R(I)
izomorfizmasi bulunamaz. Boylece
pd(ar(1)) = pd(bR(1)) = o

olur. Buradan da gl.dim R(I) = elde edilir.
Ornek 41: R(l) = k[x, y] ve Xy =0 olsun. a=x ve
b =y alinirsa o zaman,

0—>bR(l1) > R(lI) »>aR(l) >0

dizisi split degildir. Split olsayd1 bR(I) R(I) ’nin direkt
toplam1 ve sifirdan farkli bir idempotet eleman igerir.
Fakat

bR(1) = yk[x, y]= yk[y]=K[y]

oldugundan bR(I)’min sifirdan farkli bir idempotent
eleman1 yoktur. Boylece

pd(aR(1))= pd(bR(1))=co Ve gldim R(l) =00
bulunur.

Teorem 42: Modil homomorfizmalarinin notrosofik
tam dizisi 0 —> X (1) >Y(l) > Z(l1) >0 olsun. O

zaman pd(A(1)), pd(B(1)) ve pd(C(l))’lerden ikisi
sonlu ise {igiinciisti de sonludur. Ayrica
1) pd(X (1)< pd(Y (1)) ise
pd(Z(1))= pd(Y (1)) dir
2) pd(X(1))> pd(Y (1)) ise
pd(Z(1))= pd(X (1))~+1dir.
3) pd(X(1))=pd(Y(1)) ise
pd(Z(1))< pd(X(1))+1 dir.

Sonug¢ 43: Modiil homomorfizmalarinin nétrosofik tam
dizisi 0 > X (1) > Y (1) > Z(1) - 0 ise, 0 zaman

pd(Y (1)) < max{pd(X (1)), pd(Z(1))}
olur.
ispat: (1) pd(X (1)< pd(Y (1)) oldugunu kabul
edelim. O zaman
pd(Z(1))= pd(Y(1))> pd(X(1))
olur. Buradan
max {pd(X (1)), pd(Z(1))}= pd(z(1))= pd(Y (1))
bulunur.

(2) pd(X(1))> pd(Y (1)) oldugu kabul edilirse
pd(Z(1))= pd(X (1))+1
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olur. Buradan da
max{pd(X (1)), pd(Z(1)}= pd(X (1)) +12 pd(¥(1))+2
bulunur.
(3) pd(X (1))= pd(Y (1)) oldugunu kabul edersek
pd(Z(1)< pd(X(1))+1
olur. Eger pd(Z(1))< pd(X(1))+1 ise 0 zaman
mex{pd(X (1)), pd(Z(1))}= pd(X(1))= pd(Y (1))
bulunur. Diger taraftan
max{pd(X (1)), pd(Z (1))} = pd(X (1))+1= pd(¥ (1)) +1
elde edilir.
Onerme 44: M(1)=@® M, (I) olsun. O zaman
pd(M (1))=sup{pd(M, (1))} dir.
ispat: 2" [#(1)]=K, (1) olsun. O zaman
p"[M (|)]: @K, (I)olur. Boylece
P'[M(1)]=0< P"[M;(h]=0
olur. ¥, e F(1) igin n>sup{pd(M, (1))} bulunur.

Onerme 45: R(l) bir halka ve x € R(l)igin x elemani
sifir bolen olmayan R(I)’nin her eleman: ile degigmeli

olan bir eleman olsun. §(|):& bolim halkasi
XR(1)

pd.(M(1))=n<oo
pd (M (1))=n+1 olur

olmak tlzere ise 0 zaman

Onerme 46: pd (M (1 )) =oo oldugunda yukaridaki
onerme dogru degildir. Ciinkii R(1)=Q(I)(t) ve
x=1% i¢in M(1)=Q(l) nétrosofik modiil olsun. O
zaman pd_(M(l))=ooolur. Fakat M temel ideal
bolgesi olan R iizerinde projektif olmayan bir ntrosofik
modiil oldugundan pd, (M (1))=1 olmalidir.

Sonug¢ 47: R(1)=0 ve gl.dim ﬁ(l) =Nn<oo ise 0
zaman gl.dim R(l) > n+1 olur.

Asagida tanimlanan nétrosofik regiiler dizi kavrami
yardimi ile, projektif boyutu ile birlikte verilen bir
noétrosofik modiil kavrami tanimlanabilir.

Tammm 48: R(l) bir nétrosofik halka olsun. Eger
Xiy Xy yeuny X, stralt dizisi

1) vizligin 3" xR(1)=R(1)

2) X nin R(1)/(xR(1) +---+x_4R(I))

sartlarini saglar ise, bu diziye bir notrosofik regiiler dizi
denir. Ayrica nétrosofik halkalarin goriintiisii sifir bolen
dizi degildir.



Not: Bu tanima gore R(1) # 0 ise ¢ dizisi nétrosofik
regiilerdir.

Onerme 49: X, X,,+, X, dizisi R(l) nétrosofik

halkasinda bir nétrosofik regiiler dizi ve

1= Z X; R(I) olsun. O zaman pd((R(1)/1)r)=n olur.
i=1

SONUC

fIk olarak 1958 yilinda Schnuel tarafindan homolojik
cisim {izerine yapilan ¢aligmalar da ortaya attigi tanim
ve teoremler, homolojik yontemlerin tanimlanmasi ile
birlikte daha genis bir alanda kullanilmaya baslamistir.
Bu teoremler, soyut cebir alaninda halkalarin boyutlari
olarak tanimlanan bazi yeni sayisal degismezlerin
tanimlanmasini  saglamigtir. Bu makale calismasinda,
daha 6nce Schnuel’in tarafindan tanimlanan homolojik
kavrami ele alinarak, gilincel c¢aligma alani olan
noétrosofik modiil kavrami {izerine tagiyarak, yeni bir
kavram olan, nétrosofik modiillerin projektif boyutu
kavrami tanimlanmistir. Konu hakkinda bazi teoremler
verilmis ve konu gerekli 6rnekler ile agiklanmistir. Bu
calisma ileride konu {izerine c¢aligma yapacak olan
aragtirmacilara  yol  gostermesi umut  edilerek
hazirlanmistir.
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