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8-BOYUTTA HiPERBOLIK UZAYLARDA SEIBERG —~WITTEN DENKLEMLERI
Serhan EKER * *, Senay BULUT !, Nedim DEGIRMENCI !
! Matematik Boliimii, Fen Fakiiltesi, Anadolu Universitesi, Eskisehir, Tiirkiye

OZET

4 — manifoldlarm yapisini incelemekte kullanilan Seiberg—Witten denklemleri, Dirac denklemi ve Egrilik denklemi olmak
iizere iki denklemden olugsmaktadir. Bu denklemlerin yiiksek boyutlarda da self -dualite secimine bagli olarak genellemeleri
yapilmustir [1,2,6,9]. Bu ¢alismada 6ncelikle 4-boyutlu Hiperbolik uzay tizerinde klasik Seiberg—Witten denklemleri yazilmig
daha sonra [1,2,6,9] de verilen yontem kullanilarak 8 — boyutlu Hiperbolik uzay iizerinde genellestirilmis Seiberg-Witten
denklemleri yazilmustir.

Anahtar Kelimeler: Seiberg—Witten denklemleri, Hiperbolik Uzay, Egrilik denklemi, Spinor, Self—Dualite

SEIBERG—WITTEN EQUATIONS ON 8 —DIMENSIONAL HYPERBOLIC SPACES

ABSTRACT

Seiberg—Witten equations, which are used to investigate the structure of 4 —dimensional manifds, consist of two equations.
The first item is Dirac equation and the latter is Curvature equation. According to choosing of the self—duality concept, the
generalized of these equations were done in higher dimensions [1, 2,6,9]. In this paper, at first the classical Seiberg—Witten
equations are written on 4 —dimensional Hiperbolic space. Then, the generalized Seiberg—Witten equations are written on
8 —dimensional Hiperbolic space by using the method given in [1].

Keywords: Seiberg—Witten equations, Hiperbolik space, Curvature equation, Spinor, Self—Duality

1. GIRiS

M, n —boyutlu yonlendirilebilir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda Spin® —yapis1 asagidaki gibi
verilir:

M, n —boyutlu yonlendirilebilir Riemann manifoldunun yapi grubu SO (n) dir. O halde M nin {U,}4ex
acik ortiisiine bagh olarak TM tanjant demedinin {(m~*(U,), ¢,)} demet kartlar1 vardir. Bu kartlara
karsilik gelen gecis fonksiyonlari da U, N Ug # @ iken
Jap:Ug NUg — SO(n)
seklindeki diizgiin fonksiyonlardir. Buna ilaveten U, N Ug # @ iken
Jap: Ug N Ug — Spin®(n)

diizgiin fonksiyonlar1 asagidaki kosullar1 saglayacak sekilde mevcut olsun.
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1 A:Spin©(n) — SO0(n)
' (lg.zD  — Ag,zD = A(g)

Burada A: Spin(n) — SO(n) 2:1 ortii donistimiidiir.

Buna gore
Spin(n)
?jaﬂ
A
U, N Ug o SO(TL)

diyagramu degismelidir, yani A e §op = ggop dir.
2. UynUgnU, #@ikenVx € U, NUg NU, # @ igin

gaﬂ(x) ° gﬁy(x) = gay(x)
dir.

Bu durumda M ye Spin€(n) manifoldu denir (Bazen M manifoldu Spin®(n) —yapisina sahiptir denir
[3]). M Spin® manifoldu ise asli lif demeti kurma teoremini kullanarak M tizerinde asagidaki gibi li¢
tane asli lif demeti insaa edilebilir [5]:

1. Eger gup gesis fonksiyonlari kullanilirsa Py = Ugq Uy X SO(n)/~ bSlim uzayr asagidaki
denklik bagintisi ile tanimlanir:
(@,x,9)~B,y.h) & a=By=xh=gepx)g.
Bu durumda gegis fonksiyonlart gqp lar olan bir Pso(y asli SO(n) lif demeti vardir ve denklik
bakimindan tektir.
2. Eger Jqp gecis fonksiyonlart kullanmilirsa Pgpincny = Ugq Uq X Spin©(n)/~ bélim uzay
asagidaki denklik bagintisi ile tanimlanir:
(0,5, 9)~B,y,h) & a=By=xh=gupx)g.
Bu durumda gegis fonksiyonlart gop lar olan bir Pgpinecny asli Spin©(n) lif demeti vardir ve denklik
bakimindan tektir.
3.
l: Spin€(n) — St
[9.2] = 1([g,2]) = z*
olmak iizere
log = Lo Gag: U NUs —5 Spinc(n) L st
gegis fonksiyonlar1 kullanilirsa Pg1 = Ug Uy X ST/~ boliim uzayr asagidaki denklik bagmtisi ile
tanimlanir:
(0, %,9)~(B,y,h) & a=p,y =x,h=lpx)g.
Bu durumda gegis fonksiyonlar1 l,p lar olan bir Pg1 asli § 1 1if demeti vardir ve denklik bakimindan
tektir.
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M manifoldu tizerinde spinor demedi
Kn:Spin€(n) — Aut(4,)

spinor temsili yardimiyla S = Pgpinceny X A/~ boliim uzay: asagidaki denklik bagintisi ile tanimlanir:

o)~ V) & p' =p.gv = () ).
Bu durumda S = Pgpincmn) X Ay /~ boliim uzayi, asosye vektdr demedi olarak tanimlanir ve
S = Pspincm) Xi, Bn
ile gosterilir. S ye Spinor demedi ve S nin kesitlerine de M iizerinde spinor alanlar1 denir.

M c¢ift boyutlu iken S spinor demedi, S = ST@S~ seklinde ayrisir [10]. K, spinor temsili yardimiyla
elde edilen S = Pgyincny Xi, A kompleks spinor demedidir.  k;: Spin€(n) — Aut(43),
Kn:Spin(n) — Aut(Ay) temsilleri ile ST = Pgpineny X, + A% Ve S™ = Pspincn) X~ D
seklinde ifade edilir. Ayrica n ¢ift iken k = g ve n tek iken k = nT_l olmak iizere S kompleks spinor

demetinin kesitleri {izerinde asagidaki gibi A,, = c2" boyutlu hermityen i¢ ¢carpim tanimlanabilir [10].

<,>T()XI(S) — C
(p¥Llp®) +— <¥o>

V[p.g, k(g DY), [p. g, k(g™ ") @] € T(S) igin

<[p.g k(@ H¥LIp.g. k(g HP]> = <k(@ ¥, g,xk(g"H >
= <Y P>

temsilciden bagimsiz oldugundan S spinor demedi iizerinde tanimlanan i¢ ¢arpim iyi tanimlidir.
2. BIR VEKTOR ALANI iLE SPINOR ALANININ CARPIMI
K: R™ — End(a,)
% — k(v):A, — A

n
v — k(¥ =v.¥

Kk temsili i¢in k(v):A,— A, R —lineer oldugu kolaylikla goriiliir. Ayrica xk donisiimii V v € R" igin
asagidaki 6zellikleri saglar.

1L k(w)*+k(w)=0
2. kW)'kWw) = |v|?

K dontisiimii demed tizerindeki k: TM — End(S) doniistimiine genisletmek igin
Spint(n)

Gag patOA=p

U, N Uy SO(n)

Aut(R")

Gap

Diyagraminda
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pse:S0(m) —  Aut(R")
ve

A Ps
p:Spin‘(n) - SO0(n) = Aut(R"™)

temsiller olmak tizere, TM = Pgpinc(ny X, R™ oldugundan tanjant vektorleri denklik smiflart seklinde
de diisiiniilebilir.

(Ip,vD) +~— «(p,v]):S — S
(p,¥D ~— «k(p,vD(Ip,¥D =I[pv.¥]

doniigiimii iyi tanimlidir [10].

Baz1 kaynaklarda bu kosullar1 saglayan
k:TM — End(S)

dontisiimii M manifoldu tizerinde Spin€ —yapisi olarak adlandirilir [3]. x: TM — End(S) doniisimi
yardimiyla
p:A\2(T*M) — End(S)

doniisiimii catilar tizerinde asagidaki gibi tanimlanir:

U c M agik alt kiimesi tizerinde {e;, e,, ..., €,,} ortonormal ¢at1 olmak iizere

n= ijei Nel — p(n) = Z nijr(e)x(e;)
i<j i<j
dir. Bu doniisiim ayn1 sekilde kompleks degerli 2 —formlara genisletilebilir [3]. Buna gore
p:A2(T*M) ® C — End(S)
her bir n € A2(T*M) i¢in St ve S~ alt demedleri p(n) altinda invaryanttir. Yani,

YW e ST igin p(n)(P) € ST,
VW eS igcinp(m)(W) €S~

Bu nedenle p*(n) = p(m)|s+, p~ (M) = p(n)|s- doniisiimleri indirgenir. Buna gore

ptiA>(T*M) ® C — End(S™H)
Doniistimii

seklinde ifade edilir.

3. S SPINOR DEMEDIi UZERINDE KOVARYANT TUREV

(M, g) Riemann manifoldundaki V Levi—Civita yardimiyla Psoyy asli lif demedinin lizerinde w
konneksiyon 1 —formunu belirlendikten sonra, Pgiiizerindeki sabit A4 € Q'(M,iR) konneksiyon
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1 —formu yardimiyla Pgpincen) Uzerinde, asagidaki diyagrami degismeli yapacak sekilde Z A
konneksiyon 1 —formu asagidaki gibi tanimlanabilir [6]:

Z A

Tppgpmc(n) = Ep'.in(n) iR
dm As L
Tﬂ(p] (Pg@(n) X P_S'l) A 50(?’1) @ iR

P € PSpinC(n) VeV E TpPSpinC(n) 1(;11'1
Z4Ww) = (A, x 1)L o (w X A) o dn(v).

Z*4 konneksiyon 1-formu yardimyla S = Pspincn) X, An spinor demedi tlizerindeki V4 kovaryant
tirev operatorii V¥ € I'(S), X € y(M) igin asagidaki gibi tanimlanir:

VAW = d¥(X) + 1 N 0y (Xer. e ¥ + T ACOW.
Baz1 kaynaklarda %A yerine A alarak formiil ifade edilir [1].

4. DIRAC OPERATORU D,
k: R"™ — End(4,,) lineer dontisiimii py: R™ X A, — A, bilineer dontisimii belirler. y, dontsimii
bilineer oldugundan bu doniisiim tensor ¢arpiminin evrensellik 6zelliginden py: R*"®A,, — A, seklinde
lineer doniisiime genisler. Bu doniisiim de
wTM®S — S
(Ip, vl [0 YD — [P s (v@¥)]

Seklinde demed doniisiimii belirler.

(M, g) Riemann manifold iizerindeki Dirac operatorii asagidaki gibi

vA u
Dy =poVAT(S) >T(T*"M®S)=T(TM®S) - T(S)
bileske islemi ile tanimlanir. Burada T*M ve TM arasindaki gegis g metrigi ile yapilir.

M manifoldu tlizerinde U € M agik alt kiimesi olmak tizere, {eq,e,,...,e,}yerel ortonormal cati
verildiginde Dirac operatoriiniin lokal ifadesi asagidaki gibidir:

n
DY = Z e;. Ve, W.
i=1

Dirac operatorii, M manifoldunun boyutunun ¢ift olmas1 durumunda

D, = D} @®D;
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seklinde dekompoze olur.

Ozel olarak, M = H" = {(x4, ..., x,)|%,, > 0} € R™ manifoldu iizerinde tanimlanan

ds? = ((dx1)2 + (de)Z 4+t (dxn)Z)

1
(xn)?
(H",ds?) Hiperbolik uzayr tek kart ile verilebildigi igin tanjant demedi asikardir. Dolayisiyla
Hiperbolik uzayin yapi grubu SO(n)’ in G = {Id} asikar alt grubudur. Bu yiizden H" Hiperbolik uzay1
Spin® —yapisina sahiptir. Spin€ —yapisina sahip Hiperbolik uzay1 iizerinde de yukarida tanimlan tiim
yapilar insa edilebilir. Biz bu calismada oOncelikle 4-boyutlu Hiperbolik uzay iizerinde klasik

Seiberg—Witten denklemleri yazacagiz. Daha sonra [1,2,6,9] de verilen yontem kullanilarak 8 —
boyutlu Hiperbolik uzay iizerinde genellestirilmis Seiberg-Witten denklemlerini ifade edecegiz.

5. H* UZERINDE SEIBERG-WITTEN DENKLEMLERI

Hatirlanacag tizere, n —boyutlu yonlendirilmis bir M Rieamann manifoldu iizerinde dV, g metrigi ile
indirgenmis hacim formu olmak iizere Hodge * operatorii

*:.Q.k(M) — .Qn_k(M)
F — x(F)

F Ax (F) =< F,F >, dV seklinde verilen esitlikle tanimlanmaktadur.
n = 4 ve k = 2 olmas1 durumunda

«Q3(M) — Q2(M)
F — x(F)

seklinde ve *? = Id olup 6zdegerleri =1 olur. Bunun sonucu olarak 2 —formlarin uzay1
Q2(M) = Q¥ (M)®O>~ (M)
seklinde dekompoze olur, burada Q%*(M) = {F € Q>(M)| = F = F} ve Q>~ (M) = {F € Q*>(M)| *
F = —F} dir. Q**(M) ya self-dual 2 — formlarm uzay1, Q>~ (M) ya da anti self-dual 2 — formlarin
uzay! denir. Buna gore herhangi bir F € Q?(M) = Q%% (M)®Q*~ (M) 2-formunu
F=Ft+F~

seklinde ayristirabiliriz. F* ya F nin self-dual kism1 F~ yede F nin anti—self dual kismi denir.
U S M agig1 lizerinde {ey, ..., e, } lokal orthonormal ¢atisi verildiginde

fi=elne?+e3net
> =elned—e?pnet
fs=elnet+e?ned
2 —formlar1 Q%% (M) nin bir ¢atis1 olur.
Bu dekompozisyon iR —degerli 2 — formlar i¢inde

02(M,iR) = Q2% (M, iR)®Q> (M, iR)

seklinde olur. Benzer sekilde
39
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F, € Q2(M,iR) = Q% (M, iR)®Q> (M, iR)

ayrisiminda  F, min Q%% (M, iR) ye giren kism, F, nin self-dual kismi olarak adlandirilir ve F; ile
gosterilir.

Seiberg-Witten denklemlerinin ikincisi olan egrilik denklemi M manifoldu iizerindeki Pg1 demedi
iizerindeki bir iR degerli A konneksiyon 1—formuna karsilik gelen F, egrilik 2-formunun self-dual
kismi ile bir spinor alanmni esler.  Her bir W € I'(S) igin ['(S) tizerindeki hermityen i¢ garpimi
yardimiyla

YY:TES) — T(©S)
T — YY) =<¥1>¥

endomorfizmi tanimlanir. Bu doniisiimiin ortonormal bir ¢atiya gore ifadesi de asagidaki gibidir:

Bir W spinoru ¥,y € Cigin ¥ = ml] seklinde yazilabiliriz. Buna gére W* = [; Y5 ]1x, olur.
2d2x1
O halde
* Y | |2 Y,
wwe = [V gy 1 = | 2
¥ Yai Il

dir. Y¥* doniigimiiniin izsiz kismu (PW*), seklinde gosterilir ve

(YY) =YY" — %trace (P¥")yu0
2 _ 2
[1¥1]° = sl Vils ]l

_ | 2 i ,
[%E |¢1|;|¢2|J

dir.

Yukarida elde edilenlerle birlikte 4 —boyutlu M manifoldlari tizerinde Seiberg—Witten denklemleri W €
['(S) ve Pg1 demedi tizerindeki i R degerli A konneksiyon 1—formu i¢in

1. Df¥=0

2. p*t(ED) = (¥,
seklinde ifade edilir [2,3,5,7]. Bu denklemlerin ilkine Dirac denklemi, ikincisine ise egrilik denklemi
denir. Literatiirde ¢ok iyi bilinen klasik Seiberg—Witten denklemleri [3,4,7,10] ¢alisgtimistir. Ayrica R*
iizerinde standart metrik alinarak bu denklemlerin agik ifadeleri {izerinde de ¢alisilmigtir [salamon ve
naberin 2.kitabi interaction].

6.4 —BOYUTLU HiPERBOLIK UZAY UZERINDE SEIBERG-WITTEN DENKLEMLERI

Bu béliimde M = H* = {(xq, ..., x4)|x4, > 0} € R* manifoldu iizerinde tanimlanan

ds? = ((dx1)? + (dx?)? + (dx3)? + (dx*)?)

1
(x4)?
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Metrigi goz oniine almacaktir. (H*, ds?) ciftine Hiperbolik uzay denir. Amacimiz H* {izerinde ki ds?
Hiperbolik metrigini kullanilarak Seiberg—Witten denklemlerini elde etmektir.

4 —boyutlu Riemannian manifoldlar i¢in kompleks 4 —spinorlarin vektor uzay1 da 4 —boyutludur ve
A, = C* ile gosterilir. Cl, = End(A,) oldugundan Cl, kompleks Clifford cebrinin spin temsili k
asagidaki sekilde verilir.

k:Cly — End(4A,),

K(el) = [g g]) K(ez) = [_()(31)* ];)1
0
=gy o} Heo=[gy Gl
2

Burada [, 2 X 2 lik birim matris ve i = 1,2,3 i¢in y; matrisleri asagidaki gibidir.

T P A R

Ky: Cly — End(A,) spinor temsili yardimiyla

A = {(¥ = (Y1, P2, U3, Uy) € CHYz = Py = 0)} = C?
A7 = {(¥ = (Y1, U2, U3, W) € CHYy =Y, = 0)} = C?

A, = AL DA,

olmak tlizere

dekomposizyonu elde edilir.
Boylece W € T(AL) ve A € Q1(M, iR) konneksiyon 1 —formu igin D; Dirac operatdrii

Df:T(8}) — T(AY)
Y o DIW) =Xiien VoY

olur. Lokal koordinatlarda A konneksiyon 1 —formu  A;: H* — iR fonksiyonlar1 diizgiin olmak iizere

A=Yt Adxt € QY (H4,iR)

seklinde ifade edilir.
o o (0A; 9 el
O halde A nin egriligi Fy, F;j = e or. ) 1 <i<j < 4igin asagidaki gibi
i j
Fy=dA= ) Fjdx'Andx) € Q*(H* iR)
i<j

ifade edilir.

Hiperbolik uzay iizerindeki spinorllarin kovaryant tiirevini hesaplamakta kullanilan V4 spinor
konneksiyonunu, R* Oklidyen durumundakinden oldukga farklidir. Ciinkii Oklid metrigine karsilik
gelen Levi-Civita konneksiyonun w = (w;;)konneksiyon 1 —formun tiim girdileri sifir olmasina kargin
Hiperbolik metrige karsilik gelen Levi-Civita konneksiyonun @ = (w;j)konneksiyon 1 —formu sifir
degildir. Hiperbolik uzay iizerindeki ¥ € I'(A}) spinorunun VAW kovaryant tiirevi
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1 1
VALP =d¥ + 52i<]'wijei' €]'. Y+ EAlp

Seklindedir, buradaki w;; 1—formlarnn g= ds? Hiperbolik metrigine gore hesaplamr. Asagida
n —boyutlu H"™ uzayi iizerinde ds? ye karsilik gelen Levi-Civita konneksiyonunun @ konneksiyon
1 —formunun w;; girdileri hesaplanmigtir. Bu hesaplamalarda [8] da verilen yontem esas alimmustir.
Hesaplamalar1 genel cercevede tutma bakimindan oncelikle n —boyutlu M Riemannian
manifoldunu ele alalim. {Eq, ...,E,} ve {01, ..., ®"} sirastyla TM ve TM* 1n lokal orthonormal ¢atilari
olsun. O halde V, M™ manifoldunu iizerindeki Levi — Civita konneksiyonu olmak iizere w;;
koneksiyon 1 —formu asagidaki gibi elde edilir : VX € X(M) i¢in

w;j(X) = 01 (VxE))
Dahasi

n
ViE; = Z Wnmj (X) En
m=1
dir. Yukaridaki esitlik
d0' =-37_; Wi NO™
seklinde de ifade edilebilir. Eger w = [w;;] konneksiyon 1 —formu matris olarak diisiiniiliirse

do = — w/N\®
dir [6].

Dikkat edilirse R* iizerindeki standart metrige bagl olarak w; j konneksiyon 1 —formu sifir oldugundan
spinor kovaryant tlirevi

1
VAW = d¥ + SA¥
seklinde olur.
]HI4 = {(xl, ...,X4)|X4 > 0},

d52 —

= oz (@) +(@x?)? + (@x)? + (dx*)?)
4

olmak iizere (H*, ds?) bir Riemannian manifoldudur. Bu sekilde tanimlanan Riemannian manifolduna
Hiperbolik uzay denir. H* uzay: tek bir kart ile verilebildigi icin tanjant demedi asikardir. Dolayistyla
Hiperbolik uzayin yapi grubu SO(4)’ iin G = {Id} asikar alt grubudur. Dolayistyla H* Hiperbolik uzay1
Spin¢ —yapisina sahiptir. Riemannian metrigine karsilik gelen

e =l ylrea =y flaen =[5 glxen=[}

matrisler yardimiyla H* {izerinde Spinor demedi insa edilebilir ve insa edilen bu Spinor demedi iizerinde
Seiberg — Witten denklemleri yazilabilir.

H* iizerinde Seiberg—Witten denklemlerini yazmak i¢in konneksiyon 1 —formunun hesaplanmasi
gerekir.
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H* = {(x4, ..., x4)|x4 > 0} € R* igin

ds? = ((dx1)? + (dx?)? + (dx3)? + (dx*)?)

1
(x4)? iy
olmak iizere hiperbolik metrige karsilik gelen matrisler g = [gi]-] = [g(ai,aj)] ve g~ =[gY] =
[(gl- j)_l] sirastyla asagidaki gibidir:

;0.0 0 zi 0 0 0

0 % 0 0 . |0 23 0 0
g= 4 g = )

0 0 5 0 0 0 z; 0

gij ve gY matrisler,g; = x—lz&- j ve gv = x26; ; seklinde ifade edilebilir. y;; ve yY sirasiyla g; j ve gY
nin karekoki olmak tizere, y;; = xi 8ij ve YY = x,6; j olur. O halde el =Yr 1y j dx' ler Gram-Schmid
4

ortonormallestirme yontemi ile elde edilen koframeler olur (detaylar i¢cin bakiniz [6] ).

Konneksiyon 1-formun tanimindan

doe = AL (dx*Adx* + dx?Adx* + dx3N\dx*)
4
ve ) )
0 0 0 —dz!
o 0 0 —da?
w o= g
10 0 0 —dz®
dz' dz? dz* 0
olur.

D,*W = 0 Dirac denkleminin agik ifadesi H* iizerinde Hiperbolik metrige bagl olarak asagidaki
gibidir:

oy (0Y oy
—1x4 + Aiix, =i (a_l + A2¢1) X4 + 6_x§x4 + A3y

dxq X
(0P .
+i|l=—+ ALY, | x4 + 3iY,
dx,
Y, oY, Y,
2+ A = —i=22+4 — ey, —A
%, Xy + A1P2xy l (6x2 + 2¢2> X4 %5 X4 31Xy
+i(%+A " )x _3iy
o, 41 )%y 1

Seiberg—Witten denklemlerinin ikinci denklemi olan egrilik denklemi p* (F;) = (W¥*),
i
Fip +F3, = ToxZ (p11* = 1Y%,
X4
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1 _ _
Fi3—Fyy = ﬁ(lpﬂliz - lpzl/h):
4

i _ _
Fig + Fy3 = o2 (W12 + 1Py).
Xy
seklinde elde edilir.

7. H8 UZERINDE SEIBERG-WITTEN DENKLEMLERI

Seiberg—Witten denklemlerinin ilki olan D4¥ = 0 Dirac denkleminin herhangi boyuttaki herhangi bir
Spin€ yapist i¢in anlamli olmasina karsin, bu denklemlerden ikincisini ifade etmekte kullanilan Hodge
anlaminda kendine dualligin yiiksek boyutta dogal bir genellemesi yoktur. Biz bu ¢alismada Spin(7)
yapisina sahip M manifoldu iizerinde ¢ temel 4 —formu yardimi ile 2—formlarin uzaymnm Q?(M) =
Q2(M) © 03,(M) ‘nin

Q2(M) = {w € Q2(M)| * (¢ A w) = 3w}
Q2 (M) = {w € Q2(M)| * (® A w) = —w)}

seklindeki ayrisimindan Q2 (M) yi 2—formlarin self—dual uzay1 olarak goz 6niine alacagiz (Bkz. [1,]).
U S M agid1 lizerinde {ey, ..., eg} lokal orthonormal ¢atis1 verildiginde

fi=etneS+e?neb+e3ne’ +etned
fr=elne?+e3net—e > ne®—e” ned
fr=elneb—e?ne>—e3neB+etne’
fai=etned—e?pnet—eSne’ +ebned
fs=elne’ +e?neB —e3ned—etne’
fo=elnet+e?ned—e’>neB—ebne’
fr=elne®—e?Ne” —e3ne® —etned

2 —formlar1 Q%% (M) nin bir ¢atis1 olur.

Dahasi bu sekilde verilen dekomposizyon asagidaki gibi iR degerli 2 —formlarin dekomposizyonu
seklinde de ifade edilebilir:

Q%2(M,iR) = {w € Q*>(M,iR)| * (® A w) = 3w}
0%2,(M,iR) = {w € Q*>(M,iR)| * (P A w) = —w}

F, min Q%(M, iR) ye diisen pargasina F,; nin self—dual kismi denir ve F, ile gosterilir. Burada

dir. Simdi daha 6nce tanimlanan

pt:iA2(T*M) ® C — End(S™)
doniisiimii yardim ile p*(Q3(M,iR)) = W' alt demedini alalim. Ayrica WW* in W'iistiine dik
izdiigiimii ($W*)* = Proj,, Y¥* olsun. Buna gore 8 —boyutlu (M, g, ) Spin(7) —yapisina sahip
M manifoldu tizerindeki Seiberg—Witten denklemleri
1. DfY=0
2. p*(FH) = (Ww*)*
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seklinde ifade edilmistir [1]. [1] de ele alinan calismada 6zel olarak M = R® durumunda standart metric
almarak Seiberg—Witten denklemlerinin agik ifadeleri verilmistir. Bu calismada [1] de verilen yontemle
M = H® = {(x4, ..., xg)|xg > 0} € R® uzayu iizerinde tanimlanan

(xl)z ((dxl)z + (de)Z + (dx3)2 + oot (de)Z)
8

Hiperbolik metrik igin Seiberg—Witten denklemleri elde edilecektir.

ds? =

H® uzay: tek bir kartla ifade edilebildigi i¢in yap1 grubu G = {Id} € Spin(7) € SO(8) oldugundan
Spin(7) yapisina sahiptir. Bu sebebleH® manifoldu hem Spin¢ —yapisina sahiptir, hemde 2 —formlarin
uzayr Q?(H®) = Q2(H®) @ 03, (H®) seklinde dekompoze olur. Bu durum HZ® iizerinde Dirac ve
egrilik denklemlerini yazmamizi miimkiin kilar.

8 —boyutlu uzaylarda kompleks spinorlarin vektdr uzayr 16 —boyutludur ve Ag = C° ile gosterilir.
Hesaplamalarimizda Clg kompleks Clifford cebirinin [6] da verilen asagidaki spinor temsilini
kullanacagiz:

K: Clg — End(Ag)

0 1 0 0
kley) = v kler) = M k(e = ‘
| 0 =M 0 S ] 0
0 n [0 4 [0 .|
K (e) = Bl k(es) = ML ke = i
=¥y 0 b 0 =g 0

0 . 0 ¥

K (er) = ", K(e) = i

—Ye '-']" | = ﬂ_.

Burada I, 8 X 8 lik birim matristir ve { = 1, ... 7 i¢in y; matrisleri asagidaki gibidir:
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y; matrisleri, Cl; = End(Ag)®End(Ag) izomorfizmi altinda Cl; cebirinin iireteglerinin goriintiilerinin
birinci izdiistim altindaki goriintiileridir.

R® iizerinde standart metrige bagh olarak w; = g(Vel- , ej) konneksiyon 1 —formu sifir oldugundan
VAY = d¥ + %A‘P olur. Fakat H® iizerinde durum boyle degildir. H® iizerinde konneksiyon
1 —formu sifirdan farklidir.

H8 = {(x4, ..., xg)|xg > 0} € R® Hiperboklik uzayi iizerinde verilen

ds? = ((dxl)z + (de)Z + (dx3)2 4ot (dxg)z)

1
(xg)?

Hiperbolik metrik ile w;; konneksiyon 1 —formu 4 —boyutta kullanilan metodla asagidaki gibi elde
edilir [6]:

_ i
zg
ﬂ'..’E2
£
dﬂ?s
£
dz?
3
d$5
e
d$6
zs
Cl'..’E"’
g

fF o o o o o o o
o o o o o o o
|

|
|
|
|
|
&
|
o

B o o o o o o o

e
Iy
8
b
o
M
8
o
5

Tim bu elde edilenlerle birlikte [6] da ele aliman Spin® —yapis1 asagidaki Dirac denkleminde yerine
yazilirsa

8
1
D‘Iqj = Z €;. Vél Y= d‘P(el) + EZ wij(ei)e.i e]LP + A(el-) Y
i=1

i<j

elde edilir. H® iizerinde Hiperbolik metrige bagli olarak elde edilen Dirac denkleminin agik ifadesi
asagidaki gibi bulunur:

0 d 0 0 a 0 a 0

(_ Uy n U, n s n Yy n s n Ys n 7 n ‘~|18> .
dx; Oxg O0xs Ox; 0Jx, Ox, O0xg Oxg

+(—Ayy + Axs + AsPy + Ayhe + Asths + AgPy + A7y + Agihg)xg + 59pg = 0

(_ oYy _ iy, n 0y _ 0y _ oY n Y n g _ a‘~|J7>x
8

dx; Ox; O0x; Oxg O0dx, O0x, O0Jxg Oxg
+(—A1Y, + AxPe — A3y — AyPs — AsPy + Agg + A7 3 — AgP7)xg — 597 = 0

(_ P, _all’z _al|13 +a¢4_al|15 +al|17 _aq’s allle)x
dxs O0x; 0dxqy Oxz O0xg O0x, O0x, Oxg 8
+(—Ays + Ay + Aspy — Aypg — Asthy — AgtPs — A7, + Age)xg + 59 = 0
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(_ oYy n Iy, _ 0y _ Y, _ 0P n Y N 0yg _ a‘~|15>
dx,  Oxs Oxz O0x; Oxg Ox, O0x, Oxg/ ®
+(—A1y + Azpg — Astps + Agthy + Asthy — Agths — A7y — Aghs)xg — 595 =0

( 0Py 0y 03 O0Ys 0P 0Py OYg 61|J4)

Lt R . . P At R S B
dx, Ox, O0xg O0x; O0x3 0Oxg O0x; Oxg

+(—A1ps — Ay — AsPg + Aghy — Asthy + AgPs — Ayihg + AgiPa)xg + 59y = 0

( 0Py 0y 0y,  O0Ys 0P Oy  OYg 61]13)

L .. Pt At £ B ) P2
dx, Ox, O0xg Oxz 0Jx; 0x; O0Jxs Oxg

+(—A1pe — Axy + Ashs — Agthy + AstPg + AgPy — A7; — AgP3)xg — 593 = 0

( 0Py 0gs 0Yy 05 0P 0Py OYg a‘~|12>

e - ¢ Xg
dxg O0x, O0xq4 Oxg Ox; 0x; Ox3 Oxg

+(—A1Y7 — Aops — Aspg — APy + Ass — Agh1 + A7Pe + Agh2)xg + 59 = 0

( 0y, 0Pz 0y, 0Ys O0Yg 0Y; OYg allJl)

e P .} PR
dxs O0x, Ox, 0x; Oxg O0x3 O0xq; Oxg

+(—A1Yg — Ay + Ay + A3 — AsPe — Agthy + A7ps — AgPi)xg — 591 = 0

7 <fiFa>
=l<fifi>

Egrilik denklemi ise F,f = Projgz(ys imyFa = fi olmak iizere

Fis + Faa + Far + Fag = 25 (13 — YTz s + T3 — il + s — YiTs + Vi)
Fia + Fas = Faa — Fra = 55 (ha¥hs — Vsl — ol + ¥z + Va7 — Yo + il — )
Fio — Fas — Faa + Fay = 75 (0187 — YTz + 5T — el — Vs + YT + Ve — eils)
Fia — Faa — Far + Fog = g (0a¥hz — sl + Wil — s + sl — Yils — YT + ail)
Fiy + Fan — Fas — Fya = g Gyl — il + V203 — s — sty + Yials + iy — Yr0c)
Fua + Fas — Fea = Foy = g (heTs — YT — ails + stz — YTs + Vil + il — )

1 _ _ _ _ _ _ _ _
Fig = Fy7 = F36 — 45 = 4_x8(¢1¢8 — Yg1 — Yo7 + Yrhy — P3he + Yeths — Yaths — Psihy)
seklindedir.
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