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oz
Sonlu bir Z,, grubunun yonlendirilmemis P(Z,) power grafi, koselerinin kiimesi Z,, olan baglantili bir graftir ve

burada iki kose komsudur gerek ve yeter sart u # v, (v) € (u) veya (u) < (v) dir. (Z,,, +) grubuna karsilik gelen
yonlendirilmemis G = P(Z,) power grafimn Hyper-Wiener, Harary, SK, SK, ve SK, Indeksleri sirasiyla;
%Z{u,v}QV(P(Zn)) d(u,v) + %Z{u,v}gv(P(zn)) d*(u,v), Z{u,v}QV(P(Zn)) @v %ZquE(P(Zn)) (dy +4d,), iZquE(P(Zn)) d,d,
and %ZWEE(P(Zn))(du + d,)?%olarak tanimlandi. Bu makalede P(Zpk) ve P(Zp.q) power graflarimin Hyper-Wiener,
Harary, SK, SK; ve SK, Indekslerinin hesaplamalari iizerine odaklamyoruz. Giris béliimiinde ydnlendirilmemis
power grafinin tanimi yapildi. Ayni sekilde bu boliimde bizim i¢in gerekli olan sonuglar ve teoremler verildi. Bu
makalede dncelikle, p ve q farkli asal sayilar olmak iizere p* ve p - q koselerine karsilik gelen yonlendirilmemis
P(Z,,) power grafinin Hyper-Wiener indeksini bulup belirli kosullar altinda bu power grafinin Hamilton oldugunu
gosteriyoruz. Daha sonra ayni degerlere karsilik gelen bu power grafin n veya ¢(n) ile baglantili Harary indeksini
hesapliyoruz. Devaminda, p ve q farkli asal sayilar olmak iizere, bu power grafin p,q veya ¢(n) ile baglantili
SK, ve SK, indekslerini buluyoruz. Son olarakta, bu power grafin p, q, n,SK; veya ¢(n) ile baglantili SK,
Indeksini hesapliyoruz.

Anahtar Kelimeler: Hyper-Wiener indeksi, SK indeksi, SKi indeksi, SK, indeksi, Harary indeksi,
Yonlendirilmemis power graf

Erratum: Hyper-Wiener, Harary, SK, SK: and SK> Indexes of an Undirected
Power Graph

ABSTRACT

The undirected P(Z,,) power graph of a finite group of Z,, is a connected graph whose set of vertices is Z,,, where
the two vertices are neighbors, and the necessary and sufficient condition is u # v and (v) S (u) or (u) S (v).
(Z,,, +) agroup corresponding to the Undirected G = P(Z,,) power of graphs with the Hyper-Wiener, Harary SK,
SK, and SK, indices, respectively, iz{u‘v}gv(,,(zn)) d(u,v) + iz{u_v}gv(},(zn)) d?(u,v), Z{u_v}gv(,,(zn))#ﬁ)
%ZWEE(P(Zn))(du + d,,),%Zu,,EE(P(Zn)) d,d, and %ZWEE(P(Zn))(du +d,)? are defined as. This article also
focuses on the calculations Hyper-Wiener, SK, SK;, SK, and Harary indices of P(Z,«) and P(Z,.q) power
graphs. In the introduction, the definition of an undirected power graph was made. In the same way, the results
and theorems necessary for us were given in this section. In this article, we first find the Hyper-Wiener index of
the undirected P(Z,,) power graph corresponding to the values p* and p - q, p and g being different primes, and
show that under certain conditions, this power graph is Hamiltonian. Then we calculate the Harary index associated
with n or ¢(n) of this power graph corresponding to the same values. In the continuation, we find the indices SK
ve SK; linked to p, g or ¢(n) of this power graph, with p and g being different primes. Finally, we calculate the
SK, index of this power graph linked to p, g, n, SK; or ¢(n).

Keywords: Hyper-Wiener index, SK index, SK; index, SK, index, Harary index, Undirected power graph
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1. Giris

Bir G grup i¢in yonlendirilmemis P(G) power
grafim asagidaki gibi tamimlariz. u € G ve N
dogal sayilar kiimesi olmak iizere (1) tarafindan
tiretilen devirli alt grubu (u) = {u™|m € N} ile
gosterelim. P(G), G koseli yonlendirilmemis bir
power graf olsun. Burada u,v € G koseleri
komsudur gerek ve yeter sart u # v, (v) € (u)
veya (u) € (v) olmasidir. (buna denk olarak
u # v ve bazi m pozitif tamsayist i¢in u™ = v
veya v™ =u olmasidir.) (Chakrabarty vd.,
2009). Bir G grafi igin, d,, = d(u) ve d(u,v),
sirastyla u € V(G) kosesinin derecesini ve u, v €
V(G) koseleri arasindaki en kisa mesafeyi
gostersin. n module gore toplamsal Z,, grubu i¢in
P(Z,) power grafim ele aliyoruz. n pozitif
tamsayisi igin n nin Euler fonksiyonunu ¢(n) ile
gosterecegiz. Shegahalli ve digerleri tarafindan
(Shegahalli vd., 2016) de yeni topolojik indeksler
tanild1 ve daha sonra bir G grafi i¢in SK, SK; ve
SK, indeks formiillerini ortaya koydular. Asagida
Shegehalli ve digerleri derece tabanli iki yeni
topolojik indeksleri tanittilar. (SK indeksler):

SK(G) = % du) +dv)
UveE(G)

1
SK,(G) = 3 d(u).d(v)
UuveE(G)

SK2(6) = 5+ Zuver()(d@) + d(v))?'dir.

w(P(Zy) = %Z{ulv}gv(l,(zn)) d(u, v) Wiener
indeksi uygulama ve teorik bakis agilarinda en
¢ok calisilan topolojik indekstir (Dobrynin vd.,
2001). Hyper-Wiener indeksi, yakin zamanda
tanitilan mesafeye dayali molekiiler yapi
tanmimlayicilarindan biridir (Gutman, 1997).

WW(P(Z,)) = % d(u, v)

{uvicv(P(zy)

+% Z d?(u,v).

{uvicv(P(zy)

Baglantili bir grafin Harary indeksi, kullanigl bir
topolojik indekstir. Bu Plavsi¢ ve digerleri

(Plavsi¢ vd., 1993) ve Ivanciuc ve digerleri
tarafindan 1993 yilinda (Ivanciuc vd., 1993) da
tanitildi. Bir G grafinin Harary indeksi

1
d(u, v)

{uvicv(P(Zy)

H(G) =

seklinde tanimlanir.

Sonug 1. (Askin ve Biiyiikkdse, 2021) p asal say1
ve k pozitif tamsay1 olsun. O halde m kenarli p*
mertebeden yOnlendirilmemis P(Z pk) power

grafinin Wiener indeksi
W (P(Z,)) = m = (%) seklindedir.

Sonu¢ 2. (Askin ve Biiyiikkose, 2021) p ve
q farkli asallar olmak tizere P(Z,), n = pq koseli
ve m kenarli yonlendirilmemis bir power graf
olsun. O halde

W (P(Z50))

veya denk olarak

= m+20(pq)

W (P(2,q)) = (%) + b(pg) “dir.

Teorem 3. (Chakrabarty vd., 2009) n tamsayisi,
n > 3 ise 0 halde P(Z,,), hamiltondur.

Teorem 4. (Walikar vd., 2004) G, n koseli ve m
kenarli baglantili bir graf olsun. Eger diam(G) <
2iseohalde W(G) = n(n — 1) — m ’dir.

2. Esas Sonuclar

Bu boliimde amacimiz, p ve q nun farkl asal
sayilar oldugu ve k nin negatif olmayan bir

tamsay1 k

oldugu n=p" veya n=pq icin
yonlendirilmemis P(Z,,) power grafinin Hyper-
Wiener, SK, SK, , SK, ve Harary Indeksleri

lizerinde ana sonuglarimizi vermektir.

Teorem 5. P(Z,) yonlendirilmemis power graf
olsun. O halde

1, u~
{uvicv(P(zy))

“dir.
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Ispat. R = {{u, v} c V(P(Zn)) | u~v gerek ve yeter sart u # v, (u) < (v) veya (v) < (u).}

kiimesini kullanarak V(P (Zn)) = R U R seklinde yazabiliriz.

1 1 ,
Ww(P(z,) = 3 Z d(w,v) +5 Z d2(u, v)
{uvicv(P(Zy) {uv}cv(P(Zy))

olmak tizere herhangi bir {u, v} < V(P (Zn)) koseleri ya komsudur yada komsu degildir. Dolayisiyla

V(P(Z,)) =RUR

seklinde yazabiliriz. Hyper-Wiener indeks tanimi1 kullanilacak olursa,

1 1 ,
Ww(P@z)) =5 ) dww+; Y diwv)
{uvicv(P(zy)) {uvicv(P(zy))

1
=3 Z d(u,v) (1 + d(u, v))
{w,v}CRUR®

WW(P(Zn))=% > d(u,v)(1+d(u,v))+% > dav) (1+dww)
{uveR {u,vicre

1
WW(P(Z,J):E- Z 2+ 2 6
(uvleRk  {wvICRe

1, {u,v} € R

ww (P(Z,)) = 3, {uv}¢R

{uvicv(P(zy))
R nin tanimindan,

WW(P(Z,)) = Yuvicr(p(z) { :13' ;‘;vv yazariz ve dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 6. p # q farkli asallar ve k € Z* olsun.  Ispat. Sonu¢ 2. (Askin ve Biiyiikkdse, 2021)
n mertebeli m kenarli yonlendirilmemis P(Z,)  geregince; n = p¥igin m = (’21) ve n = pq igin
power grafi i¢in,

w(Pz)) = (" =2
eger n = p¥ ise ((n))_(2)+¢(n)— d(n)+m

WwW ( p (Zn)) — ZW( p (Zn)) oldugundan Hyper- Wiener indeks tanimi
kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilarak

ve eger n = pq ise
n = p¥ icin;

WW(P(Z,)) = 2(%) + 4d(n ) dir.
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1 1 ,
WW(P(Zn)) =3 d(u,v) + 5 d“(u,v)
{uvicv(P(zy)) {uvycv(P(zy))
1% 1%
E; d(up) +2(n—1-d(wy))) + §; d(u) +4(n—1-d(u)))
6n(n—1) $
= —2 -2 lZl d(ui)
=6 (Tzl) — 4m

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilacak olursa;
WW(P(Z,)) = 2W(P(Z,))
elde edilir.

Diger taraftan n = pq igin;

ww (P(Z,)) = 6 (;l) — 4m

6(3) =4 () o)

2(2)+4<}>(n)

n
2

WW(P(Z,)) =

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 7. G devirli bir grup olsun. e € G birim
eleman olmak iizere herhangi bire #+ a € G
alalim. Eger a~b olacak sekildee # b € G
varsa §(P(G)) = 2 dir.

ispat. G devirli bir grup ve e € G birim eleman
olsun. Yonlendirilmemis P(G) power grafinin
tanimi1 geregi Vu € G igin  u~e oldugundan
d(u,e) =1 olur. O halde 6 derece oldugundan
negatif olamaz. Ayrica hipotezden kabul edelim
ki herhangi bir u € G igin u~b olacak sekilde
e # b € G olsun. Bu bize u € G nin heme € G
ile hem de b € G ile arasinda farkli bir yollar

oldugunu gosterir. Bu da
min{u € V(P(®))|d(w)} = 2

oldugunu gosterir. O halde & (P(G)) nin tanimi
geregi istenen elde edilmis olur ve ispat biter.

149

Sonug 2.4. (Z,,, +) devirli grup olmak tizere, eger
§(P(Z,)) =2 ise yonlendirilmemis P(Z,)
power grafi Hamiltondur.

ispat. Kabul edelim ki §(P(Z,)) = 2 olsun. O
halde bu bize n > 3 oldugunu gosterir. Diger
taraftan Teorem 3. (Chakrabarty vd., 2009)
kullanilacak olursa P(Z,) power grafi Hamilton
olur ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 9. p # q farkl asal sayilar ve k pozitif
bir tamsay1 olsun. O halde n mertebeden ve m
kenarli P(Z,) power grafi i¢in,

egern = p¥ ise

H(P(Zy)) = 2 (Tzl)

ve eger n = pq ise

H(PZ) =2(}) - b
dir.

Ispat. Harary indeks tanimi ve gerekli bilgiler
kullanilacak olursa;

1
d(u,v)

{uvicv(P(zy))

- Z <d(ui) +%(n —1- d(ul-))>

i=1

n
ny 1
= () +3 ), daw)
=1

H(P(Zy) =
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— (n) +m elde edilmis olur. Eger n = pq ise sonug¢ 2.
2 (Askin ve Biiylikkdse, 2021) nin ispatindan dolay1

g - _ k .
elde edilir. Egern =p . ise sonug 1. (Askin ve m = (721) — &(n) oldugunu biliyoruz. O halde,
Biiyiikkose, 2021) geregince

w (P(z,)) = <pzk>

oldugunu biliyoruz. Diger taraftan teorem 4. ) )
(Walikar vd., 2004) geregince Tamm 10. (Shegahalli vd., 2016, SK index).

G = (V,E) grafinin SK indeksi

H(P(Zy) = 2 (2) — o)

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.

W (P(Zx))=p*(p*—1)-m
() 51((0):% Z d(w) + d(v)

idi. Dolayisiyla uveE(G)
m = (n) olarak tanimlanir. Burada d(u) ve d(v) sirasiyla
2 u ve v kdselerinin G deki dereceleridir.

olur. O halde bu bilgiler dogrultusunda diizenleme  Tegrem 11. p asal say1 ve k € Z* olsun. Eger

yapilacak olursa, k

yonlendirilmemis P(Zpk) power grafi n=p
mertebeli ise

H(P(Zy)) = 2 (Z)
SK(P(Zy)) = %n(n — 1)2°dir.

Ispat. n = p* (p asal say1ve k € Z") olmak iizere;

1

SK(P(@) = 5 z d(w) + d(v)
uveE(P(Zy))

(dg+d7)+(dg+d3)+ (dg+d3)+ -+
/ (d5+dm)+(di+d§)+(d1+d§)+ w

SK(P(Z,)) = %I (dz +dz) + -+ (dr + sy ) + (dz + d3) + |
(d§+dz)+(d§+d§)+"'+ )

(dj + dm) + -+ (d(pk—Z) + d(pk—l)

1
SK(P(Z,)) = E<do (P*-1)+dr-(pF—1)+ -+ ey (p* - 1))

SK(P(Zy)) = 5p*(p"* — 1) elde edilir.

Teorem 12. p ve q farkli asal sayilar ve P(Z,,), n = pq koseli yonlendirilmemis bir power graf olsun.
O halde,

SK(P(Zw) =2 (((n = 1)2- (@) + 1)) + ¢% - d()® + p? - b(q)?) “dlr

Ispat. n = p. q (p ve q farkli asal sayilar ) olmak iizere tamsayzlar iyi sirali oldugundan p < q oldugunu
kabul edebiliriz. Ayrica,
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¢(.q9) = - D(g-1),

V(P(Zn)) = {0} U {1,up, us, "+, Ugpgy} Y {q, 29, (0 = Dq} U {p, 2p, -+, (q — p}
Vo = {0},

V= {1, Uy, Uz, ...,uq,(p.q)},

V, ={q,29,3q, ...,(p — 1q},

Vs ={p,2p,3p, ..., (g — p},

Uz, = {1, Uy, U3, ...,u¢(p_q)} alabiliriz.

SK(P(Zn)):% Z d(w) + d(v)

uveE(P(Zy))
pa—D-dg+(@-q-1)-dg
+(Pqg—1) dy, +-+
P-q—1)dyy,,+ (@) +1+@®-2) dg
+Hdp- O +1+@®—2)) dzg+-+
(P ) +1+®—2) dg=4 + (¢@.0) +1+(q~2))d;

+Hdp- )+ 1+ (g —2) dzp

+o 4 (b ) + 1+ (¢ - 2) dg=i7

WENCERVRCIORES
SK(P(Zw) =5 ( +(@m) +p— 1> (p— 1)
+Hom) +q- 1% (g-1)

N| =

1

SK(P(Z)) =5 (((n = 1)2- (@) + 1)) + 42 - d(p)® + p? - b(q)*) elde edilir.

2

Tamm 13. (Shegahalli vd., 2016, SK; index). G = (V, E) grafinin SK; indeksi

1
SKi(6) = 5 Z dw).d)
UuveE(G)

olarak tanimlanir. Burada d(u) ved (v) sirasiyla u ve v koselerinin G deki dereceleridir.

Teorem 14. p asal say1, k € Z* ve P(Zpk), p* mertebeden yonlendirilmemis bir power graf olsun. O
halde,

SKy (P(2,)) = 222 i

ispat. n = p* (p asal say1 ve k € Z*) olmak iizere ;

1
Sk (P(2,)) =5 z d(w). d(v)

uveE(P(Zy))
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(dg-dp) + (dg-dz) + -+ (dﬁ : dm) + (d1 - d7)
1
SK(P(Z) =5|  +(drds) + -+ (dp dis) + (dz - d5) +

(d - dg) + o+ (dg - oy ) + oo+ (A - )

(= 1)+ (=) ek (P - 1)
=5 (F =)+ (=) e (- 1) (0 - 1) |
P -1 et (-1 ek (- 1) /
= %(n— 1)2

1

=2(p) -1

_ 3
= M=D” o 1de edilir.

Teorem 15. p ve q farkli asal sayilar ve P(Z,,), n = pq yonlendirilmemis bir power graf olsun. O halde,

SK(P(Z))—1("2'(712—8-11—102+10-p+5-q+4)+n-p-(p2—5-p—11)>
BTl e (14q 19 -p2 (-9 +3 g (@-D-11p+2
dir.

Ispat.n = p.q (p ve q farkl asal sayilar ) olmak iizere tamsayzlar iyi sirali oldugundan p < g oldugunu
kabul edebiliriz. Ayrica,

V(P(Zy)) = {0} U {1, up, u3, -, uppn} Y a0, 2¢,+, (0 — Dq} U {p, 2p, -, (¢ — Dp}
Vo = {0},

Vi = {1, up,u3, ... Upp.g) b

V, =1{q,29,3q,..,(p — Dg},

Vs ={p,2p,3p, ..., (¢ — Dp},

Uz, = {Luz u3, ., .00}

alabiliriz. Buradan,

1

Sk (P(2,)) =5 z d(w).d(v)
uveE(P(Zy))
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do- Y dtd Y &

1ev(P(2p.q))- {0} 1ev(P(2p.q))-(1)
+dy, Z d; +dy, Z d;
1€V (P(Zp.q))~{uz} 1ev(P(Zp.q))~{us}

iEV(P(Zp-q))_{uuq)(p-q)}

1
SKl(P(Zn)) =2 +dg - z di +dzg - Z d;

1ev(P(2p.q))-V 1ev(P(2p.q))-Vs
1#q T£2-q
+otdponge Z d; +ds- Z d;
1ev(P(2pq))-Va 1€V(P(2pq))-V2
=(P-1)q 4
+dﬁ' Z df+-"+dm' 2 d;
1€V(P(2p.q))-V2 1€v(P(2p.q))-V2
2D #(q-1)p

elde edilir. Diger taraftan u, v,u’, v’ € V(P(Zn)) olmak tizere u # v, u,v € {0} veyau,v € V; ise

dw). Yyrev—pyd@W’) = d@). Xyrey—py d(v') olur. Ayni sekilde u, v, u', v’ € V(P(Zn)) olmak tizere
u#v,uvel,ise

d(w). Z d@w’) = d(v). z A"

u'ev-vs v'ev-v;
u'#u v=v!

veu,v,u, v’ € V(P(Z,)) olmak lizere u # v , u,v € Vs ise
d(w). Z dw') = d(). z d(v")

u'ev-v, v'ev-v,
u'#u v=v!

olacagindan yukarida ki son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa;

[ @o+D-d > a4 \

SK,(P(Z) = L e (P '
(P2, _4k+dq'¢(}9)' > ditdya@ Y du)
UEV—V; uev-v,
u#q u#p

elde edilir. Diger taraftan,

dw) =d(mn-D+m-q)p-D+m-p)g—-1)
uev(P(zy))—{1}

dw) =@M+ -D+@-2)(n—-q)
UevV-r;
u+q
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dw) = (M) + D -1+ " -p)qg-2)

it

d() = (n-1),
d(q) = (n - ),
d(p) = (n—p)

ifadeleri son esitlikte yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

1

SK,(P(Z,)) = —(

nz-(n2—8-n—p2+10-p+5-q+4)+n-p-(p2—5-p—11)>
4

-n-(14-q—-19)-p*-(p—9+3-q-(q—1)—11-p+2
bulunur ve ispat tamamlanir.
Tamm 16. (Shegahalli vd., 2016, SK, index). G = (V, E) grafinin SK, indeksi
1
@) =7 ). (@@ +dw)?
UVEE(G)

olarak tanimlanir. Burada d(u) ve d(v) sirasiyla u ve v koselerinin G deki dereceleridir.

Teorem 17. p asal say1 ve k € Z* olsun. Eger yonlendirilmemis P(Zpk) power grafi n = p* mertebeli
ise

SK,( P(Z,)) = 2.SK,( P(Z)) = ”'(”2‘1)3'dir.

ispat. n = p* (p asal say1ve k € Z") olmak iizere;

1
SK(P@))=7 ) (@AW +dw)?

uveE(P(Zy))

= % Z (dw)? +d@)?) + SK,(P(Zy))
uveE (P(Zy))

1 (Pk—l)'daz-l-(pk—l)'diz

=1'< bt (k1) dp? )+SK1(P(Zpk))

pk-1

(pk - 1) . (dﬁz + dTZ + -+ dpk_lz)

- 7 + 5K, (P(Z,))

_ p¥ - (p: — 1) + SK, (P(Zpk))

= 25K, (P(Z )
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_n-(n—1)>
=—

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 18. p ve q farkl asal sayilar ve P(Z,,), n = pq koseli yonlendirilmemis bir power graf olsun.

O halde,

(n—1)°(d(m) +1)

SKy(P(Zy)) = SKy (P(Zy)) + 5

+(n—q)* - o)

"dir.

+(n—p)*-d(@)

Ispat. n = p.q (p Ve q farkli asal sayilar ) olmak iizere;

1
SK(P@) =7 ). (A +d@)?

uveE(P(Zy))

uveE(P(Zy))

(dw)? + d(w)?) + SK,(P(Zy,))

(m—1)° (e + 1)

SKy(P(Z,,)) = SKy(P(Zy,)) +i

+(n— ). d(p)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

+(n —p)°.d(q)

3. Sonu¢

P(G) ile bir G grubunun yonlendirilmemis power
grafin1 gosterecegiz. Burada, p,q farkli asal
sayilar ve k pozitif tamsay1 olmak iizere n = p*
ve n=pq vya (Z,,+) grubun
yonlendirilmemis power grafi P(Z,) olarak ele
alinir ve bu power graflarinin Euler fonksiyonu
yardimiyla Hyper- Wiener, Harary, SK, SK; ve

SK, indekslerinin hesaplamalar1 iizerine yeni

gore

teoremler ve sonuglar elde edilir.
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