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ÖZ 

Sonlu bir 𝑍𝑛 grubunun yönlendirilmemiş 𝑃(𝑍𝑛) power grafı, köşelerinin kümesi 𝑍𝑛 olan bağlantılı bir graftır ve

burada iki köşe komşudur gerek ve yeter şart 𝑢 ≠  𝑣, ⟨𝑣⟩ ⊆ ⟨𝑢⟩ veya ⟨𝑢⟩ ⊆ ⟨𝑣⟩ dir. (𝑍𝑛, +) grubuna karşılık gelen

yönlendirilmemiş 𝐺 = 𝑃(𝑍𝑛)  power grafının Hyper-Wiener, Harary, 𝑆𝐾 , 𝑆𝐾1  ve 𝑆𝐾2  İndeksleri sırasıyla;
1

2
∑ 𝑑(𝑢, 𝑣){𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

+
1

2
∑ 𝑑2(𝑢, 𝑣){𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

, ∑
1

𝑑(𝑢,𝑣){𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))
, 
1

2
∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

,
1

2
∑ 𝑑𝑢𝑑𝑣𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

and 
1

4
∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

2
𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

olarak tanımlandı. Bu makalede 𝑃(𝑍𝑝𝑘) ve 𝑃(𝑍𝑝∙𝑞) power graflarının Hyper-Wiener,

Harary, 𝑆𝐾, 𝑆𝐾1 ve 𝑆𝐾2 İndekslerinin hesaplamaları üzerine odaklanıyoruz. Giriş bölümünde yönlendirilmemiş

power grafının tanımı yapıldı. Aynı şekilde bu bölümde bizim için gerekli olan sonuçlar ve teoremler verildi. Bu 

makalede öncelikle, 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar olmak üzere 𝑝𝑘 ve 𝑝 ∙ 𝑞 köşelerine karşılık gelen yönlendirilmemiş

𝑃(𝑍𝑛) power grafının Hyper-Wiener indeksini bulup belirli koşullar altında bu power grafının Hamilton olduğunu

gösteriyoruz. Daha sonra aynı değerlere karşılık gelen bu power grafın 𝑛 veya ɸ(𝑛) ile bağlantılı Harary indeksini 

hesaplıyoruz. Devamında, 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar olmak üzere, bu power grafın  𝑝,𝑞 veya ɸ(𝑛) ile bağlantılı 

𝑆𝐾1ve 𝑆𝐾2  İndekslerini buluyoruz. Son olarakta, bu power grafın 𝑝 ,  𝑞 , 𝑛, 𝑆𝐾1  veya ɸ(𝑛)  ile bağlantılı 𝑆𝐾2
İndeksini hesaplıyoruz. 

Anahtar Kelimeler: Hyper-Wiener indeksi, SK indeksi, SK1 indeksi, SK2 indeksi, Harary indeksi, 

Yönlendirilmemiş power graf 

Erratum: Hyper-Wiener, Harary, SK, SK1 and SK2 Indexes of an Undirected 

Power Graph  

ABSTRACT 

The undirected 𝑃(𝑍𝑛) power graph of a finite group of 𝑍𝑛 is a connected graph whose set of vertices is 𝑍𝑛, where

the two vertices are neighbors, and the necessary and sufficient condition is 𝑢 ≠  𝑣 and ⟨𝑣⟩ ⊆ ⟨𝑢⟩ or ⟨𝑢⟩ ⊆ ⟨𝑣⟩. 
(𝑍𝑛, +) a group corresponding to the Undirected 𝐺 = 𝑃(𝑍𝑛) power of graphs with the Hyper-Wiener, Harary 𝑆𝐾,

𝑆𝐾1 and 𝑆𝐾2 indices, respectively, 
1

2
∑ 𝑑(𝑢, 𝑣){𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

+
1

2
∑ 𝑑2(𝑢, 𝑣){𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

, ∑
1

𝑑(𝑢,𝑣){𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))
 

1

2
∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

,
1

2
∑ 𝑑𝑢𝑑𝑣𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

 and 
1

4
∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

2
𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

 are defined as. This article also 

focuses on the calculations Hyper-Wiener, 𝑆𝐾 , 𝑆𝐾1 , 𝑆𝐾2  and Harary indices of 𝑃(𝑍𝑝𝑘)  and 𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)  power

graphs. In the introduction, the definition of an undirected power graph was made. In the same way, the results 

and theorems necessary for us were given in this section. In this article, we first find the Hyper-Wiener index of 

the undirected 𝑃(𝑍𝑛) power graph corresponding to the values 𝑝𝑘 and 𝑝 ∙ 𝑞, 𝑝 and 𝑞 being different primes, and

show that under certain conditions, this power graph is Hamiltonian. Then we calculate the Harary index associated 

with 𝑛 or ɸ(𝑛) of this power graph corresponding to the same values. In the continuation, we find the indices 𝑆𝐾 

ve 𝑆𝐾1 linked to 𝑝, 𝑞 or ɸ(𝑛) of this power graph, with 𝑝 and 𝑞 being different primes. Finally, we calculate the

𝑆𝐾2 index of this power graph linked to 𝑝, 𝑞, 𝑛, 𝑆𝐾1 or ɸ(𝑛).

Keywords: Hyper-Wiener index, 𝑆𝐾 index, 𝑆𝐾1 index, 𝑆𝐾2 index, Harary index, Undirected power graph
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1. Giriş 

Bir 𝐺 grup için yönlendirilmemiş 𝑃(𝐺)  power 

grafını aşağıdaki gibi tanımlarız. 𝑢 ∈  𝐺  ve ℕ 

doğal sayılar kümesi olmak üzere ⟨𝑢⟩  tarafından 

üretilen devirli alt grubu ⟨𝑢⟩ = {𝑢𝑚|𝑚 ∈  ℕ}    ile 

gösterelim. 𝑃(𝐺), 𝐺  köşeli yönlendirilmemiş bir 

power graf olsun. Burada 𝑢, 𝑣 ∈  𝐺  köşeleri 

komşudur gerek ve yeter şart 𝑢 ≠  𝑣, ⟨𝑣⟩ ⊆ ⟨𝑢⟩ 

veya ⟨𝑢⟩ ⊆ ⟨𝑣⟩   olmasıdır. (buna denk olarak 

𝑢 ≠  𝑣 ve bazı 𝑚 pozitif tamsayısı için 𝑢𝑚 = 𝑣 

veya 𝑣𝑚 = 𝑢  olmasıdır.) (Chakrabarty vd., 

2009). Bir 𝐺  grafı için, 𝑑𝑢 = 𝑑(𝑢)  ve 𝑑(𝑢, 𝑣), 

sırasıyla 𝑢 ∈ 𝑉(𝐺) köşesinin derecesini ve 𝑢, 𝑣 ∈

 𝑉(𝐺)  köşeleri arasındaki en kısa mesafeyi 

göstersin. 𝑛 module göre toplamsal 𝑍𝑛 grubu için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafını ele alıyoruz. 𝑛  pozitif 

tamsayısı için 𝑛 nin Euler fonksiyonunu ɸ(𝑛) ile 

göstereceğiz. Shegahalli ve diğerleri tarafından 

(Shegahalli vd., 2016) de yeni topolojik indeksler 

tanıldı ve daha sonra bir 𝐺 grafı için 𝑆𝐾, 𝑆𝐾1 ve 

𝑆𝐾2 indeks formüllerini ortaya koydular. Aşağıda 

Shegehalli ve diğerleri derece tabanlı iki yeni 

topolojik indeksleri tanıttılar. (𝑆𝐾 indeksler): 

𝑆𝐾(𝐺) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢) + 𝑑(𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

𝑆𝐾1(𝐺) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢). 𝑑(𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

𝑆𝐾2(𝐺) =
1

4
∙ ∑ (𝑑(𝑢) + 𝑑(𝑣))2𝑢𝑣∈𝐸(𝐺) ’dir.  

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢, 𝑣){𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 Wiener 

indeksi uygulama ve teorik bakış açılarında en 

çok çalışılan topolojik indekstir (Dobrynin vd., 

2001). Hyper-Wiener indeksi, yakın zamanda 

tanıtılan mesafeye dayalı moleküler yapı 

tanımlayıcılarından biridir (Gutman, 1997). 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

+
1

2
∑ 𝑑2(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

. 

Bağlantılı bir grafın Harary indeksi, kullanışlı bir 

topolojik indekstir. Bu Plavšić ve diğerleri 

(Plavšić vd., 1993) ve Ivanciuc ve diğerleri 

tarafından 1993 yılında (Ivanciuc vd., 1993) da 

tanıtıldı. Bir 𝐺 grafının Harary indeksi 

𝐻(𝐺) = ∑
1

𝑑(𝑢, 𝑣)
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

  

şeklinde tanımlanır. 

Sonuç 1. (Aşkin ve Büyükköse, 2021) 𝑝 asal sayı 

ve 𝑘 pozitif tamsayı olsun. O halde 𝑚 kenarlı 𝑝𝑘 

mertebeden yönlendirilmemiş 𝑃(𝑍𝑝𝑘)  power 

grafının Wiener indeksi 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 𝑚 = (
𝑝𝑘

2
) şeklindedir. 

Sonuç 2. (Aşkin ve Büyükköse, 2021) 𝑝  ve 

𝑞 farklı asallar olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑞 köşeli 

ve 𝑚  kenarlı yönlendirilmemiş bir power graf 

olsun. O halde 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑞))   =  𝑚 + 2 ɸ(𝑝𝑞)  

veya denk olarak 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑞)) = (
𝑝𝑞
2
) + ɸ(𝑝𝑞) ’dir. 

Teorem 3. (Chakrabarty vd., 2009) 𝑛 tamsayısı, 

𝑛 ≥ 3 ise o halde 𝑃(𝑍𝑛), hamiltondur. 

Teorem 4. (Walikar vd., 2004) 𝐺, 𝑛 köşeli ve 𝑚 

kenarlı bağlantılı bir graf olsun. Eğer 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) ≤

 2 ise o halde 𝑊(𝐺)  =  𝑛(𝑛 −  1)  −  𝑚  ’dir. 

2. Esas Sonuçlar  

Bu bölümde amacımız, 𝑝  ve 𝑞  nun farklı asal 

sayılar olduğu ve 𝑘  nin negatif olmayan bir 

tamsayı olduğu 𝑛 = 𝑝𝑘  veya 𝑛 = 𝑝𝑞  için 

yönlendirilmemiş 𝑃(𝑍𝑛)  power grafının Hyper-

Wiener, 𝑆𝐾 , 𝑆𝐾1 , 𝑆𝐾2  ve Harary İndeksleri 

üzerinde ana sonuçlarımızı vermektir. 

Teorem 5.  𝑃(𝑍𝑛) yönlendirilmemiş power graf 

olsun. O halde  

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ {
 1,    𝑢~𝑣
   3,   𝑢 ≁ 𝑣

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

  

’dir.
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İspat. Ɽ = {{𝑢, 𝑣} ⊆ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) | 𝑢~𝑣 gerek ve yeter şart 𝑢 ≠ 𝑣, ⟨𝑢⟩ ⊆ ⟨𝑣⟩ veya ⟨𝑣⟩ ⊆ ⟨𝑢⟩. } 

kümesini kullanarak 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) = Ɽ ∪ Ɽ
𝑐 şeklinde yazabiliriz. 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

+
1

2
∑ 𝑑2(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

olmak üzere herhangi bir {𝑢, 𝑣} ⊆ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) köşeleri ya komşudur yada komşu değildir. Dolayısıyla  

𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) = Ɽ ∪ Ɽ
𝑐 

şeklinde yazabiliriz. Hyper-Wiener indeks tanımı kullanılacak olursa, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

+
1

2
∑ 𝑑2(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

                          =
1

2
∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆Ɽ∪Ɽ𝑐

(1 + 𝑑(𝑢, 𝑣)) 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆Ɽ

(1 + 𝑑(𝑢, 𝑣)) +
1

2
∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆Ɽ𝑐

(1 + 𝑑(𝑢, 𝑣)) 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ( ∑ 2

{𝑢,𝑣}⊆Ɽ

+ ∑ 6

{𝑢,𝑣}⊆Ɽ𝑐

) 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ {
 1, {𝑢, 𝑣} ⊆ Ɽ
 3, {𝑢, 𝑣} ⊈ Ɽ

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) 

 

Ɽ nin tanımından,  

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ {
 1,    𝑢~𝑣
   3,   𝑢 ≁ 𝑣{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) 

 yazarız ve dolayısıyla ispat tamamlanır.

Teorem 6. 𝑝 ≠ 𝑞 farklı asallar ve 𝑘 ∈ ℤ+ olsun. 

𝑛  mertebeli 𝑚  kenarlı yönlendirilmemiş 𝑃(𝑍𝑛) 

power grafı için,  

eğer 𝑛 = 𝑝𝑘 ise 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 2𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) 

ve eğer 𝑛 = 𝑝𝑞 ise 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛 )) = 2(
𝑛 
2
) + 4ɸ(𝑛 )’dir. 

İspat. Sonuç 2. (Aşkin ve Büyükköse, 2021) 

gereğince; 𝑛 = 𝑝𝑘  için  𝑚 = (𝑛
2
) ve 𝑛 = 𝑝𝑞 için  

𝑊(𝑃(𝑍𝑛 )) = (
𝑛 

2
) + ɸ(𝑛 ) = 2ɸ(𝑛 ) + 𝑚 

olduğundan Hyper- Wiener indeks tanımı 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılarak  

𝑛 = 𝑝𝑘 için;
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𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

+
1

2
∑ 𝑑2(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

                         =
1

2
∑(𝑑(𝑢𝑖) + 2(𝑛 − 1 − 𝑑(𝑢𝑖)))

𝑛

𝑖=1

+ 
1

2
∑(𝑑(𝑢𝑖) + 4(𝑛 − 1 − 𝑑(𝑢𝑖)))

𝑛

𝑖=1

 

                          =
6𝑛(𝑛 − 1)

2
− 2∑𝑑(𝑢𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

                         = 6 (
𝑛

2
) − 4𝑚  

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılacak olursa; 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 2𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) 

elde edilir. 

Diğer taraftan 𝑛 = 𝑝𝑞 için; 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 6 (
𝑛

2
) − 4𝑚 

                          = 6 (
𝑛 

2
) − 4 ∙ ((

𝑛 

2
) − ɸ(𝑛 )) 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 2 (
𝑛 

2
) + 4ɸ(𝑛 ) 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 7. 𝐺 devirli bir grup olsun. 𝑒 ∈ 𝐺 birim 

eleman olmak üzere herhangi bir 𝑒 ≠ 𝑎 ∈ 𝐺 

alalım. Eğer  𝑎~𝑏 olacak şekilde 𝑒 ≠ 𝑏 ∈ 𝐺 

varsa 𝛿(𝑃(𝐺)) ≥ 2 dir.  

İspat. 𝐺  devirli bir grup ve 𝑒 ∈ 𝐺  birim eleman 

olsun.  Yönlendirilmemiş 𝑃(𝐺)  power grafının 

tanımı gereği ∀𝑢 ∈ 𝐺  için  𝑢~𝑒  olduğundan 

𝑑(𝑢, 𝑒) = 1  olur. O halde 𝛿  derece olduğundan 

negatif olamaz.  Ayrıca hipotezden kabul edelim 

ki herhangi bir 𝑢 ∈ 𝐺  için 𝑢~𝑏  olacak şekilde 

𝑒 ≠ 𝑏 ∈ 𝐺  olsun. Bu bize 𝑢 ∈ 𝐺  nin hem 𝑒 ∈ 𝐺 

ile hem de 𝑏 ∈ 𝐺  ile arasında farklı bir yollar 

olduğunu gösterir. Bu da  

𝑚𝑖𝑛{𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝐺))|𝑑(𝑢)} ≥ 2  

olduğunu gösterir. O halde 𝛿(𝑃(𝐺)) nin tanımı 

gereği istenen elde edilmiş olur ve ispat biter. 

Sonuç 2.4. (𝑍𝑛, +) devirli grup olmak üzere, eğer  

𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) ≥ 2  ise yönlendirilmemiş 𝑃(𝑍𝑛) 

power grafı Hamiltondur. 

İspat. Kabul edelim ki 𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) ≥ 2  olsun. O 

halde bu bize 𝑛 ≥ 3  olduğunu gösterir. Diğer 

taraftan Teorem 3. (Chakrabarty vd., 2009) 

kullanılacak olursa 𝑃(𝑍𝑛) power grafı Hamilton 

olur ve böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 9. 𝑝 ≠ 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑘 pozitif 

bir tamsayı olsun. O halde 𝑛 mertebeden ve 𝑚 

kenarlı  𝑃(𝑍𝑛) power grafı için, 

eğer 𝑛 = 𝑝𝑘 ise 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = 2 (
𝑛

2
) 

ve eğer 𝑛 = 𝑝𝑞 ise  

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = 2 (
𝑛

2
) − ɸ(𝑛) 

dir. 

İspat. Harary indeks tanımı ve gerekli bilgiler 

kullanılacak olursa; 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑
1

𝑑(𝑢, 𝑣)
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

    

                     = ∑(𝑑(𝑢𝑖) +
1

2
(𝑛 − 1 − 𝑑(𝑢𝑖)))

𝑛

𝑖=1

 

                    = (
𝑛

2
) +

1

2
∑𝑑(𝑢𝑖)

𝑛

𝑖=1
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                    = (
𝑛

2
) +𝑚 

elde edilir. Eğer 𝑛 = 𝑝𝑘  ise sonuç 1. (Aşkin ve 

Büyükköse, 2021) gereğince 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = (
𝑝𝑘

2
) 

olduğunu biliyoruz. Diğer taraftan teorem 4. 

(Walikar vd., 2004) gereğince  

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 𝑝
𝑘(𝑝𝑘 − 1) −𝑚 

idi. Dolayısıyla 

𝑚 = (
𝑛

2
) 

olur. O halde bu bilgiler doğrultusunda düzenleme 

yapılacak olursa, 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = 2 (
𝑛

2
) 

elde edilmiş olur. Eğer 𝑛 = 𝑝𝑞 ise sonuç 2. 

(Aşkin ve Büyükköse, 2021) nin ispatından dolayı  

𝑚 = (𝑛 
2
) − ɸ(𝑛) olduğunu biliyoruz. O halde, 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = 2 (
𝑛 

2
) − ɸ(𝑛) 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

Tanım 10. (Shegahalli vd., 2016, 𝑆𝐾 index). 

𝐺 =  (𝑉, 𝐸) grafının 𝑆𝐾 indeksi  

𝑆𝐾(𝐺) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢) + 𝑑(𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

olarak tanımlanır. Burada 𝑑(𝑢) ve 𝑑(𝑣) sırasıyla 

𝑢 ve 𝑣 köşelerinin 𝐺 deki dereceleridir. 

Teorem 11. 𝑝  asal sayı ve 𝑘 ∈ ℤ+  olsun. Eğer 

yönlendirilmemiş 𝑃(ℤ𝑝𝑘)  power grafı 𝑛 = 𝑝𝑘 

mertebeli ise 

𝑆𝐾(𝑃(ℤ𝑛)) =
1

2
𝑛(𝑛 − 1)2’dir.

İspat. 𝑛 = 𝑝𝑘   (𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ ℤ+ ) olmak üzere; 

𝑆𝐾(𝑃(ℤ𝑛)) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢) + 𝑑(𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(ℤ𝑛))

𝑆𝐾(𝑃(ℤ𝑛)) =
1

2

(

 
 
 
 
 

(𝑑0̅ + 𝑑1̅) + (𝑑0̅ + 𝑑2̅) + (𝑑0̅ + 𝑑3̅) + ⋯+

(𝑑0̅ + 𝑑(𝑝𝑘−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) + (𝑑1̅ + 𝑑2̅) + (𝑑1̅ + 𝑑3̅) +

(𝑑1̅ + 𝑑4̅) + ⋯+ (𝑑1̅ + 𝑑(𝑝𝑘−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) + (𝑑2̅ + 𝑑3̅) +

(𝑑2̅ + 𝑑4̅) + (𝑑2̅ + 𝑑5̅) + ⋯+

(𝑑2̅ + 𝑑(𝑝𝑘−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) +⋯+ (𝑑(𝑝𝑘−2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑑(𝑝𝑘−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) )

 
 
 
 
 

 

𝑆𝐾(𝑃(ℤ𝑛)) =
1

2
(𝑑0̅ ∙ (𝑝

𝑘 − 1) + 𝑑1̅ ∙ (𝑝
𝑘 − 1) +⋯+ 𝑑

(𝑝𝑘−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ (𝑝𝑘 − 1)) 

𝑆𝐾(𝑃(ℤ𝑛)) =
1

2
𝑝𝑘(𝑝𝑘 − 1)2 elde edilir. 

Teorem 12. 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑞 köşeli yönlendirilmemiş bir power graf olsun. 

O halde, 

𝑆𝐾(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
(((𝑛 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 1)) + 𝑞2 ∙ ɸ(𝑝)3 + 𝑝2 ∙ ɸ(𝑞)3) ’dir 

İspat. 𝑛 = 𝑝. 𝑞 (𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ) olmak üzere tamsayılar iyi sıralı olduğundan 𝑝 < 𝑞 olduğunu 

kabul edebiliriz. Ayrıca,  
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ɸ(𝑝. 𝑞) = (𝑝 − 1)(𝑞 − 1),  

𝑉(𝑃(ℤ𝑛)) = {0} ∪ {1, 𝑢2, 𝑢3,⋯ , 𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)} ∪ {𝑞, 2𝑞,⋯ , (𝑝 − 1)𝑞} ∪ {𝑝, 2𝑝,⋯ , (𝑞 − 1)𝑝}  

𝑉0 = {0}, 

𝑉1 = {1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢ɸ(𝑝.𝑞)}, 

𝑉2 = {𝑞, 2𝑞, 3𝑞,… , (𝑝 − 1)𝑞}, 

𝑉3 = {𝑝, 2𝑝, 3𝑝,… , (𝑞 − 1)𝑝}, 

𝑈ℤ𝑛 = {1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢ɸ(𝑝.𝑞)} alabiliriz.  

𝑆𝐾(𝑃(ℤ𝑛)) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢) + 𝑑(𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(ℤ𝑛))

=
1

2

(

 
 
 
 
 
 

(𝑝 ∙ 𝑞 − 1) ∙ 𝑑0̅ + (𝑝 ∙ 𝑞 − 1) ∙ 𝑑1̅
+(𝑝 ∙ 𝑞 − 1) ∙ 𝑑𝑢2 +⋯+

(𝑝 ∙ 𝑞 − 1) ∙ 𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) + (ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑝 − 2)) ∙ 𝑑�̅�

+(ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑝 − 2)) ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ +⋯+

(ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑝 − 2)) ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑞 − 2)) ∙ 𝑑�̅�

+(ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑞 − 2)) ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅

+⋯+ (ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑞 − 2)) ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ )

 
 
 
 
 
 

 

𝑆𝐾(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
(

(𝑛 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 1)

+(ɸ(𝑛)+ 𝑝 − 1)2 ∙ (𝑝 − 1)

+(ɸ(𝑛) + 𝑞 − 1)2 ∙ (𝑞 − 1)

) 

𝑆𝐾(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
(((𝑛 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 1)) + 𝑞2 ∙ ɸ(𝑝)3 + 𝑝2 ∙ ɸ(𝑞)3) elde edilir. 

Tanım 13. (Shegahalli vd., 2016, 𝑆𝐾1 index). 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafının 𝑆𝐾1 indeksi  

𝑆𝐾1(𝐺) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢). 𝑑(𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

olarak tanımlanır. Burada 𝑑(𝑢) ve𝑑(𝑣) sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 köşelerinin 𝐺 deki dereceleridir. 

Teorem 14. 𝑝 asal sayı, 𝑘 ∈ ℤ+ ve 𝑃(ℤ𝑝𝑘), 𝑝
𝑘 mertebeden yönlendirilmemiş bir power graf olsun. O 

halde, 

𝑆𝐾1(𝑃(ℤ𝑛)) =
𝑛.(𝑛−1)3

4
 ’dir. 

İspat. 𝑛 = 𝑝𝑘 (𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ ℤ+) olmak üzere ; 

𝑆𝐾1(𝑃(ℤ𝑛)) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢). 𝑑(𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(ℤ𝑛))
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𝑆𝐾1(𝑃(ℤ𝑛)) =
1

2

(

 
 
(𝑑0̅ ∙ 𝑑1̅) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑2̅) + ⋯+ (𝑑0̅ ∙ 𝑑𝑝𝑘−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑2̅)

+(𝑑1̅ ∙ 𝑑3̅) + ⋯+ (𝑑1̅ ∙ 𝑑𝑝𝑘−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) + (𝑑2̅ ∙ 𝑑3̅) +

(𝑑2̅ ∙ 𝑑4̅) + ⋯+ (𝑑2̅ ∙ 𝑑𝑝𝑘−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) + ⋯+ (𝑑𝑝𝑘−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ 𝑑𝑝𝑘−2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ))

 
 

 

=
1

2

(

 
 

(𝑝𝑘 − 1)
2
+ (𝑝𝑘 − 1)

2
+⋯+ (𝑝𝑘 − 1)

2
+

(𝑝𝑘 − 1)
2
+ (𝑝𝑘 − 1)

2
+⋯+ (𝑝𝑘 − 1)

2
+ (𝑝𝑘 − 1)

2

+(𝑝𝑘 − 1)
2
+⋯+ (𝑝𝑘 − 1)

2
+⋯+ (𝑝𝑘 − 1)

2

)

 
 

 

=
𝑚

2
(𝑛 − 1)2 

=
1

2
(
𝑛

2
) (𝑛 − 1)2 

=
𝑛(𝑛−1)3

4
 elde edilir. 

Teorem 15. 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑞 yönlendirilmemiş bir power graf olsun. O halde, 

𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛 )) =
1

4
(
𝑛2 ∙ (𝑛2 − 8 ∙ 𝑛 − 𝑝2 + 10 ∙ 𝑝 + 5 ∙ 𝑞 + 4) + 𝑛 ∙ 𝑝 ∙ (𝑝2 − 5 ∙ 𝑝 − 11)

−𝑛 ∙ (14 ∙ 𝑞 − 19) − 𝑝2 ∙ (𝑝 − 9) + 3 ∙ 𝑞 ∙ (𝑞 − 1) − 11 ∙ 𝑝 + 2
) 

dir. 

İspat.𝑛 = 𝑝. 𝑞 (𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ) olmak üzere tamsayılar iyi sıralı olduğundan 𝑝 < 𝑞 olduğunu 

kabul edebiliriz. Ayrıca,  

𝑉(𝑃(ℤ𝑛)) = {0} ∪ {1, 𝑢2, 𝑢3,⋯ , 𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)} ∪ {𝑞, 2𝑞,⋯ , (𝑝 − 1)𝑞} ∪ {𝑝, 2𝑝,⋯ , (𝑞 − 1)𝑝}  

𝑉0 = {0}, 

𝑉1 = {1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢ɸ(𝑝.𝑞)}, 

𝑉2 = {𝑞, 2𝑞, 3𝑞,… , (𝑝 − 1)𝑞}, 

𝑉3 = {𝑝, 2𝑝, 3𝑝,… , (𝑞 − 1)𝑝}, 

𝑈ℤ𝑛 = {1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢ɸ(𝑝.𝑞)} 

alabiliriz. Buradan, 

𝑆𝐾1(𝑃(ℤ𝑛)) =
1

2
∑ 𝑑(𝑢). 𝑑(𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(ℤ𝑛))
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𝑆𝐾1(𝑃(ℤ𝑛)) =
1

4

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑑0̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖∈̅𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{0̅}

+ 𝑑1̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖∈̅𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{1̅}

+𝑑𝑢2 ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖∈̅𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{𝑢2}

+ 𝑑𝑢3 ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖∈̅𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{𝑢3}

+⋯+ 𝑑𝑢𝑢ɸ(𝑝.𝑞)
∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖∈̅𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{𝑢𝑢ɸ(𝑝.𝑞)
}

+𝑑�̅� ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖∈̅𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉3

𝑖≠̅�̅�

+ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖∈̅𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉3

𝑖≠̅2∙𝑞̅̅ ̅̅

   +⋯+ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖∈̅𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉3

𝑖≠̅(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 + 𝑑�̅� ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖∈̅𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉2

𝑖≠̅�̅�

+𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖∈̅𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉2

𝑖≠̅2∙𝑝̅̅̅̅̅

+⋯+ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖∈̅𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉2

𝑖≠̅(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

elde edilir. Diğer taraftan 𝑢, 𝑣, 𝑢′, 𝑣′ ∈ 𝑉(𝑃(ℤ𝑛)) olmak üzere 𝑢 ≠ 𝑣, 𝑢, 𝑣 ∈ {0} veya 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉1 ise 

𝑑(𝑢). ∑ 𝑑(𝑢′)𝑢′∈𝑉−{𝑢} = 𝑑(𝑣). ∑ 𝑑(𝑣′)𝑣′∈𝑉−{𝑣}  olur. Aynı şekilde 𝑢, 𝑣, 𝑢′, 𝑣′ ∈ 𝑉(𝑃(ℤ𝑛)) olmak üzere 

𝑢 ≠ 𝑣, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉2 ise 

𝑑(𝑢). ∑ 𝑑(𝑢′)

𝑢′∈𝑉−𝑉3
𝑢′≠𝑢

= 𝑑(𝑣). ∑ 𝑑(𝑣′)

𝑣′∈𝑉−𝑉3
𝑣≠𝑣′

 

ve 𝑢, 𝑣, 𝑢′, 𝑣′ ∈ 𝑉(𝑃(ℤ𝑛)) olmak üzere 𝑢 ≠ 𝑣 , 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉3 ise 

𝑑(𝑢). ∑ 𝑑(𝑢′)

𝑢′∈𝑉−𝑉2
𝑢′≠𝑢

= 𝑑(𝑣). ∑ 𝑑(𝑣′)

𝑣′∈𝑉−𝑉2
𝑣≠𝑣′

 

olacağından yukarıda ki son eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

4

(

 
 
 

(ɸ(𝑝𝑞) + 1) ∙ 𝑑1̅ ∙ ∑ 𝑑𝑢
𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑛))−{1̅}

+𝑑�̅� ∙ ɸ(𝑝) ∙ ∑ 𝑑𝑢
𝑢∈𝑉−𝑉3
𝑢≠�̅�

+ 𝑑�̅� ∙ ɸ(𝑞) ∙ ∑ 𝑑𝑢
𝑢∈𝑉−𝑉2
𝑢≠�̅� )

 
 
 

 

elde edilir. Diğer taraftan, 

∑ 𝑑(𝑢)

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑛))−{1̅}

= ɸ(𝑛)(𝑛 − 1) + (𝑛 − 𝑞)(𝑝 − 1) + (𝑛 − 𝑝)(𝑞 − 1) 

∑ 𝑑(𝑢)
𝑢∈𝑉−𝑉3
𝑢≠�̅�

= (ɸ(𝑛) + 1)(𝑛 − 1) + (𝑝 − 2)(𝑛 − 𝑞) 
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∑ 𝑑(𝑢)
𝑢∈𝑉−𝑉2
𝑢≠�̅�

= (ɸ(𝑛) + 1)(𝑛 − 1) + (𝑛 − 𝑝)(𝑞 − 2) 

𝑑(1) = (𝑛 − 1), 

𝑑(𝑞) = (𝑛 − 𝑞),  

𝑑(𝑝) = (𝑛 − 𝑝)  

ifadeleri son eşitlikte yerlerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa 

𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛 )) =
1

4
(
𝑛2 ∙ (𝑛2 − 8 ∙ 𝑛 − 𝑝2 + 10 ∙ 𝑝 + 5 ∙ 𝑞 + 4) + 𝑛 ∙ 𝑝 ∙ (𝑝2 − 5 ∙ 𝑝 − 11)

−𝑛 ∙ (14 ∙ 𝑞 − 19) − 𝑝2 ∙ (𝑝 − 9) + 3 ∙ 𝑞 ∙ (𝑞 − 1) − 11 ∙ 𝑝 + 2
) 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

Tanım 16. (Shegahalli vd., 2016, 𝑆𝐾2 index). 𝐺 =  (𝑉, 𝐸) grafının 𝑆𝐾2 indeksi  

𝑆𝐾2(𝐺) =
1

4
∑ (𝑑(𝑢) + 𝑑(𝑣))2

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

olarak tanımlanır. Burada 𝑑(𝑢) ve 𝑑(𝑣) sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 köşelerinin 𝐺 deki dereceleridir. 

 

Teorem 17. 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ ℤ+ olsun. Eğer yönlendirilmemiş 𝑃(ℤ𝑝𝑘) power grafı  𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeli 

ise 

𝑆𝐾2( 𝑃(ℤ𝑛)) = 2. 𝑆𝐾1( 𝑃(ℤ𝑛)) =
𝑛.(𝑛−1)3

2
’dir.  

İspat. 𝑛 = 𝑝𝑘 (𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ ℤ+) olmak üzere;  

𝑆𝐾2( 𝑃(ℤ𝑛)) =
1

4
∑ (𝑑(𝑢) + 𝑑(𝑣))2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(ℤ𝑛))

 

                             =
1

4
∑ (𝑑(𝑢)2 + 𝑑(𝑣)2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(ℤ𝑛))

+ 𝑆𝐾1(𝑃(ℤ𝑛)) 

                            =
1

4
∙ (
( 𝑝𝑘 − 1) ∙ 𝑑0̅

2 + ( 𝑝𝑘 − 1) ∙ 𝑑1̅
2

+⋯+ ( 𝑝𝑘 − 1) ∙ 𝑑
 𝑝𝑘−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 ) + 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍 𝑝𝑘)) 

                             =
( 𝑝𝑘 − 1) ∙ (𝑑0̅

2 + 𝑑1̅
2 +⋯+ 𝑑

 𝑝𝑘−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2)

4
+ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍 𝑝𝑘)) 

                             =
 𝑝𝑘 ∙ ( 𝑝𝑘 − 1)

3

4
+ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍 𝑝𝑘)) 

                             = 2 ∙ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍 𝑝𝑘)) 
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                             =
𝑛 ∙ (𝑛 − 1)3

2
 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 18. 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑞 köşeli yönlendirilmemiş bir power graf olsun. 

O halde, 

𝑆𝐾2(𝑃(ℤ𝑛)) = 𝑆𝐾1(𝑃(ℤ𝑛)) +
1

4
(

(𝑛 − 1)3. (ɸ(𝑛) + 1)

+(𝑛 − 𝑞)3 ∙ ɸ(𝑝)

+(𝑛 − 𝑝)3 ∙ ɸ(𝑞)

)  ’dir. 

İspat. 𝑛 = 𝑝. 𝑞 ( 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ) olmak üzere; 

𝑆𝐾2(𝑃(ℤ𝑛)) =
1

4
∑ (𝑑(𝑢) + 𝑑(𝑣))2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(ℤ𝑛))

 

                             =
1

4
∑ (𝑑(𝑢)2 + 𝑑(𝑣)2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(ℤ𝑛))

+ 𝑆𝐾1(𝑃(ℤ𝑛)) 

𝑆𝐾2(𝑃(ℤ𝑛)) = 𝑆𝐾1(𝑃(ℤ𝑛)) +
1

4
(

(𝑛 − 1)3 ∙ (ɸ(𝑛) + 1)

+(𝑛 − 𝑞)3. ɸ(𝑝)

+(𝑛 − 𝑝)3. ɸ(𝑞)

) elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

3. Sonuç 

𝑃(𝐺) ile bir 𝐺 grubunun yönlendirilmemiş power 

grafını göstereceğiz. Burada, 𝑝, 𝑞  farklı asal 

sayılar ve 𝑘 pozitif tamsayı olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 

ve 𝑛 = 𝑝𝑞  ya göre (𝑍𝑛, +)  grubun 

yönlendirilmemiş power grafı 𝑃(𝑍𝑛)  olarak ele 

alınır ve bu power graflarının Euler fonksiyonu 

yardımıyla Hyper- Wiener, Harary, 𝑆𝐾 , 𝑆𝐾1  ve 

𝑆𝐾2  indekslerinin hesaplamaları üzerine yeni 

teoremler ve sonuçlar elde edilir. 
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