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Tnin gizemli bir say degil, olgulebilir gercge iliskin insan@lunun aklinda tasarlagh ideal durumlari

tanimlayanbtedlcinterden biri oldgu ve 6tedlgiimlerin ise ancaékhminedilebilecgi vurgulandiktan sonra, bir
Bernoulli desiskenin beklenen deerini iceren ilskiden yararlanilarakit 6tedlgcimindrsanal bir deneyle nasil
tahmin edilebilecgi cercevesinde, sanal gegge matematiksel ve istatistiksel boyutlar tattnaktadir.

Anahtar s6zcukler: Sanal Gergek, Matematiksel Yakinsaidsatistiksel Yakinsama, Monte Carlo Yontem
ESTIMATION of mvia VIRTUAL EXPERIMENTATION
ABSTRACT

After emphasizing that is not a mysterious number, but is one of therpatars defining the ideal states related
to the measurable reality sketched out in humandmand the parameters can only be estimated, the
mathematical and statistical aspects of virtualities discussed within the framework of how thigparameter
can be estimated via a virtual experiment utilizangelationship containing the expected value &eanoulli
variate.
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1. GIRIS

Insanglu, guniin birinde, muhtemelen acik bir alanda, kemihfinda donerek, gozii ile kendisine bir giivenli
alan secti ve bu alanin sinirlarini, bitki lifledien yapilmg ip benzeri bir nesne ile padig: iki kaziktan birini
durduygu yere cakip, dier kazgl, aradaki esnek nesnenin esngkliok oluncaya kadar gerdikten sonra, sabit
duran kaziin etrafinda donerek toptm Uzerine cizmeyi akil etti. Ve yer yizinde glwdusu bu sekile
Pygmalliori gibi asik olan insanglunun, “bir noktadan @t uzakliktaki noktalarin geometrik yeri” olan
Cembelini kusursuzlgtirarak yiiceltme sertveni fadi.

Yirtici hayvanlardan ya da stinan klanlardan korunabilmek icin, glvenlik alarbmcember biciminde yeryiizi
Uzerinde garetlemek elbette yetmezdi. KulUbelerin, kdyletapinak ve kalelerin yegecesi zeminin sinirlarini
belirleyen ¢cemberlerin tzerinde 6ncgag, sonra da gaduvarlar yikselmeye Bladi. Bu barinak duvarlarinin,
“ne kadar” aga¢ ya da takullanilarak yapilabilegg bilgisine tasarimasamasinda gereksinim duyan insgig
bu bilgiye, cizilen cemberin ¢evre uzuplinu dlcerek ulgabileceini akil etti. Dgzal olarak yararlangh 6lgme
aygiti ve o6lcek, cemberi cizerken kullaggliiki ucuna kazik b belli uzunlukta bir ip parcasi bicimindeki ilk
pergeldi. Cizdii her cemberin cevresini 6lgen insghg gunin birinde, cizgi cemberin kaplagg alanin
bluyukligl ne kadar d#ésirse deissin, cizilen tum c¢emberler icin gecerli bir gergm farkina vard1 bir
¢emberin cevresi, ¢izim araci olarak kullanilanpigrcasinin iki katiniryaklasik ¢ katindan biraz fazlayd.
Kusursuz bir cember cizemgdive kusursuz olcim yapamadiicin, tam dgerini bulamadil tim ¢cemberler
icin d%?isTez olan bu oranin derini, kesirli sayilari akil edip kullanmaya i@yana kadaryaklasik “3” olarak
kabul etti’

Olgusal dunyada kusursuz bir cember cizemeyen veurkuz bir o6lcim yapamayan insghg
yapamadiklarinin, “varsayalim ki” diyerek, dnce &ltyi kurmayl @rendi. Tumevarimla olgusal dinyada

1 Bu makalenin kisa bir 6zetistanbul Kiiltiir Universitesi'nce, 5-8.Eyliil.2006 itande, izmir Foca'da diizenlenen, 4.
Matematik, Mantik ve Felsefe Ulusal Sempozyumu’hii@diri olarak sunulmstur.

2 Gazi Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltdstatistik Béliimii, 06500 Teknikokullar, Ankara. yaste@gazi.edu.tr

% Kendisine &k olan Eski Yunan mitoloji kahramani.

41.0.1650 siralarinda, Ahmes adli Misirli bir katipafindan yazilngiolan ve Rhind papiriisii olarak bilinen bir yazidaki
bilgiye goére, bir cemberin ¢evresinin ¢apina o256/8113,141049.... dir. Ancak, tarih bu bilginin yayilmgdu ve bin yil
sonra bile Babilliler ve ilkbraniler'in 3 dgerini kullandiklarini gosteriyor. (Blatner, D. , 20().
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erigtigi gercegi, dis gucu ile kusursuz Oteolgusal diinyayaidave oradan zincirleme timdengelimlesggi
gercge dondi. Boylece, timdengelimle ipdimerdiveni timevarimla tirmanabilegiri, icinde bulundgu
boyuttaki somut gergekten soyut gefeegidi-gelis dongisinin sonsuglunu, bu sonsuz gighigelisle, kendi
tanimladg kusursuzlga ergemeyecgini, ama her seferinde ona biraz daha ygdtdeceini kavradi.

Bugin de cizdiimiz ¢cemberler kusurlu, ama 4000 yil 6énce cizeklitimizden daha az kusurlu. Ginimizde
nanoteknolojicaginl yasamaya bglayan insanglunun bu yoldaki ilk adimlarindan birini, “diinsel” diinyadaki
kusursuz bir cemberin cevresinin, kenarlari sdémulsoi cemberin ic-kigleri olan dizgiin ¢okgenin c¢evre
uzunlggundan biyidk ve kenarlari ayni cemberig-tegetleri olan diizgiin ¢okgenin cevre uzytlndan kiguk
olacaini ve diizglin i¢ ve glicokgenlerin kenar sayisi arttikca, i¢c vg gbkgenlerin ¢cevre uzunluklari arasindaki
farkin azalarak, cemberin cevre uzunlou yakinsayagani goren Sirakuza'li Aimed (.0. 287-212) atti.
“Duslnsel” dinyada tanimlanan bir cemberle ic-

kiris ve ds-teget diuzgin cokgenleri sagidaki

sekilde oldgu gibi cizilebilir; bu ¢izimin

“kusursuz” oldgu varsayilabilir ve cevresi,

kusurlu 6lcme yerine, kusursuz cemberi ve

cokgenleri tanimlayandegismezler arasindaki
sgzlam baintilardan yararlanilarak
hesaplanabilir. Kendisinden yakik 300 yil 6nce
Guney Iltalyada yaams olan Pisagorun
(1.6.570-500) Unlii teoremi ile, 4kenarlidan
baslayip 96-gkenarll ic ve d dizgln
cokgenlerin cevresini hesaplayan sifmed, bu
oranin  (223/71, 220/70) arginda oldgunu
kanitladi. (Hooper, A.,1948:60-62)

Arsimed’ten sonra, i¢-kisi ve dg-teget duzgiin gokgenlerin kenar sayisini arttirarak,gbimberin ¢evresinin
¢apina olan oraninin, matematiksel tanimlamalara §ésin olarak bulunagaaralgin sinirlarini hesaplama
yaril baladi. Viéte 1579 yilinda, 393216 kenarli ¢cokgenlegevresini hesaplayarak soz konusu grali
(3,141592658, 3,141592653) olarak bulduktan sonra, 1593'te yayimlanan bireregle bu arain
sinirlarindan birini istenen basagaskadar

@ 2
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biciminde sonsuz carpim ydntemi ile hesaplayacakdii verdi.

Sekil 1. Bir gemberin i¢-kig ve dg-tegetduzgiin cokgenleri.

Bu oranin, matematikciler tarafindan 17.ylzyil latena kadar tanimlangibir simgesinin bulunmamasi
ilginctir. Bir cemberin ¢evresinin ¢capina oranimimgelerle ifade eden ilk kilerden biri olan William Oughtred,
¢emberin ¢evresini; “ikiye bolen 6l¢cl” anlamindakiunanca ‘drarpoustpov" (diairo-metron) sdzggiinin ilk
harfi oland ile de gemberin gapini simgeleyerakd biciminde gdsterdi. Birim ¢capl gemberin ¢evresidrana
esit oldugundan, d@gal olarak daha sonralari oranin kendisi igirgrolan d@ruya = simgesi benimsendi ve
gunumuzde, bir cemberin ¢evresinin ¢apina olaniorarile gbstermek evrensegke

7 simgesini 1685'te donen bir cismigidik merkezinin izledgi dis kenari gostermek igin kullanan John Wallis,
Viéte'ninki gibi karsik kdk islemleri gerektirmeyen, tam sayilarin ¢carpimi velipdll biciminde yine sonsuz bir
carpim olan

(2) =2

><2><2><4><4><6>< 6¢ 8.......
Ix3x 3x 5x 5 X 7........
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algoritmasini 6nerdi. Viéte ve Wallis'inki gibi Ha sonralari, hesaplama acisindan gidetklnlesen birgok
algoritma Uretildi. Zaman icinde, matematikcileasnda daha etkin algoritma argar siirse deft oraninin en
gecerli algoritmaya gore hesaplangklasik deserinin basamak sayisini arttirmakirlik kazandi. Hesaplanan
bu deerin, 1 oranina ilgkin dezerin icinde bulunaga gercek sayi eksenindeki bir agah alt yada Ust sinir
oldugu giderek unutuldu ve bulunan sayisageleéne cikarilarakt oraninin kendisinett sayisi” denilmeye
baslad!.

Sekil 2'de 6zetlenemgercek sayilar kiimesin yalnizca sayma sayilarindan haberdar olanibjriyu 1t oraninin
pay ile paydasindaki sayilarin ve oraninin kendidaS kiimesinin bir bireyi olarak gérmesi ve ggini “3”

olarak benimsemesi galdir. “Birim karenin kgegen uzunlgu” olan “+/2 " gibi, Tnin de daal sayilarkimesi
D’nin bireyleri ile Uretilebilenrasyonel sayilar kiimes&i'nun bir bireyi olmadgini kesfeden eski Yunanlilar, bu
kesiflerini tanrilara yiz inek kurban ederek kutladil®ogal sayilar kimesinin bireyleri ile Uretilemeygte
anlasilant, \/Egibi yalnizca alt ve Ust sinirlari kesirli sayiarbelirlenebilen soézdet sayisinin da, énce
irrasyonel sayl kiimedu.'nin bir bireyi old@gu, ancak katsayilari tam sayi bir polinomun c¢ézimhabilen
cebirsel sayilar kiime€'nin 6zelligini tagimadg gordliince de, gercek sayilar kim&kE COC' nin cebirsel
olmayantransandantal sayilakiimesiC' =T ’nin bir bireyi oldu.

Saymakla bgayip, gercek ve sanal sayr = __--.

kl?meler@n.e ulsan ve tanimlagy sayi /,/ N s, ={123 -}
kimelerinin bireyi olmayan yeni bir ’ . S ={ -3-2-1
s6zde sayi ile kagilasinca, yeni sayi )/ \ Si—s D'S’ '

kimeleri ~ tamimlamakta  matematik / \
ézgurdur. Ancak, varlik nedeni olgusal 1 @ D =s0{0}
dinyaya ilskin sayisal sorunlan \ @ U —{E'a[l D bDS}
¢cdzimi olan matematik, bu 6zgigli) \ @ @ / b’ ’

\ U

istatistiksel gercekle olgusal dunyaya / U._=un {ﬁ}
baglanamayan salt dinsel gerceklik s @ @ S c=uQOu

boyutunda kalacak bicimde kullanamaz. ~ - L
(Poincare, 1998). Sayilar kurammin _ Se---- - _C =T ‘{”'__e""} .
tutarlihigr icin timdengelimle turetileher ~ Sekil 2. Gergek sayilar kimesinin ayrik alt kimeleri yella

yeni say, zorunlu olarak olgusal diinyaya alt kimelerin tanimlagh diger say1 kimeleri.
iliskin bir gercekten yola cikilarak
tanimlanir ve olgusal diinyayi daha iyi agiklamajearlanildginda kuram igindeki yeri pekinde.

Ttyi “gizemli bir say1” olarak niteleyenler de vaKog,1996: 64).1tve benzeri sayilarda gergekten bir gizem var
mi? Evet, var... ama, gizem sayilarda yada rakamidegifl Peki, dyle ise...

2. GIiZEM rnin NERESINDE?

Once yukaridaki satirlar arasindasitéden toraninin 6ziine gkin dzellikleri, sdyle yeniden bir siralayalim:
. Cember, bir noktadarsie uzakliktaki noktalardan obanyerélciimsel bigekildir.

e Olgusal dinydaki bir cemberplcilebilir iki 6zelligi olan ¢evresi ve ¢api ile tanimlanabilir.

e Olgusal dinyadakitim cemberler kiimesdgin, “Bir ¢emberin ¢evresine orardegismez’ Onermesi,
istatistiksel timevarifa dogrulananbir varsayindir.

+  Oteolgusal diinyadakideal tiim ¢emberler kimesi icin, “Bir gemberin cevresimeani dgismezdir.”
Onermesimatematiksel timevarlenkanitlananbir varsayimdir.

. Bu dezismez icin, istatistiksel ve matematiksel olayalislanabilir degerler dnerilebilir.

! 1t oraninin en yakiak deserini, S, kiimesinin bireyleri olan pay ve paydagdderinden elde etme cabalarl bugiin
matematiksel ve bijimsel glenceli bir ras olarak devam etmektedir. (Heidemann, 2006).
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+ Istatistiksel timevarimla goulanan dger, tahmin hatasimatematiksel tumevarimla kanitlanargeleise,
yakinsama hatascerecginden, s6z konusu gamez icin 6nerilen tim dgerler, hata iceren bireahmirdir.

. Bu desismezin, sayisal bir deri olduzu disinilse demutlak dgru deserine, 6lcerek yada sayarak
ulasilamaz.

. Bilinmeyen sayisal bir deri oldyzu distintlen bu dgismez, olgusal diinyadaki kusurlu tim ¢emberlerden
biridir.

Bu 6zellikleri tgiyan bir dgismez icin, Yunanca'da “6lgme” anlamindaki “metrasizcigliniin 6nine, “6tesi”
anlamindaki “para” énekini ekleyerek tiretilen “paretros” sdézcglinden, Latince ve Yunanca kokenli dillerde
“parameter” sdzcgil turetilmistir (Wikipedia, 2006). Bizde de yaygin olaralljrdize sokulan kdki yabanci
ve oOneki yabanci ¢ikmaz sokaklardan biri olan “psete” sozcgu kullanihyor. Bu kavramla ilk
karsilasanlarimiz yabanci dille gunir olduklarindan, her diinceyi ifade edebilecek yetenek ve guzellikteki
Turkce'mizle turetilebilecek bir s6zcuk yakrmak yerine, “parameter” sozgiini “parametre” olarak
Turkeelatirdiler!* Oysa 6tedlgiim gibi bir sézciik, bu kavramla ilkz kessilasana bile hemen anlami ile ilgili
ilk ipuclarini verebilir.

Simdiye kadar ‘ft sayisi” demekten dikkatle kacginiprt ‘orani” olarak s6zuni egiim bu 6tedlcimin de, bir
¢emberin ¢cevre uzunfunun ¢apinin uzunfiuna olan orani bicimini g, bir cemberin ¢evresinirgapinin kati
cinsinden uzunfu, ya da kisacabirim ¢emberin c¢evresinin yarisbicimindeki islemsel tanimi 6ne
cikaracg@im. Ttnin bu tanimi, bir cemberin kendi ¢apinin katiitvimde 6lgulebilecgi distiiniilen ¢evresinin de
ancak,mt 6tedlcimu yardimi ile tanimlanabilen bir 6tedlcdlabilecesini belirtir.

ideal bir gemberin capi da,otedlcimiine gére gemberin cevresini belirleyerdtedlciimdir.  Dolayisi ile her
turlt diginsel gercgl tanimlamada oldgu gibi, bu Ug 6tedlctim birlikte; cevre icifY) ve yaricap igin (X)
simgeleri kullanilarak,

@  (Y)y=m2({X)

biciminde, ideal bir cemberimatematiksel tanimi verir. Eer (3)'teki iliski cember kavramindan timu ile
soyutlanarak salt matematiksel bikii gibi gorulurse, bu ikkide, herhangi iki 6tedl¢ciim igidogru oldusu
varsayllan sayisal derler yerine konarak, aritmetikslemlerle G¢incinin, bu varsayimlar altinda mantiksa
olarak d@ru olac&l 6ngorilen dgerine ulailabilir.

Ancak, yarigaplar{0,c) aralgindaki tiim gemberlegvreri igin gegerli olan (3)'teki ilki cember kavramindan

soyutlanmadikga,t Gtedlglimi icin rasgele bir degerin dazru oldusu varsayllamaz. (X) ya da (Y)

otedlcimlerinden yalnizca biri igin rasgele birgden ve rasgele bir ger verilemeyentt dtedlcimunin
istatistiksel ya da matematikséflemsel ve nesnel bir tanimina goére elde edilen sayisalgeté dasru
varsayllarak, dier tc¢inci 6tedlgcimin, bu varsayimlar altindgrdewarsayilabilecek dgri tahmin edilebilir.

! Yabanci bir dilden oldgu gibi sdzciikleri degiren birileri, kendi aralarinda, kendilerine ézgdrma bir dil gelitirebilirler.
Bunlarin énemli bir bélumd, gancelerini kendi aralarinda bu karma dille tamtak yerine, “parametre” gibi sdzcukleri
bolca ve sikga araya katarak gekitlelerin 6niinde onlarin dili ile korgur gorinebilir. Dillerinden bilmedi sdzctklerin
dokuldiglini goren siradan insanlarin ise, bu bilen (!) ntewa hayranfii ve saygisi giderek artar. Sonra bilmeyenler,
bilenlerin dilindeki s6zcuklerin nereden aktargia fark edip, cocuklarinin bilen olabilmeleri igifdilin diisiince” old@gunu

ve anadan-atadangkenilebilecgini unutarak, evrensel olgu iddia edilen bir bgkalarinin ana dilinde gtim veren
kurumlarda gitilmeleri (!) icin cirpinirlar. “Moralim bozuk.” dmenin “Ahlakim bozuk.” demek olagain ayirdinda
olamayan, Uvey ana dilnden aktarilan ici b@ltilmis sdzcikleri kullandik¢a @aatladgl zannina kapilan bilenler(!) ve
bilmeyenler, ana dillerinden giderek uzakikca, hep birliktedlsiince Uretemez ve kafmmazolurlar.
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(X) ya da(Y) otedlcumleri ile,;t 6tedlcimi arasindaki fark, “birim ¢apl cemberévie uzunlgunun yarisi”

olan 1t 6tedlcimuniin, tum ¢emberlerin ¢evre uzgnlw yaricap uzunffuna goérebelirleyen “birimsiz”, ama
kendisinin evrenselbir birim oluudur. Evrensel bir birim olam 6teélciminin gizemi, onudlclilemeyen-
sayllamayanancak belli bir hata ilgakinsanabilerya datahminedilebilen evrensel bir gercek glinda yatar.
Yaklgilabilen ancakerisilemeyentim 6tedlguimler icin gecerli olan bu gizem, bir@tgmun sayisal derini

argtirmada yararlanabilecek matematiksel ve istassliyaklgimlarin temel mang kavranarak ¢ozulebilir.

2.1. Matematiksel Yaklasim

Bir otedlclime ancalkreyselolarak yaklailabilecesine gore, Asimed yéntemi olarak bilinen yéntemin temel
mantgi, 1t 6tedlcimiine matematiksel olarak nasil yalkdbilecezini gosteren gelnsi gecmg ve gelecek tim
yontemlerin de temeli olmaya devam edecektir. Anéakimed'in yalnizca Pisagor teoremi ile diizgiin 96-geni
cevresini hesaplamada gost@rdiabri ginimizde gésterebilecek ¢ok agz\ardir. Bugin, trigonometrilgiievi
olan bir hesap makinesi ile hesap makinesinin bakasayisi kadar duyarliktakii 6tedlcimunin dgru
sayllabilecek matematiksel yaki bir dezerine, cemberi yakinsayan diizgiin cokgenin kenasisag® olmak
Uzere birkag saniyede ghbilir.

2.1.1. Matematiksel Tanimlama

(3)'n, ideal bir cemberin matematiksel tanimi @dwsdylenmgti. Ayni zamandartnin kavramsal ilk tanimi
olan (3), ger varsart 6tedlciminin sayisal geri konusunda bir fikir vermezrnin sayisal dgeri konusunda
daha acik fikir verecek Aimed’inki gibi analitik tanimlari gerekirSekil 3'deki birim ¢emberin cevre
uzunlygunun 8'de biri oland merkez agisinin gorgi yay pargasi uzundu 6, = 71/4; ic kiris diizgiin 4-genin

cevre uzunlgunun 8'de biri a, :sin(n/4); ve dg teget dizgin 4-genin ¢evre uzuplinun 8'de biri de,
b, = tar(rr/4)olduguna gore, matematiksel timevarimla dizgigenler igin,

a, <0,<b,

Axa, <T<4xbh, tar 6,

4xsin%<n< 4x ta 4

" -
(4) _ sinG
T T
6xsin—< < 6x tan— \
6 6 b

Sekil 3 8, merkez éjglsma gbrelbirim ¢cemberin gevresi.

L Tt
n.sin—<mn< n.tan—
n n

n.a, < < nhb,

yazilabilir. Buradan analitik olarak, kenar saysa eren ic-kirg ve dg-teget dizgiin ¢cokgenin ideal cemberle
tam ortecesi dusunilerek,
LT T
(5) er nsin—= er ntan—=7
n- o n N- o n

ya da,
ersin(@)= er tan@) =71
(6)  grsin(6)= er tan(0)
biciminde 1t 6tedlcimi tanimlanabilir. (3),(4),(5) ve (6)'dakbi turetilebilecek tnin denklik bigimindeki tim

matematiksel tanimlari, mantik dili ilet’ tdir.” énermesinden bga bir sey desildir. Ancak, N sonlu ama
yeterince buyuk bir say! olmak Uzere,
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T m
(7)  a =S|nﬁ ve by =tanﬁ

degerleri hesaplanabilirse 7—-N.ay ve N.by -7z kadar hatali alt ve (st sinirlar tanimlanabiliu Batanin
taniminda yiner 'nin kendisinin yer almasmutlak dgru sayisal bir dgerinin elde edilemeyegmi ve 7n'ye
iliskin her hangi sayisal bir @erin yalnizca yakkak bir dezer olabilecgini gosterir.

8 desiskeninin sifiri yakinsamasi durumundanin birer matematikseklevi olan sin@) ve tan@ islevlerinin
de n'yi yakinsayacgini belirten (6)'daki tanimin, (3)'teki tanimdarria (3)'teki (X) ya da(Y) &tedl¢timleri
gibi uzunluk dgil, aslinda onlar gibi bir 6teélcim olah acisinin bialana iliskin olmasidir.

Sekil 4.'teki, Aa) acisi, a 6tedlcimi ile tanimli birya.x dogrusu ile 0 dogrusu arasindaki birim ¢cember
diliminin,

11 a q —
(8) A(a)—EX\/lJrazx\/1+a2+jj/mx/1 X2 dx

biciminde tanimlanabilecek alani ile orantili binfikliktir. Bu alan,S = \/1+0’2 donumu kullanilarak,

1 A
(9) { Jira? ’0] y=a.x

1
A(a)=R(B).B(a)=——— [ 1 a J «
2(1';'_0’ ) \/1+0’2 ’\/l+0'2 ) -
A(a) = .[0 A(O’) dar = jo 1+V2 dv SeKil 4. va) agls?nln taradig biri1m cember alani.

biciminde de yazilabilir (Hewson,2003: 126).
7’nin (3)’teki analitik tamimina gére, tam ag2n ; yarim agci,72; dik agi daz/2 kadar birim cemberin yay

parcalarina karlik gelir. Bu tanimlara gore, dik acinin yansanl@(a =1) acisinin birim ¢cemberde targdi
alanin dgeri de,

lT_J'l 1

10 4=l

biciminde tanimlanabilir. Goruldiii gibi, n 6tedlciminin bu tanimi dag'yi yine, deseri tam olarak
hesaplanamayacak, andaddli bir hata ile yakinsanabilecek bir buyiklalarak belirlemektedir.

2.1.2. Yakinsama Hatasi

Matematiksel tanimlari yapilan 6tedlciimlerin salydaserlerini verecekislemseltanimlar, yaklak deserin
nasil hesaplanabilegieve yaklaik degerin 6tedlcimun kendisini ne kadar hata ile yakyasainin 6lgiist olan
yakinsama hatasanimlanarak yapilabilir. (10)'daki tiimle\kismi binomiyal acilifa’,

! Kisisel bilgisayarlarin donatilari arasindaki sanalttgisap makinesindé=10%° icin 31'inci basamga kadart deserinin,
N.a,=N.b,=3.1415926535897932384626433832 tdugunu gostermek, olsa olsa matematikselyhimlsameolabilir.
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E— Y2 4 _ o a (—1)ST1y2(5 )
4—_[0(1 X+ x =X+ + (1) x )d)
(11) l( 1)8 28
0 1+ x°

biciminde yazilabilecgnden,

S
x-1 1
12) TS =) (-1
2 T=2(N 5
ile yaklasik degeri hesaplanabilirSterimli bu yaklgik degerin,
( S 2S
13 f
(13) 1+ 2

ile de 71/4°U yakinsama hataganimlanabilir. (13)’teki timlenenin paydasi ealéal dgerini alabilecginden,
yakinsama hatasinin mutlakgei,

<o

2.1.3. Matematiksel Yakinsama Yasasi

(14) O[T

aralginda olacaktir.

(14)'teki sonug,ég yaklasik deseri (12)'deki gibi tanimlanabilen, her hangi birremsel 8% &tedlgiimii igin
gecerli olacak bimatematiksel yakinsama yasasisonucudur;

(15) Sg&(‘Hg‘E‘éé —GXD ~ 0= erf .6~

S, o0
Sayisal bir st siniri, (13)'teki gibi belirleneckek Hé);( yakinsama hatasina gore de, (15)’'den her zaman,
nXx X
06X -9

ae) O <Hy)=1

yazilabilir. (16)'daki aralik, 8% 6tedlctimiiniinkesinlikle bulunacgl deser aralgidir. Bu matematiksel
yakinsama yasasi, 6tedlcimlerin yaktesayisal dgerlerini elde etmeye ydnelik tisayisal yontemlén temel
mantgl olan matematiksel timevarimdir.

2.2.istatistiksel Yaklasim

Matematgin kusursuz dinyasindaki bir cemberin ideal tanamfgusal dinyadan bakifginda, bir cemberin
(3)'de verilenmatematiksel modelancaksanalbir cemberireksikbir modeli olabilir.

-y Y-y =l y+yP ey 1Y) Ly P ey Og(y) =Y - );
y:—xz,(1+x2) =13 + X 30+ + (DS HESY + (=)
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Olgusal diinyada gercek bir cemberin capi ve cevideklenmg bir 6lcim aygiti yardimi ile él¢lebilir. Ayni
cemberin her hangi bir élgiminde yarigap icin etdilen dgeri x; ile simgelersek, bu gerlerin (X)
otedlciminden

17.2) N =x,—(X)

bicimindeki farklari, X rassal dgiskenine ilgkin, x; 6lcim dgerlerinin icerdgi dogrudan dlgtlemeyerata
degerleri olup, 6lcme hatasi olgusunun matematiksahtaolan

(17.b) H* =X =(X)

H* rassal dgiskenine ilskin s6zde gozlem derleridir. Ayni cemberiryinelenendlciimlerinin farkli dgerlerle
sonuclanabilege gercesini g6z ardi etmeyen deneysel fizik, kimya ve bgjogibi istatistiksel bilimlericin bu
Olcum deerleri, rassalbir degiskerin (17)’de tanimlanan 6lgme hatasini icegérzlenen dgerleridir.

2.2.1. Iistatistiksel Tanimlama

Bir gemberinistatistiksel tanim (3)'teki (X) ve (Y) 6tedlgtimlerinin ilkin oldugu olgusal dinyada gerleri
Olgme yolu ile gdzlenebileX ve Y rassal dgiskenlerinin (17)’deki gibi 6lgme hatasi olgusunurie tanimlari
(3)'te yerine konarakX ve Y'ye iliskin élcme hatalari birliktéd olmak Gzere,

Y - HY =271( X - H¥)
(18.a) Y = 277X +( H' - 277H*)
Y =2rX+ H

ya daX, Y veH rassal dgiskenlerinin her hangi bir gézlemeskin deserleri cinsinden

(18.b) Y, = 271X+ hy

biciminde yapilabilir.

Bir cemberin (18)'deki istatistiksel tanimi, evrehst 6tedlciminin tahmini icin dizenlenecek bir deneyin
tasarimindaki bdangic noktasidir. (18)'deki istatistiksel modal 6tedlciiminin tahmini icin 6nco€in sonra
Y'nin 6lcllecesini ve bu 6lcimlerin hatali olagan sdyliyor. Hatal verilere dayali bir ¢ikarimééde edilecek
Otedlcuim dgerleri de hatall olacaktir.

Deneysel bilimler ortak ve temel amagclafindasabilmek icin, neden-sonug skisi icinde aciklanabilen séz
konusu olgunun davragini 6nceden 6ngdrebilmelidirler. Bu dngdrdlerin fugtal olacgl bellidir. Bilimlerin
mutlak kesin bilgi Gretme gibi bir saplantisi olam®eneysel bilimler icin, dngdrulerindeki hatamesnel ve
nicel tanimini verebilmeleri yeterlidir. Son deredeyarli da olsa, dlgciim yolu ile elde edilen goZenn ne
kadar hata icergi konusunda guvenilir bir bilgi olmadan bushallamazdi.

1 Bu bilimlerin ortak ve temel amaglari,

« kendi aratirma alanlari kapsamindaki rassagigkenler arasindaki neden-sonugkisinin igslevsel tanimi ile buglevsel
tanimda yer alan rassalglgken deerlerine ilskin gdzlemsel dgerlerin slemsel tanimini yapip,

« Olcerek elde etfi gbzlemlerden istatistiksel timevarimlgevsel tanimda yer alan evrensel 6tedl¢iimlerin takariime
ulasmak ve

o Otedlcimlerin bu tahminlerine dayall olarak olgusdinyanin guvenilir bir agiklamasi ve davgaminin 6nceden
ongorulmesinden sonra, olgusal dunyanievisel taniminda neden konumundaki rassgisetenlerin dtedlguimlerini
degistirerek, sonu¢ konumundaki rassafg&enlerin 6tedlgciimlerini denetim altina almaktir.
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2.2.2. Olcme Hatas!

X
Dogrudan Olgulemeyerhs dlcme hata dgerleri H X gibi bir rassal dgskenin sfzde gtzlenen gexleri
olup, (X) igin {X}I gibi bir dogru deser kabul edilerek, bu sézde gozlenergelderin ancak,

A I
X —
19 h=x-(X)
biciminde tahminleri Uretilebilir.

Farkli olanlarin birlgebilecei bir dengenoktasinin ancak onlarortasinda olabilecgni sdyleyen mantik{ X)
Otedlcimu icirdogru kabul edilebilecek deerin de,Skere yinelenens gbzlem dgerlerinin

1 S
o) X = gz Xs
s=1
bicimindekiaritmetik ortalamai olacgini soyler (Yildirim, 1991: 99). Buna gore, (1Aa)(18)'den,
S . S _ = 1S, -
(1) PR =D (x-R=0=h=2> R=0
s=1 s1 S s=1

olaca kolayca gorilebilir. Kisaca (21H* rassal dgiskenini betimleyen 6tedlciimlerden yalnizca biri olan
<H X> Otedlcumi icin dgru kabul edilebilecek dgerin her zaman ve yalnizc&” oldugunu séyluyor.

S kere yinelenens gézlem dgerlerinin her birinin ayri bitX rassal dgiskenine dgil de ayni tek birX rassal
degiskenine ilgkin olabilmesi i¢in, her zaman eldeki dl¢cuimgederi ile,

Vi(H%)=0 , s= 108

@2 V'i(H*) 20

varsayiminin dgrulanmasi yaninda, klangica gére denge noktasi ol<‘;\'ﬁ|xs> ‘e gore H *s rassal dgiskeninin

e (WA f)={(T)

biciminde tanimlanan ikinci momehtja da kisacdesiskesi icin de X, rassal dgiskeninin deiskesi,
2 _ 2 —
(24) JXS - (Xs_<xs>) ' S= 1(1)5

olmak lizere,

1 Dénen bir cismin, donme ekseni lizerine etki edenvétlerin eksen tzerindeki etki noktalarinin donmerkezine olan
uzaklgl ile etki eden kuvvetlerin ¢arpimi olan dondirmeviketi. Toplam momentin sifir olgu nokta, ters yondeki
dondirme kuvvetlerinin denge noktasi olup, ddnme e®ritenge noktasina kaydirilan bir cisim dénmez.
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v:<(HXs)2>:a§ . s= 1S

V':<(Hxs)2>¢a§

varsayiminin dgrulanmasi gerekir.

(25)

(22) ve (25)'deki varsayimlar, sistematik dlcmedsata yer vermeyen bir lgme yontemi3&ere yinelenerxs
g6zlem dgerlerinin her birinin ayniX rassal dgiskenine ilgkin olmasi sglandiginda dg@rulanmsg olurlar.
Olcme hatasinin yalnizca iki 6tedlgimiinurgeiberi konusunda bir fikir veren bu varsayimlarwgcilanmast,
belli bir 6lcim dgerinin ne kadar dlgme hatasi icedidi sdylemez.

2.2.3. Olasilik Dagilimi ve Beklenen Dgerler

Bir rassal dgiskeni tanimlamak icin yalnizca, denge noktasi bigaheki birinci momentinin ve denge noktasina
gore ikinci momenti olan déskesinin tanimlanmasi yetmeyegtagibi, rassal bir dgiskenin moment ureten
islevit ile tim momentlerinin genel bir tanimini vermek gerektginde 6lciilmig deserlerden bu momentlerin
tek tek sayisal tahminlerini elde etmek de bir abdssiskeni tanimada ve belirlemede pek etkin bir yatitikr.

Bir X rassal dgiskeninin alabilecgi degerleri hangi olasilikla alabilegi belirleyen,

(26) [ f(x.dx=1

kosulunu sglayanolasilik ygunluk islev f(x) ile, s6z konusu rassal gigkenin yalnizca bdangica gore birinci
momenti ve buna gore gr momentleri gibi 6zeklevleri desil, tanim aralgi (a,b) olan rassal bir digskenin her
hangi matematiksel biglevi biciminde tanimlanacad(x) rassal dgiskeninin

en (9(X) =] a(R. (3.

bicimindebeklenen dgeri tanimlanabilir. Kuramsal fizik gibinatematiksel bilimlen, (3)'teki gibi matematiksel
tanimlarinda yer alan dlgulebilen gigkenlere ilgkin 6tedlgiimler, deneysel fizik gibi istatistikskilimlerde

tahmin edilmeleri amaclanan birer beklenegeaddir. Olgusal diinyadaki her hangi IBigme olgusunun ideal
tanimi olan (17.b)’dekiH*, X rassal dgiskeninin bir klevi oldusundan,f(x) olasilik ygunluk islevine gére
beklenen dgeri,

(28) (H*)=[" (X -(X)).f(x).dx=0 ve

@9 ((H*=(H))={(H7)) =L (H¥) Fo0.ax=c

2
biciminde tan|mlanabilir.<x>=pX ve <(X-<X>) >:G§< olmak Uzere, 6lcme olgusunun ideal

tanimindaki olasiliksievinin agik biciminin,

t —
1£(x), X rassal dgiskeninin olasilik ygunluk iglevi ise,<ex> = J. G f( )9 d)‘, X'in moment Ureterslevidir.

—00



86

5]
f(x)= e °\ %
) Oy N2

oldugunuAbraham De Moivr¢1677-1754) kefetti.

(30)

(17.b)'deki matematiksel taningimdi Normal Olasilik Yasaslarak bilinen (30) ile birlikte, 6lcme olgusunun
istatistiksel tanimini verir. Buna gore, olculehildir X rassal dgiskeninin dagilimi®, beklenen dgeri

Hx  ve daiskesi 0>2< olan normal bir dalim olup kisaca,

31) XU N(uy,0%)
olarak gosterilir. Olgme hatasininglami da, (17.b), (22), (25) ve (30)'a gore,
(32) H, [ N(0,0%)

olup, Hatalar Yasasiya daJohann Karl Friedrich Gaugd777-1855)'a atferGauss Yasasi
olarak bilinir.

2.2.4. lstatistiksel Yakinsama Yasasi

X yiginini tanimlayan evrensel étedlciimlerden biri ol@i" beklenen dgeri, kabul edilebilir bir tahmin
hatasinin st S|n|rH§< ve alabilecgi degerlerden biri belli birX yiginindan rasgele seciledtane gdzlem

biriminden hesaplaéirnek istatisigi dezeri 67;( olmak lGzeretahmin sanatin temel mangini olusturan
(33) er oz(\eg —ex‘< Hex) 1= er0f - 0~
S S,

bicimindekiistatistiksel yakinsama yasaaigore tahmin edilebilir. Bu guBlyuk Sayilar Yasasilarak bilinen
bu teoremi, ygeni Nicolas Bernoull{1687-1759) tarafindan o6luminden sekiz yil sonrginfanan Ars
Conjectandi? adli eserinde ilk kez ifade ederek kanitlayltob Bernoul(1654-1705)cagdas istatistiksel
bilimlerin de yolunu acan ki oldu. (Hacking,1975:143-165).

(15)'deki matematiksel yakinsama yasasindgkalabilecgi degerler belli birsayi kiimesiin bireyleri olan bir
degiskeri; (33)'teki istatistiksel yakinsama yasasinddkse, belli birgdzlem kiimesin bireylerine ilgkin rassal
bir desiskenin gozlenen derlerini simgelemektedir. Dolayisi ile istatistiksgzakinsama yasasinda,
matematiksel yakinsama yasasinda @ldugibi dgrudan yakinsama hatasinin, yakka deserin
hesaplanmasinda kullanilan terim sayssonsuza giderken yakinsaygcaeser deil, kendisi de rassal bir
degisken olan tahmin hatasinin, 6rnek istagigtin hesaplanmasinda kullanilan érnek bireyleriisgy sonsuza
giderken, belli bir tahmin hata gerinden biytk ya da kuguk olma olagghin yakinsayaga deser s6z konusu

olabilir. Bu nedenle distatistiksel yakinsama yasade, 8% 6tedlciimiiniin (16)'daki gibkesinliklebulunacai
bir deger aralg degil, 0<a<1 olmak tizere@* beklenen dgerinin (30)'a gore I olasiliklabulunacg!

4y Or(|6X-8*|<Hy)=1-a

F(x<a)=[" f(0.dx=F(x), -w<a<wl

2 Bernoulli, J. (1713)Ars ConjectandiBasle.
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bir deger aralgl tanimlanabilir.

(33) ve (34)de ifade edilen istatistiksel yakimsa yasasi, beklenen ghrlerin tahminlerini gézlemsel
deserlerden elde etmeye yonelik tlistatistiksel yontemleritemel mangii olan istatistiksel ¢ikarirdir. Bu

cikarimin glevsel olabilmesi icin, bir rassal gigken olan 95 ornek istatistinin olasilik dgiliminin bilinmesi
gerekir.

2.2.5. Merkezsel Erey Teoremi

) AX

Ornek istatisti 93 'in gbzlenen dgerinin, X yiginindan rasgele secileB tane bireye ikkin (20)'de
tanimlandgl gibi bir aritmetik ortalama olmasi durumundaaiitiksel yakinsama yasasina gore, beklenen
degerinin

o 18 18 1
35) (& =Xs>=<§ZXs>=—SZ<X$:—SSﬂX=ﬂxE

ve daiskesinin
p— 2 © _
(CETHEETIE L CARTES
18 o

:gzxsz_s.ui =

s=1

(36)

]
(@]

oldugu biliniyor.*
De Moivre'un 1733'de elde e, Xs/Binomiyalp,S) i¢in,
X

Xs :?S 0PI b ve x/§(>_(s - p) 0 PREY'TH, N(O, pg)

sonucun@ her hangi bir F dgiimina sahip birbirinden @amsiz ve ayni dalimh{X,:s=1(1)S} rassal

degiskenlerin ortak beklenen deri (X) = i ve deiskesi <( X -< X>)2> = 0% <o olmak Uzere,

N a;
(37) X OPFMEL N ,L/X,EX [

biciminde genellgtiren Pierre Simon de Lapla¢749-1827)'in 1810'daki katkiile tahmin sanatinin kapisi
istatistiksel bilimler icin ardina kadar agcildi. 7§3leki sonug, Piérre de Fermdtl601-1605) veBlaise

1 (35)'deki tanim icin, Xs 8= 1(1)8 kiimesininin bireylerinin birbirinden emsiz ve ayni dalimli (b.a.d.) olmasi ve
s
{XS . S= 1(1)8} ornek bireylerinin aynX yiginindan rasgele 6rnekleme ile elde edilmesi yeterliflicak (33)'lin

cikarimi icinSye gore ereysel bir dalim olan F()_(s) dagiliminin bilinmesi gerekir.

2 De Moivre, A.(1733), “Approximatio ad summam termorbimom in seriem expansi”, Printed for private circigat
London.

% Laplace, P.S.(1810), “Mémoire sur les approximatioes formules qui sont fonctions de trés grands nombrssr deur
application aux probabilités”, Mémoires de I'acadédes Scienes de Paris, 1809:353-415.
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Pasca(1623-1662)"in birlikte ilk adimlarini attiklanlasilik kuramibahgesinin tam merkezinde, Bernoulli’'nin
1713'de ilk bicimini verdi (33)'deki istatistiksel yakinsama yasasi ile taladigl yerden fgkiran bu pinarin
adi, hakli olarak PolyaarafindarMerkezsel Erey Teorer(WMET) olarak kondu.

Xs—u
Zé 2% rassal dgiskeninin, MET’ne gore,

S

Sezo Xg — py O <Z§(> =0 beklenen deerli ve

) =([ Bt ] )=

=

<( )_(5 ~u X)2> = = 0'2)zs =1 degiskeli,
Xs

1 % iz
D(z)=—= |e 2 dz
(38) N2 _J;o
standart normal dguhmi yakinsayaca aciktir.

Artik, bir X yiginindan rasgele segile{uxs .S= 1(1)8} ornekleminin (20)'deki ortalamasina gogey 'in
bulunacgl guven aralginin alt ve Ust sinirlarini belirleyecek (34) déstiatistiksel yakinsama hatasiningee,

Lo = o~ @-a/2) oimak uzere,
g
39) Hg = Za/Z-Tg

alinarak, x beklenen dgerinin (1-a) glivenle,

— Oy _ + Ox
(40) |72 g X T A2 g
aralginda olacgl soylenebilir ve (33)’deki istatistiksel yakinsayesasinin (34)'deki sonucu, bu durumda

Oy

(41) O/[|7S—,ux|s zu/z.\/gj:l—a[

biciminde ifade edilir.
2.2.6. 1t Otedlciminiinistatistiksel Tahmini

Bu bilgilerin s1ginda, (18)’'de verilen bir ¢cemberin ¢api ile ¢evrasasindaki zorunlu ve nedensegkinin
istatistiksel modelindekit 6tedlgimunin istatistiksel tahmin{,X) yaricapl bir cember gizilereky rassal

degiskeni igin (22) , (25) ve (32) varsayimlarinin gdiceldugu

1 Polya, G. (1920), “Uber den Zentralen Grenzwéztsier Wahrscheinlichkeitsrechnung und das Moment lenoh
Math.Z.8. 171-178.
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(42) {ysiszl(l)q )§:< )§ H %

deneysel verilerinden elde edility rassal dgiskeninin beklenen dgrinin ve dgiskesinin tahminleri
olany, ve &ZYS degerleri, (42)'deki verilerden ve bu gerlerden de,

— 2 ~ 2\ _ _s _ <Y> i - v 2
5 e ne)={(ahy 3 )it

]E:
1 , 1 o2 ., 1 Oy

— O °Z :—_Y10'ﬁ = - .
a0x)" 7 ax)t s T a(x)" s

tahminleri bulunarak, eldeki deneysel kanitlaraeggercekit degeri icin, (41)'deki gibi,

(43) Of (\”s 71 < Za/z%) =1-a
oldugu soéylenir.
3. SANAL GERCEK

Bir cemberin (3)'de verilen matematiksel modeliricme hatasi olgusunu gz ardi@titin, olgusal diinyada
cizilmek Uzere tasarlanan sanal bir cemberin amréakk bir modeli olabilecgé daha 6nce belirtilngti. (18)'de
verilen istatistiksel model de, bir dizi varsayiahayali olarak, yine sanal bir cemberin tanimi oltadkrlikte,
olgusal dinyada 6lgcme eylemi ile cgizilecek bir cembiliskindir. Bu varsayimlarin yeterince gecerli ofdu
yaklagik bir durum, cok dikkatli bir deney tasarimi ilergek diinyada ofturulabilirse, (42)'deki verilerden
(43)'teki bilgiye ulgilabilir. Tasarlanan deneysel ortamin, gercgitedeneysel ortamla ne kadar betize
gercek deney verileri kullanilarak, “Model hatadgme hatasi ile orilir.” varsayiminin, a posteriori sSitnanmasi
ile belirlenir. Gercek dunyanin, tutarl, yetevié gtvenilir bir aciklamasi ve éngoériisiine, kuramjgulama
arasinda, bu varsayimin heyamada dgrulandgi, yonlendirilmi gelgitsel bir sture¢ sonunda gla. (Box,
1979: 791-799).

Tasarlanan deneysel ortamin tam betige bagka bir deysle, “model hatasinin 6lgme hatasi ile tam §ieigi”,
sanal deney ortamlari da elurulabilir. Sanal deneyin 6n kolu, s6z konusu olguya gkin istatistiksel
modelde, temel girdi nitelindeki,

e Otedlcim dgerlerinin d@ru oldusu varsayilan dgerlerinin a priori belirlenebilmesi ve
» rassal dgiskenlere ilgkin gbzlemsel dgerlerin, gercek bir deneyde okglugibi dlgme ile dgil, olasilik
dagilimlarindan rasgele 6rnekleme ile

elde edilebilmesidir. Bu kalu salayan istatistiksel bir modelin, neden-sonugkileri gérinirde ne kadar
karmalk olursa olsun, temel girdi gerleri modelin yapisal biciminde yerlerine konarakkti deserleri
matematiksel hesaplamalarla elde edilebilir. Buistatistiksel modeller, sanal bir gercek canlahahak, cikt
niteligindeki rassal dgéskenlerin bilinmeyen 6tedlgimlerinin tahmininde laulllirlar.

3.1.Monte Carlo Tahmin Yéntemi

Gergcek deneyin olanaksiz ofgly girdi nitelgindeki deiskenlerin olasilik dglimlar Gzerine gecerli
varsayimlarla, cikti nitetindeki rassal déskenlerinsdzde gdzlem gerlerini tanimlayan istatistiksel modelin
kurulabildigi ve cikti niteligindeki rassal déskenlerin bilinmeyen otedlgimleregkin tahminlerin amaglang
durumlarda, istatistiksel bilimlerin hepsanal deneyoluna bavurur. Sanal deneyle s6zde gdzlem Uretmeye,
benzetim bu yontemle istenil@ kadar cokbuyik sayilardabenzetim verilerinden istatistiksel yakinsama
yasasinin sonlu bicimi olan,
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(44) s?rs Xg — Xg = HUx

ile X rassal dgiskenin beklenen dgrini tahmin etmeye delonte Carlo(MC) tahmin yontendiyoruz. Veri elde
etme maliyetinin ¢cok djilk oldusu durumlarda, MC tahmin yontemi bigilgrkaftandir.

Sanal gbzlem Uretme, ya da benzetim ydntemi, gelogekigin yerine, belli bir olasihk dalimindan rasgele
orneklemedir. Herhangi biR=F(x) olasilik dgiliminin da&ilimi, standart tekdize gaim oldusundan,F(X)
olasilik d&ihminin tersi varsar standart tekdiize rassal birgtgenin gercek ya da sanal bir gozlengeie
olmak Uzere,

@5) Xx=F7(r)
biciminde sanal gozlem gerleri elde edilecel rassal dgiskeninin dgiliminin F(x) olaca aciktir (DeGroot,
1975: 127).

Gercekten tek duze gémis bir rassal dgiskenin deerini gozlemek yerinesdzdetek dize olan bir rassal

degiskenin sanal gozlem derleri, KOO katsay, hOO  hane sayisi vdp bir balangic dgeri olmak
Uzere,

(46) 1 =[K.10r_ mod 10+ }|/ 10

biciminde belli bir algoritmayla Uretilerek, bir adilik dgilimindan rasgele 6rnekle yapmak, MC yodntemi
acisindan daha uygundur. (46)'daki algoritmaya givegilecek bir birinden Bamsiz,

@n {r®s=10s/K,h i} [ 5= 108 Khf)

tek diize dizilerinden, orge

z® \/W .sin( Z'ri(z))

(48) =

22| | J-2Inr® .coq ar,?)

biciminde iki deiskenli standart normal gdimdan rasgele derler elde edilebilir.(Box-Muller, 1958: 610-
611). Boylece, sanal gerga istatistiksel modelinde temel girdi nitgihdeki rassal d&skenlerin her biri igin,
bir birinden bg&msiz, sdzde tek diize rassakidkenlerin dgerleriyle belli bir sanal gercek, istenen sayida
canlandirilabilir. (Ross, 2002)

3.2.1wnin Monte Carlo Tahmini

Sanal bir cemberin (18)’deki istatistiksel geneldalinde temel girdileryt 6tedlciminin kendisi ve ¢emberin
yaricapiX ile 6lgme hatadt rassal dgiskenleri; cikti ise cemberin ¢evresi ol#massal dgiskenidir.n,<x> ve

2
Oy otedlguimlerinin dgru oldusu kabul edilen dgerleri ile (46) ve (48)'deki algoritmalara gére eledilen
rassal dgerler (18)'deki modelde yerlerine konarak, (42Kdeerilerin sanal dgerleri,

49) Y,=2m(X)+0,.Z4’,s= K1) ¢

biciminde uretilebilir.
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T[,<X> ve 02H Otedlcimlerinin dgru oldusu kabul edilen dgerleri, (42)'deki verilere gore elde edilen

istatistiksel tahminler olabilir. Ancak, (49)'dalsanal gdzlem dgerlerinden,t étedlciminin (43)’teki gibi
istatistiksel bir tahminini MC ydntemiyle elde etkpeuygulanan ydntemlerin karisini belirleme dinda,
anlamsizdir. Eer 1tnin dogru olduzu batan kabul edilen istatistiksel tahmini ile MC taminuyusuyorsa, MC
sanal deneydeslemsel ve yéntemsel bir yaglyapiimadg sonucundan lia mantiksal bir sonu¢ ¢ikmaz.
Dolayisi ile (18)'deki modelitnin kendisini de bir girdi olarak icergiinden,t 6tedlcimunin tahminine yonelik
sanal bir deneyin istatistiksel modeli olamaz.

(18)'deki istatistiksel modelin temeli, (3)'te vl matematiksel modeldit 6teélciminin tahminine ydnelik
sanal bir deneyin istatistiksel modelini kurabilmgin, 1t 6tedlciminin gier matematiksel tanimlarindan
yararlanilabilir. Bu tanimlar arasindan, istatisék modele temel ofturacak matematiksel modeldekinin
disindaki tim 6tedlcumlerin, gercek verilerle istakisel tahminlerinin elde edilebilmesi gerekir. Bgidan
bakildiginda, (10)'daki matematiksel modet, 6tedlcimiinin tahminine yonelik sanal bir denegiatistiksel
modelini kurulmasinda temel alinabilir. Bu tanimé@reyr, birim ¢emberin alanidir. Birim ¢emberin alani,ise
istatistiksel tahmini gercek deneysel verilerdedeatdilebilir bir 6tedlcimdr.

Bu amaclagekil.5'deki gibi kenarlari birim ¢cembereget olan kare bir alanin i¢ine rasgelslan yapilabilir ve
cemberin icine dgen atglar sayilabilir.

(2)
Cemberin icine dfen atglarin orani, istatistiksel 4

} 2 2
‘ \/(XS)) +(x?)
yakinsama yasasina gore, deneme sayisi arttikca

(50)

Cemberin Alani_ 1t
= - =— -1 0 . 1y @
Karenin Alani 4 i

olasilgini yakinsar. S6z konusu kare alan igine rasgele bi -1
atsin ¢cemberin icine dine olasilg olan dnin ;

1 2 . ..
(Xg ), Xg )) , S. rasgele atin koordinatlari olmak tzere, Sekil 5. Kare igine rasgele atl

(51)

1 (0P () <1

Yy, = ,S=1(1)S
0, \/(xgl))z +(x§2’)2 >1

biciminde tanimlanacak bir Bernoulli gigkenin beklenen dgri olup,

1S
52) Ys==2V
S
MC ornek ortalamasinin yakinsaygca

(53) &r(¥s) - oify =1),,

degerle, MC tahmini elde ediliebilir.

O
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Gercek bir deneyde, (42)'deki gerler dgrudan goézlem yolu ile bulunur. Deney ciktisi olan deserlerin

: . (1) () 5 Co ,
(51)'deki matematiksel tanimind KT X degerleri, bir birinden bgimsiz, (-1,1) ara@inda tek dize
rassal iki dgiskenin deerleri olarak algilanip, (47)'ye gore Uretilecearsdart tek diize dizilerinden,

X0 = 20 -1

54
(54) X£2) :2I’§2)—1

biciminde elde edilebile@nden, sirasi ile (47), (54) ve (51) algoritmalam 6tedlciminin dou kabul
edilecek bir dgerini kullanmadan (42)'deki gbzlem dgerlerinin sanal benzerleri olan (51)’dekiggeleri Uretir.
Bu sanal verilerden de, (52), (53) ve (50)'ye gatein MC tahmini elde edilir.

Tasarlanan sanal bir deneyin, ancak bir bilgisaggaminda gercekiérilebilecegi aciktir. Genel amach
programlama dillerinden birini bilen sanal deneigin boyle bir ortami olgturmak ise oldukc¢a kolaydir. (Ata,
2006: 56-77).

4. SOZUN OzU

Olgusal dunyadaki gdzlemlerimizden yola cikarakguolve nesnelerin ideal bicimlerini salt matematikse
dinyamizda soyutlayarak eturabildigimizi, bu ideal tanimlarda yer alan 6tedlciimleria, dnatematiksel
yakinsama ve istatistiksel yakinsama yasalarindanarianilarak tahmin edilebilegi@i, ideal bir ¢cemberi
tanimlayan 1t 6tedlcimi cercevesinde tattk. Benzer bicimde, gunimiz teknolojisinin genetik uzay
basarimlarinin temelinde oldw gibi, bir birleri ile tutarli matematiksel geidikle istatistiksel gerceklik bir
araya getirilerek, son derece kagnkave kapsamli sanal gercekler destlwulabilir. Bdylece, olgusal diinyanin
istatistiksel yaklamla kesfedilen rassallik yasalari kullanilarak tasarlayani olgusalliklarin da 6tedlguimleri
sanal deney verilerinden, Monte Carlo yontemlealentin edilebilir ve rassallik yasalariskedilebilir. Monte
Carlo yontemlerle kdedilen yeni olgulara ifkin olasiliklara dayal bilgi, y@m guvenligi ve niteliginin olumlu
yonde artacani soyluyorsa, s6z konusu sanal gercek olgusayalimaktarilir. Evrensel gerge iliskin bilissel
kavraysimiz, salt matematik dili ile tanimlanan matemagikgercgin distinsel gercgi; matematiksel gerge
rassallik boyutu kazandirarak tanimlanan istasslikgercgin de olgusal gerge kesfetme glcu ile dgru
orantili olarak giderek artmaktadir. Evrensel ggirgeavramaya cagan tim bilimlerin ve onun gizedini
anlatmaya cajan tim guzel sanatlarin olgusal dinyada Urettikleratematiksel gerge doniturilebilen
disuinsel gercekle, istatistiksel geggeddnigtirilebilen olgusal gergi ortistigll sanal gercekler, giderek daha
genis bir boyutta, olgusal diinyamizi veginsel diinyamizi bigimlendiriyor.

Gercek ve sanal gerge iliskin bilgimizi ayiran kesin bir sinir da yoktur. Téwarimla ulatigimiz olgusal
dinyaya ilgkin genellemelerimizi, bir kuram altinda toplarkds, kuramin tutarligini s&lamak icin dgrulugu

a priori kabul edilerek dne sirulecek 6nermeler, olgusalyddan tumu ile kopuk yeni dnermelerle yalnizca
matematiksel olarak kanitlanabilir st diizeydat edilen énermeler dgil, ayni zamanda gelecekte deneysel
yoldan da yan$ianabilir kesfedilendnermeler olmalidir. Galag bilim, gercek ve sanal gerge iliskin bilgimizi,
zaman i¢inde sanal geggegercegge donigtirerek ilerleyen devingen bir denge Uzerinde yiekitedir. Bu
nedenle, tim bilimlerin ortak dili olan matematiksta olmak Uzere, tim bilimler gdasligin gergi olan bu
dengeyi hichir zaman unutmamali ve gézden kagirmhdma

. Y Olgusal
Istatistiksel I-—>
Gercek 4

Disiinsel ' .
1 Matematiksel

\
\(\iercek
N

Sekil 6. “Bir sekil bin sdze bedel.” €in Atas6zi
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