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EKONOt1IK UYGULAMALAR ILEBIRLIKTE STABtL!TE TEOREMLERrc

Paul ChampsiJ.ur, ·Jaques Dre~e

ve Claude Henry
xx

Gev~Dr.FAruk Alpaslan

Son Yl11arda stabilite analizleri iki yande geliq
me ga~termiqtir. B" geliqmeler iktisadi uygulamalar i
~inyarar11 olmu~tur. Soz konusu geliqmelerden birin
~iB~; diferansiyel denklemlerin .s~g-taraflar~.nda ki a
11klarla, digeri ise;. denklemlerin sag-taraflarlndaki
~oklu degerlerle ilgilidir.

Bu bakalede (5 ve 6 nel balurnlerde ve ekte) dife
ransiyel d€nklemlerin t~nzer qekilleri ve iktisadi prob
lernlere uygulanma bi<;irnleri ortaya konrnaktalhr.Burada
a~lklanan hUSUE bir ekonomideki ozel ve kamu rnallarl
i1.e ;Ugilidir. Mal<alede, bir fiyat bilel;dmi rehb-er a
11narak ekonomide global bir denge i~inde kaynaklar a
~lslndan kamu mallarl i~in kantitatif bir planlama pro
sed~rlinun nasll yapllabilece~i ve ~zel mal1arln piyasa
ya nasll etkili bir.qekilde dngltllacagl gosterilmeye
~all~~lrniqtlr. Planlama prosedurunun aJrl bir yerinde

.de madelde kul1anllan ve tAnlmlarl yapllmlq degi~enle

rin yeniden duzenlenmesi ile ilgili olarak yarl-denge
kurulrnuq ve boylece model bir butun h~linde gosterimiq
tir (bolum 4).

1.1. YAKIN ZAMANA KADAR STAEILtTE: Hemen h~men

.he~ zaman tanlmlanabilen bir t zamanlnda, once sUrecin
il~ durumu ele al~carak sure~teki degiqmeler bazl ~o

zlim metotlarl ile belirlenmiq ve boylece de ekonomiler
de kantitatif sUre~ler uzerine bir ~ok Gallqmalar ya
'P11m19t:J.,r. (3ak, l1esela ••[29,sayfa.lK9 veya 30, sayfa.
618J )f Diferansiyel denklem sisternleri ile bellrlenmi~

"
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Di-feransiyel d-8m;:lem sistemleri ile tan1.ml.anmJ;1?
sure~ler iGin «ozli~lar elde etmek zQr de~ildir, fakat
denkl~~leri~ 6~g tar~flar1 iGin ~zell~kle t~k ~e~erli
e9itlikler i«in ilk ve gerekli 9art surekli olmalar1Q1.r.,
Keza I' b~ Gekilde yapllan fornlilasyonlar1n an,alizi dife
r~n6iyel denkleM formUla6yonlar~ndandaha a~lr de~ildir;
Ama stireklilik olmad1~lnda elde edilen sonu~lar pek sa~~

la.olmarnaktad1.r. Uzawa (29)ve Karlin'in (~9) ~apt1.li.
gibi, walrasian E~yordam1 anal~zi lizerinde duruldu~nu
y~niden dUqt.:nelim .. p fiyat dlizenlemelerini ka'psaya-n bir
parametreyi tan1mlas1n ve p ,~~toiQin s8de~e ye B8dece

'pozitif bir ,e;, 1. 'go.stersin. Q =~ olunc~, sUreq ·denge,de.,o-,

lacD~t1r.' Bu,is~ teme! bir problemi do~uracakt1r. BaG~8
bir ifade iJ..e l Halinvaud I !leger.f( n1.n degeri daha kli¢lik
s'eGilirse, fiyat (~iiZelilemelerinin h1Z1 yavtu~ seyredeoek

siire~ler ,iq in, br.,z:\. teoremlerin ispa~lar1- yap1llll~k sure
tiyle tek veya ard1G1k <;;~ztimler sa~lnnmnktQd1r. Eu iGlem
I.eI' yapll1,r.ken stireG i«in gerekli alan teorftmler baZ1
met.o·tlarla ispat edilir ve boyl,eee Lipschitz q-8.r't1nl. ,sag
la-y,?n '(sureklilik eS!)lS olJ!lak liz-ere) diferans-iyel denklem:
lerin sag-·taraflar1 i1e ilgili' tek bir de~erin b-uluhma
61lia gall.l?ll;l.r {Bak, Hesela., (7 J). He varki;, ekonom,ide
fait 1'ap1s1' ile' ilgili olap bir Gok dinamik psureGler i ...
<;;in I yukar1da if,ade edilen hu·suslar slnlI"11d1r. W81
rasian Elyordam1 meto'duna henze'I- bir ornek alal1m: AGl.
rl. talebe bngll. :olarak ,fiYat'dlizenlenmelerini'de tGine
alaraktan1mlanan'tutarl1'bir fonksiyon ic;-inde i malla
r1.na a1.t, fiyatfaktorleri sonludu.!'. Fakat· taleb negati,f
deg~ldir.'Her zaman' boyle birproblem:j. aG1.k(fa tan,l.ltlla-'
mak mumkundur:. Al;l1r1 taleb 'fonksiyonu iizerind,e yn.p;Llacak
k1S1tlaY1c1 bir hareketin maliyeti oldukGa fazla olacak~

t1.r. Ayr1ca, ,s1.rf bu duruma uygun dlil?ecek iktisadi balnm
dan pekte kolay ikn3 edici olmayan bir onerinin ileri
slirUlmesi, d~rekt olarak bizi,tnt~in et~eyen her hangi
bir slireGle kar~1." karl?J..y3. getirebilece~~i gi,bi, arzu et
tigimiz neticeleri hi,Ge. sC!~'t.!l hi=, yon'Lemlede karl;111aG
mallllza neden oleb'ilir.

, " (1) Veya tam2men dahn farkl1., olanla'rla ilgili olar~~j'

Bak" Me'sela., Horeau(24) ve kont-roI' teori'si ii~t;e'r'ine'

Slemrod (28}.



61

ve programleJnrda daha az sayJ..dL\ i terasyon degi(}meleri
yap1lacak ve boylece de sistem tatmindenluz~k o18cak
t1r.Eger",nun degeri bliyuk seQilirse; p ,p ,p3 fiyat
vektorleri bir optimal vektor uzaY1ndan uzak olacakt1r"
demektedir.L20 sayfa,1851. Yani slirekli ve fakat yumu
~ak bir fiyat dlizenlemelerinde ki iterasyonlar iQin re
el fiyat ta+eb edilecektir.

GeGen be9 y1l iGinde, ekonomik uygulamalara .yone
lik yarsrl1 stabilite analizleri yap1lm1~t1r. Diferan
siyel denklemler liz~rine yap1lan Qal1~malar1n bir grubu
eqitliklerin sag-toraflar1n1n slireksiz(Qok degerli) 01
malarl durumlar1n1 kapsadl. Eu yonde yap1lan Qal1~malar

ekonqmik problernlere direkt olara,k uygulanm1~t1r. Ikin
ci ve ba~ka bir grub Qal1~malar ise, oyun teorisi prob
lemleri ile matematiksel programlama problemleri lizeri
ne olmu~tur~ Eu makalede bir tak1m gorliqlerin 1~181 al
t1nda iktisadi problemlere uygulanan baz1 modeller ve
yukar1da aG1klanan benzer Qal1qmalardan bir nebze bah
sedilecektir. Daha once ifade ettigimiz Malinvaud'un
gorliqlerine ihtiyaQ duydugumuzdan dolay1 makalemizi
Qoka9amal1 slireGler lizerine bir deneme olarak sunduk.

1.2. Slireksiz diferansiyel denklemleri lizerine ya
p1lan baz1 Qal1~malar kamu.mallar1n1n analizleri iQin
kullanlld1. Malinvaud (211 ve Dreze ile Vallee Poussin
[8)yapt1kl~r1 Qal19malarda MDP slirecine ihtiY3Q duyrnuq
lard1r. SUrecin tanlm1n1n yeterliligi slireksiz diferan
siyel denklemlerin sag taraflar1na bagl1dlr (nega~if

miktar duzenlemel~ri.•utput slf1r al1narak giderilir).
Boylesi yeterli olan bir 'slir~~te tek bir qekilde Qozlim
saglan1r. [14]. Nazik ve tehlikeli bir nokta slirecin her
tUrlli spesifik tart1qmaya 8Q1k oluqudur.

Gen¢llikle diferansiyel denklemlerde e4itliklerin
sag-taraflarJ.. QokdeSerlidir. Bu denklemlerle ilgil.i 0

larak hem maximal yeknasakllk(l)ve hemde list yar1-sUrek
lilik AttcllCh ve Damlamian f 2 J taraf1ndan daha genel te
oremlerle ifade edilmi9tir.~Ekte bu teoremlerle ilgili
bilgiler verilmiqtir. Blitlin bu teoremlerde a~1klanan hu
suslar qunlard1r: denklemlerin sag-taraflar1;list yarl-

(1) Maximal yeknasakl1gln daha iyi bir ornegini alt yarl
sUrekli konveks fonksiyonlar1n alt dif~ransiyelleri

(klsmi diferansiyel) verir.
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. -siirel<li, sl.k ve kouveks <; ok degerli fonksiyonlar.l-a,
maximal yeknasakll..'<;'ok degerli fonksiyonlarl.n toplaml,a-

'-rl.d1r. Fiyat iize~indeki 5l.TIl.rlamalara ve dliz~~lemelere

baglJ. kalJ.narak bu teoremler' standart ["ialrasian Elyor
daml. slirecine uygulanabilir. Fakat direkt olarak MDP su
reeine ~yg~lan~maz. Gunkii, bu durumda siireksiz diferan
siyel eGitliklerin s~g-tarafla~l. maximal yeknasakll. ve
<;ok degerli fonksiyonlar+ kapsamayabilir.

MetoQ, MDP sureei i~in planlanmJ.§tl.r. Zira, rru me
tot degi§ik bir<;ok durumlar i<;in faydall. olmu'9tur. Fi
yata bagll. ka1:l.nmadan tanl.mlanmJ.§ olan Heal sUrec:C.ll]
ve[l~Uretken faktorlerin etkili ~ir qekilde dagJ.tJ.mJ.
i<;in bir<;ok 'firma a<;l.sJ.ndan fayda sa~laml.9tl.f. '

Kaydade~er 'hipQtezler altl.nda (nak,Ek.,) <;~zumun

tek olu9u uzerinde hernekadar enteresan sonu<;lar' elde
~dilmi9 isede, bu sonu<;lar ?isher'inde.yaptJ.~J.<;alJ.§ma

, ,da oldugu .gibi r'alrasian ElyordacD1. analiz proseslerine
uygulanabilmi§tir.[lO). B~ makalede, dii§Untilen've ana
.fizi yapl.lan diferansiyel sisteml€l'in' tek bi!.' sonueu

"kap'samasinl.!l genelle9tirilemiyeceiti hususu da anlatJ.l
'mJ.9 t J.r.

Ne varki, her hangi bir.ispeta imkan veren §art-
lar altl.nda, [O,T] zaman arall.;tl.nJ. izJ.eyen surel; ile
ilgili yorlingeler seti(yorungelerle' ilgili birincil du
rumlar verildi~inde), stirekli fonksiyonlar uzaYl.nl.n alt
setini 'tegkil etmektedi,r. Qo'kde~rli fonks1.yon. diyelim
ki .s'l" al terTI2.tif birinc il d'urum" nazari dikkate alJ.ndl.-·
gJ. z,.,mian; fonksiyon (O,TJzaman a:rall.:~inda yorungeler se
ti"riinblitlinti He beraber iist ,yarl.-sureklilik' gost~rmek- ,
'tedir .. Burada ifade edileniki ozellik.(al tset-iist .)',nrJ.
sUreklilik) Castaingve Val~d{er'i~ (51 bi~likte yapiik
larJ. ve Valadier'in [3lJ yalnl.Z ba9l.na yapt~gJ.'<;all.9rna-'

larda elde edildigi gibi tatmin edi,ci de olmu§tur •. Bu
konu ile ilgili teoremler ekt,e verilmiRt'ir.' TanJ.m ola
r~kaenilebilirki; eldeed~len y~rJ.-satbil~te blitlinliy-
Ie yorUngelerin ozel'lik.ler;ini de i<;ine alu;. F(enry[16J
tar'afJ.ndan {spatl. yapJ.lmiiyan ve fakat old,uk<;a gerekli
oLan'bi~ t~oremin genel ispat1 ~apl.larak b~lUm 6 da
verilmi:;;t~r.. YukarJ.da tanual.na <;a1+9J.18n <;okdegerli
f~nksiyon ST ni1". Sl.kll.k degeri ve ust yarl.-slireklili-
81 bazl. varsaYl.mlara,ba~ll.dl.r ve Lyapunov bir fonksi
yondur. Lyapuno'v fonksiyo,n ise sureklidir, bi.rb·irine



yakla~an degerlerden bir limit de~eri sonsuza gi
derken [O,T] zaman arallgl i~in ilk eta~ta belli Slnlr
lam-alar al tlnda sa.dee·e ve sadece sonlu bir Zaman ara
llgl sureci dengelemektedir.

Temeldebaz1 hipotezlerin l~l~l alt1nda diferan-'
siyel denklemlerin stabiIi te ·teoremleri bolum 6 da gos
terilmi9 ve ispatlarl yapllm19tlr. Tlpkl Zangwill'in
(32)teoremlerinin ispatlanarak genelle9tirilmesi gibi.
Bolum 6 da ~ok degerli fonksiyonlar dii~liniiliir, diye1im
'ki ,A, bu fonksiyonda t+l suresinin <;op"um se:ti tum t Za
manl <;oziim setleri ile birle~iyorsa-Gak191yorsa-t+l
ust yarl-surekli·dir ve slktlr. Daha ao:k bir ifade il'e
soylemek gerekirse, bu <;okde~erli A fonksiyon~ daha ~n~

ceden t~nlm1 y~pllan ~T fonksiyonunuh bir benzeridir. x

Ust yar1-sureklilik ve slk-degerlilik, yarl-stabi
l.etenin tesis'edi.lmesinde bir Lyapunov fonksiyonu ile.
berab-er tanlmlanm19tlr. Burada yap11an ispatln can all
C1 noktas1 sureklilik varsaYlmlar~ ve tek de1erli fonk
siyonlarln,s1nlrlaYl~19artlar1 altlnda Uzawa'n1n kul
lanrnJ.9 oldugu -meto'da yoneliktir. Derek Lyapunov. fonksi
yonu·ve gerekse Uzawa'nln geli9tirdlgi metod aynl sonu
eu veril·. Bal?ka bir yaklal?lm ise, bir vektorel Lyapu
nov fonksiyonunun <;ekirdegini kullanarak Haschler ve
Peleg[23]in gost~rdikleri ~ozurn teknikleridir.

'1.3. BolUm 5(t-eori) v, aoliim6(stahilite) baz'l rna
ternatiksel formUlasyonlarln ekonomik problemlere uyg~

lanmalarl ile ilgilidir. Bu bolumlerde gosterilen for
muller bolum 2, 3, 4 deki materyallardan baglmslzdlrr
Bollim"2; 3, ve 4 tam tersine kendi i<;inde S1nlrlldlr
da.".Ay.:t:1ca teorem 6.1. ve 6.2. den de temelde farkll
deg1.lchr. '

Bolum 2 de ekonomik bir mode~ gosterilmi9tir. Eu
bolumde- ekonomi hem ozel ve hernd-e kamu mallarl ile t~{

rllmlanlr (keyfi olarak seG-iIen sonlu sayllarla).· tfa
deleri bgsi tle9tirmek iG in -e'konominin tum uretken sa
JaJ.larlnda me.rkeziyet9 ilik olmadan- sadece ekonominin

'(x).Ger~ekten, t80rem 6.2. teorem 6.1. in benzer bir
sonueu olacakt~r, dogrusal fonksiyonlarla ilgili
t+l ve t nin <;ozlimlerinin birbirine baF,ll oldugu
biJin.!Uektedir.
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toplam lire·tim setlel"ini tanlmlamaktaylZ. Diger tara-ftan,
fayda fonksiyonu il:e liretimin ayrlGtlrllabilirligi Cfark
lllaGtlrzlabi:irlik) ve konveksliligi yonlinden standart
varsaylmlara giriG yaptlk.

Bollim 3 de ayrlGtlrllabilir (farklllaqtlrllabilir)
kamu rnallarl ve ozel mallar lizerine yararll bir optimi
zasyonun ekonoml i~in nasll bir hayali-de~ge (Pareto Op
timumu) meydana getirilecep'i gosterirdi. Bu itibarla ay
rl ayrl optimizasyon teknikleri yeterli olabilecektir.
Diyelimki, Ozel mallar ir,;iri './alrasian El'yordaml metodu
ve kamu mallarl ir,;in MDP sUreci. Malinvaud (22]tarafln
clan yapllan analizde global bir' denge' i<;inde daha list
dlizeydeki sUrer,; gorLnlimli ile mevzii bir, stabiliteye yo
nelik durum' belirlenmektedir. Keza " BCiliim 3 <;Ie izlEmen
yaklaGlmla fiyat rehber allnarak ozel ve kamu mallarl
'ir,;in gerekli <;ozu~ ispatlar yApllmaktadlr. Eu boltimde·
iGaret edilen 2 problem Gudur: Birisi ozel ~allarln pi
yasaya tahsisi digeri'ise kamu'mallarl i<;in yapllacak
bir kant~tatif planlama prosedlirUdUr. Konumu~u ferdi
davranlG bi<;imleri ve tercihleri etraflnda topladlk.
"HUr-SUrlicli Problemi" diye adlandlrllan probleme degin
medik.

BolUm 4 de baGka bir bo91uitu doldurur, I1DP siireci
nin diferansiyel denklemler forMUlasyonuna bir giri9 ya
pllarak b~ giriGin baGlanglclnda hlZll dUzenlemelerle il
gili olarak yapilan temel a<;lklamalar i<;in degiGken bir
birimin kullanllma bi<;il1i gosterilir. Kesikli formlilas
yon, Lyapunov fonksiyonunun tam monotonik elma durumu
ile tutarll kalmak knydl ile seGilen sabit bir dliz~nle

me biriminin kullanllmBsl suretiyle elde edilir (ve~i

len uygun bit set Slnlrl ve bu set Slnlrlnln sonlu za
man arallgl i<;in .nYgun oluGu). Uygun seGilmiG b~r lini
tenin lslahl uzunca bir i 9 degildir, Unite iki e9it par
Gaya bollinUr ve iGlem bu Gekilde tamamlanlr. Tamamlanan
iGlem tel~ardan b~Gka bir gey de~ildir. iGlemi~ 'sonunda
keyfi olarakse<;ilen bir birimle yapllan dlizenlemeler
yeniden mUtalaa edilir. Boylece slirecin yarl dengesi ku
rulmuG olur. Bir eGitlikte eger birbirini izleyen r,;ozlim
lerin bir limit nokt~Sl yoksa, boylesi noktalarlri olu9
turdugu setlerin yaklnlarlnda bir limit noktasl vardlr
ve sabit bir dUzenleme Unitesi de (istege bagll se~ilmi9

ve fakat pozitif) bulmak mUmkUndlir. Ne varkl, sUrecin
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bir blitlin olarak ~ozumu i9in 60nsuz zaman boyutunda bir
l~rnit h6ktasln1n muhakka~ varolduEu unutulrnarnalldlr.
Limi t- noktalarlnln farkllllklarl 'en sonunda sabi t ~jr

linitenin du~enlenmesi ile sadece sonlu zaman boyutu i
Gin uygunluk sagllyacagl bilinmeliclir.

2. OZEL VE KAMU MALLARI ILE ILUILI BtR EKONOMI

2.1. Preze _ve de la Vallee POllssin (8J in yaptlk
larl gibi sadece tek bir notasyon Lullanllmaktadlr. Var
sayallmki, bir ekonomide n adet tukctici (i~l, ••••• ,n)
m adet kamu rnallarl (k=l, •••• ,m e ~iderken) ve Ladet
ozel mallar (h=l, •••• , L giderken) vardlr.

~:~ ~ .Opld 0••1 11811ar1 V8 (x,})'~+t tiik&tici
lerinirt tiiketimini gostersin. I say~daki tuketicilerin

ter.~hleri unc.eden yaptlkl<;l.rl-, on terc ihleri toplaml Zi

t "k -t' t' Rm+L . 1+- u e 1m 5e 1 kl' d "t ' , B d peR m+ g e In e gos erlrSl~. ura a + gi-

bi bir uretim seti mevcuttur; P tum Ylgl~lar setidir,

Tuketim ve uretim degi 9meleri bu P 3eti i~inde o~acak

,tlr, ayrlca veri'len teknik bilgi ile ekonominin birin-

cil kaynaklarlnl da bu P seti iGine alacaktlr. Nevarki,
~~ 'k t kd" dboylesine bir olayln vuku bulunu9u ~Gl 9a a 1m e eme-

yiz;

Tek bir kaynak tahsisi z, (x,yl, ••••• yn) vektorU

nun (n+l) inci'degeridir. \:5yleki :x; (R: ve btitun i ler
i L

y,~R+ dll'.

Eger (XtY)~p ki burada y=i!l y:" ise, z nin tahsisi

uygundur. a nin bu gekilde se~ilmesi ile tum dagltlm

setlerini: 'E'.lde etrnek miimkundiir. OZ81 :nallarda kararla9

tlrlldlll gibi (h=l) allnan tek bir Cahsis tek i 9aretli

ve degeri ise bire e9it olacak .~rekiJ.da seGilir.
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( )"". / ~ J (X', yi) I R 'm+'l- 2 , 1· t" { :1, •••••• " n, • +

n
p.y+q.x'Z, P.y+q.x ve burada q= L q-i

i=1

Tan1m:2.2. Kemu ve ozel mallarla ilgili bu ekono

mide hayali bir denge i.-;in bir fiyat sistemi '('q1, ••.•
. n -} .(- -1 -n)••• q,p ve uygun bir kaynak tahsisi x,y , .•• ,y

alinarakj

Tan1~: 2.1. Bir ek6nomide e~er z tahsisi uygun bir

bi~~~de~se~ilmi~ise di~er t~hsi~ler (i) uygun deRildir,

her i i~i~ (i,y-i)~ (x,yi) dire Ozel ve kamu mallar1. ,
ile ilgili bu ekonornide'fiyat sistemi negatif olamaz

(n.m+l), her Dzel mal h i~in i tUketicileri B~1s1ndan

. ( 1 n) .(p=l ile) belirli bir Ph f1yat1 q , ••.. ,q 'Po 've kamu

mallar1 i~in.ferdile9tirilmi9 qi=(q~, ...•• q;) vektorU

var'd1r.

(4) ° (f(O,O,-•••• ,0),

(5) TUm yonleri ile yap11an ispatlarda f artao bir fonk-.
siyon olarak al1nmamaktad1r.

- i -i - -i -i -
::4 p.y +9. .X'ZP.y +q .x bBi~1nt1lar1 kurulabilIr.

YUkar1da tan1ffi1 verilen hususlar bolUm 2, 3, ve 4

de kul1an1lmaktad1r. Ozellikle, varsay1mlar1n bir bUr

tUn olarak ifade.edilmeleri i~in her dururna uygun dUl;len

onerme ve teoremler anlat1lma11d1r '(her ne kadar az 'hi

potezleri ifade etmek uygun dil gerse de).

Hipotez:l. P s1k bir Konveks settir. Burada kon~

'kBV ve slirekli degi~9bilir bir fonksiy.on;

-f:R
m

X RL~ R vard1r ve oyleki,
+ -t-

0) (x J Y) f P <* ( x , y) ~ R~+ui ve y 1 ~ f (x I Y2' ••••• yt) ,



(k=l, ..• ~ ,m; i=:l, ••. ,n)

(k=l, •... ,m)

NOTASYON:

H.ipotez

lim. Bu

Hipotez:2. Her i iGin bir yarl konkav ve surekli

degiqebilir bir fayda fonksiyonu R:~R gosterilebilir.

(6) TUm yonleri ele allnarak yapllan fonksiyonel iliq~i

i
lerde u azalan bir fpnk~iyon degildir.

i(7) u , bir birim Qzel mal tUketildi~inde kesinlikle ar-

ta~ bir fonksiyon olmaktadlr.
i i

(zira, dU /(jy ;;,0).

. l'
(8)Ayrlca, ~~ =0'9du Id,y~=O .(h=2,~..... ,L) ve

~ui laXh =0 (k=l, ..•••• ,m) dire

2.nin bir tuketim Yl~lnlnl gosterdi~ini kaydede-

t kt · d ( i) i RL +M '. i 0 d' "" t' . t .. ka lr e x,y ~ T yanl Yl= l~erum u e-,
tim Ylglnlarlnda aslatercih edilemez. Kolayllk olsun

diye tanlrn ~.l.de bir Pareto Optimali iqin seqilmiqtir.

Tanlmda ld degiqkenler bire e!}ittir, 1 ve 2 nolu hipot~z

lerin lqlgl altlnda da fayda fonksiyonu yarl-konkavdlr.



(k=l, •.••• ,m) butun

(zhE (h=2, .•: .. ,L)
{-

o~t- (z)=q~ (k=l, •.••• ,m)
k

L iq ve
k

i ler ic;in

i ler iGin

''\(z) ~ qk ve X k7 O~r(z)=qk

(io) R~ (z)fPhve
i

YANONERME:2.1. Kaynak tahsi~i z bir Pareto Optima

Ii ise, tek bir fiyat sistemi varnlr.ve ayrica her Gift
In'

(z,q , ••• q ) yalancl dengededir.

Boylece 2.1., 2.2., ve 2.3. yan onermeleri a<;:~kGa gos
terilmit;: oldu.

Y~NONERME:2.2. Bir yalanca dengede her bir tahsis

bir Pareto Optimalidir.

YAN01'ERHE:2.3. Gift(z, (p,q\ ..•• qn)) de z en uygun
. i , l n) b'tahsistir. Bu nedenle de lG ,y "7 C ve tp, q , .••• , q lr

. l l

fiyat sistemidir ve ayrlca a9a~ldaki iliqki~er mevcut-

sa bir yalancl denge vardlr.

't(z)['\(z) ye bagll olarak] hazel mallarln marji·nal

.rnaliyetidir.(k da kamu mallarl iGin).Benzer Giekilde

n~ (z )(Jt ~ (,z) ye ba~ll o,larak] hazel malla}" ile i tu

keticileri iGin marjinal ikame haddidir. Tum bunlar sa

Ylsaldlr (zira, kullanllmlq olan k ve h genel notosyo

nu gosterir ve bOjlece karqlllkta d~~maz).

~imdi biz bu durumda bD gorU9 ve tanlmlarla dpna~
. I

tllml9 olan yanonerme ve bu onermelerin tabii sonuGla-

rlnl izlemek.zorundaYli (verilecek l~patlar standart de

(~ildir) •
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.. (" "i i~ z ~ Y (z) ile, Vi x ,y )"1 ex, y ) e9 i tliklerini - yazdlk.

2'.2. Hazlrladlglmlz dlize·il if,finde dTaha sonraki bolUmler

de sadece ozel mallar i'1 in yararlJ, bir modelden bahset-

(h=2 •••

(k=l, •••••• ~ m)'

• • " L)

Bir Pareto Optimalidir.

(ll)It: (z) ~~(z) ve y~~O~~ (z) ='((z)

YARDIMCI ONERME: 2·.1. Ao$a~ldaki baglntllar mevcutsa.
i

bli,tlin i 1er i'1 in uygun bir z tahsisi. vardlr ve 'f!, y. ? 0, J:

Y(z)'kamu mallarl verilen bir liretim mi~tarl 'x ile tu

tarlldlr ~e alternatif taasisler setidir (aynl gekilde

ozel mallar iGinde soylenebilir). E(z) , y(z) nin alt

setidir, .i rasyonel ferdi tahsislerle ve Y{i) de Pareto

Optim8.1i il~ ilgilidir. YCz) ozel mallarla ilgil'i bir

ekonomi igin verilen sabit bir x seviyesinde muhafaz8

. .

tik ve sadece Qzel mallarl saylsal aldlk. Ver~len uygfin

bir z .tahsisi· ile "Ozel Mallarln Al ternatifleri" nin set

letini tanlml·e.maya f,f al19tlk. y (Z) yoluyla;

y(2)=. tz ~~. \ x=x 1ve "'C;ze;L Mallarln Nisbi Optimali" ni'n

seti .olarak E(z) yoluyla;

.E(z)=~z.E-Y (z)", (x:,yi)~ Ci,y-i) ve
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edilen x miktarlyla elde edilir. AyrlC&, E(~) e~er

-i
~i'Yi 70 ise slktlr. Bu nedenlede E(Z) nin her elema-

nl 2.1. yardlmcl ~nermesinde verilen (11) ~artlnl ~at

min eder.

Allnan uygun bil' z ta"hsisini,fI(Jzel Mallarln Alter

natifle,i Seti \l ile tanlmlayabiliriz; X(z) ye bap;1:l.. kal

mak kay(h ile,

X(~) :::;-rz~Z,/ y~~ y~i i=l ........ ,n h=2, .••••• , L1'.

ve "Kamu Hallarltlin l-iisbi Optimal Seti" tanlrnlndan ha

reketle,

F (z) = { z·r. X ( Z) ~ ~._., (x , y i) Z' i ex ~ y - i,: ve

~ Z f'x(~) ile ~, (x,/i)·7,'·c.x,yi)
1 1

yaz2.1abilir .'

X (z) al ternatif tahsislerin altsetidir •. AY,r,lca tu
tarll ve ver~len bir liretim seviyesi ile aiel mallar i
9in bireysel tUketim rniktarlarlnl kapsar.

F(z), X(z) nin altsetidir, Z r~syonel bireysel tahsis

1erle ve X(z) de Pareto Optimali ile il~ilidir .. X(z), n

kamu mallarl ile ekonomi i9in uygun tahsisler setini 0

lu~turur. Ve~.ilen sabit bir. Yh-
i

, i=l, .....• ,n ; h=2, ••.

•••• 1 L seviyesinde muhafaza e~ilen y~ miktarl tek bir
. -1

ozel mall gosterir ve ayrlca F(z) dc, e~er Yi'Yl 7.0

ise F(;), slktlr ve bu fonksiyonun blitlin bi.rirnleri 2.1.

yardlmcl onermesinde gosterilen(12)r 9artlnltatmin eder.

Eu son ciimlemizi son ve scndap. bir evvelki ctimlelerillli.z

Ie a91klaml~tlk.

. i
YARDIMCI (j!'TERME 2.2. Er:er'd'" y 7 0 ve

.J '1 )..
Optil'llalidir.
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3. OZEL ve KAJ'im MALLARI ILE ILG ILl BIR EKOUOr-1:I i

GIN GLOBAL STABILITE TEOREMI

z ,
11

Qilen

z2' ••••• z ,z? bir yBrunge olacaktlr.
. q-l q>

Hipotez ~ nin ve F(z) ~le E(Z) altsetleTin~n tanlm-

lat'lnln sonucu gibi, d;i~uni.ilen her- bir i:ahsis t<:1f.1 sayl

lar~n pozitif miktarlar1na tekabul eder.

TEOREM:].l. Q daki tum y~rtin~e1erin :imit ~okt81a
r1 veya tek bir limit noktas1 bir Pareto Optirea~idir.

Teorem 3.1. in ispatl bir yanonerme y-ardlfD i1e
yapll1r. Bll teorem ayr1ca teorern 6.2.nin uygula~maSlna
aqlkQ a izin verir. Yanonermeyi iSJ;at. etmeden tp,jretn 3.1.
i st~ndart sayd~k.

YANO~B~ME:3.1.E(.) ~e F(.) ~okde~erli fonksiyonla
r1nda Z nin altsetleri slk Ve list yar1-surekli~ir.

TEOREM 3.1. in ISl?A'TL Konumv.:c aGlslndan diizenledi
~imiz teorem 6~2. de bolunernez q iqin ~(Z) = FJE(Z )q . q

gibi bir fonksiyonu tan1mlad1K~ Gunku, E ve F ~~k set
ler uzerinde tanlmlanml~ yar1 stirekli qck de~er~i fonk
siyonlardlr~ Onlarln bu durumurra k~r~ln A, da Q0Kdegerli
ve yarl eUreklidir. (Bak,Mesela. ,Berge 'de [13J "l."orem 1).

Qinde seQilen zo'

Ikinci a9ama: Eger q tam say1l1 dc~ilse

E(z ) i~inde seGilen z ,
~-l q

E~er q tamsaylll i58 F(z ) iQi~de seq-l

allnd1gl zaman Q iQin seqimler seti 1%O,Zl'

Z nin Jutun birimlerinin da~m"1 Pareto. Optii':a1i 0

labilece~ini g~sterip, sureQ iqind~ alaca~lmlz ~ ile ar-

d191k uygun tahsislerin (z ,z ,z2" .••.••. z ) li-o 1 . q-l q
mit noktaslnl a~a~ldaki gibi tanlrniamaya Gall~b a~~2.

SUREG Q: Birinci. a"'-ama: 'v'. ,yi70 olmak uZE';'e Z i-..., 1 ']'
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Altlncl bolumde aldlglmlz q, q/2 ye e9ittir.

Sonu~ olarak V(z}=1.u i (z) ~Aitli~ini yazabiliriz
. l"" <~ ~ •

C;unkU V slireklidir ve Z de slldlr. Keza, V! 'f Zq1 ard1 91k

duzeninde azalan bir fonksiyon degildir. Burada mevcut

sonlu bir V~Lim V(z) iliAkisi de vardlr.
q~cc Cf. ~

Teorem 6 •.2. ni'n uygulanmasl sonucu Z *' A( z) ~lde edi-
1 .

lir, V(z )~V(z) e~itli~inde bulunan Z', A(z) i~inde de

bulunur. Zl ~ A(z) gibi her i 'i~iri ui(zr)~ ui(z) baglntl

Slnln varoldugunu bilmekteyiz. ButUn e9itlikler V(z')=

V(z) e§itliginden izlenebilir. Yani, u~(z')=ui(z) tUm
If .

iler iGi.n•.qimdi bu' durumda z fF(z' ')9 z"·~A(Z) ile z' r

{E(z) nin de~erleri fonksiyona katl1ml19tlr. Eu durumu

'{=l, •••• ,n, Ui(Z")=Ui(Z)=ui(z') e9itli~i i~l~r. Zira,

Z'l~ E(ZI t)/lF(ZII) dire Boylece yardlrrlCl oner-me 2.2.nin

yar~lml ile Zl I Pareto Optimali klllnlr. Zaten z,tum i

ler iGin Zl1 den farkll bir gey degildir. Ayrlca z fEez)'

AF(z) dire Bu yuzden. z f,A(z) di~.

Teorem 3.1. in yardlrnl ile ~iyerar9ik olarak dina
mik sureGlerin neyi iGerdiei gosterilebilir. GerGekten
birisi yapl1an i 91emc uygun olarak rakip bir ba~ka dep
ge iGinde a9amalarln bi:ilUnebilirli~ini dU~Unebilir(~zel
mallarla ilgili ekonomiler iGin sabit olarak muhafa~a e-
dilen x i 0ostererek). SureGteki bUtUn dengeler
Walrasiag-~lyorciamlmetoduna uygun oiarak tezahur edebi
lire Stabilite ozellikleri aGlslndan bu konuda yapl1an
~al19malar literaturde oldukGa fazl~dlr. Ayrlca, birisi
de MDP sUrecine bagl1 .kalarak a9~malarln bolunemezligi
ni dU 9unebilir (sabit i=l, .••. ,n h=2, •••• , L i~in birey
sel rasyonellik iGerisinde yalancl dengEnin olu9ab~lece-

, ~ini ileri.surebilir).

Tum bu yakla91mlarln gerektigine Malinvaud(22] deRin
llIekteGir ve realist bir planlama sUreci·nde kamu mallar~

miktarlarlnln belirlenmesi ve ozel mallarln tahsisi i~in



bir fiyat mekanizm~slnln gerekti~iniseylemektedir.Hat

ta, siire<;le ilgili olarak Halinvaud 'un f.22} -yaptlv,l <;a

llGma bizim global denge yakla§lmlmlza benzemez. Yine,-Malinvaud modeli kesikli terimlerle formiile edebilmi§-

~ir. Bu konu iie ilgili olarak a<;lklanacak hususlar b~

liim 4 de t~planmlGtlr.

dedir.ve uygun programlarln seti z dir. Z bollim 2 de ta

nlffilanmi:;; olup X(z) nin setidir. Z konvekstir ve Pareto

Optimal programlarl i<;in yanene'rme 2. L ,in -yardlml ile

elde edilen fonksiyon slkllglnln benzer bir :;;eklidir.

i- Yani, \t., y '7 0 ile bir program z i<;in yardlmcl onerme
1
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4. EtR HDP PROSEDURUNDEKI KES IKLI TANlr1LAI'1A,
4.1. Bu boliimde diger saylsal de~erlemelerden ha-

reketle ozel mallarln tahsisleri saylsal olarak allna

cak (y~i i=-l, •••• ,n ; h=2, ..•• ,L) ve dei1i:;;en kamu mal

la~ln~n iiretimi ise sabit kabul edilecektir. Her hangi

bir tabsisin de~i:;;en birimlerini yeniden tanlmlamaya <;a

ll:;;allm. 'z gibi isimlendirilmi:;; bir progr amlama incele

necektir. SaYlldr i<;in 1 endeksini (h~l) unutacaglz.
Boylece yi, i tuketicilerine ait tiiketimin saylsal mik-

tarlnl gosterecektir. ~zel mallarln h=2, .••• ,L miktar+

nl unutsak bile, fayda ~e iiretim fonksiy6~larlnda fu~k

tarlarln sabit olaca~lnl kabul edece~iz. BQ nedenle, hi

potez 2 yi tatmin eden bir ~aYda fonksiyonu Ui:Rm~ R
, m

ve her i ler i<;in hipotez 1 i tatrnin eden f :R+4R gibi

bir iiretim fonksiyonu alacaglz.

n - i m+n2:. =1 , y ff(x) ise, Z~R+ gibi ·bir programlama -yerin-
l



denklemlere ba~ll olarak elde edilir.
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iG in

iGinx =0
k

a9a~ldaki d~feransiyel,i:::l "'0 ..... , n
i

Arclujak :; I

dt

(14)
i

dy _t. )1i dX
t 6i i dX

t md1--- = + (L i V)k;l k
dt k=l dt k=1)7k- k

Dife~ansiyel denklemlerin temel kesikli bir tan1rn1 ala
n i

bilecekj Xk(t+l)~xk(t) =~(i~1.-\(z(t) - '(, (z(t) )

n .
X k / o~.I.R~, (z) = ',\(z) dir.

~=l K. .' '

mak Uzere;

2.1. deki ba~lantllara baSIl olarak (12) 9artlna uyan

pareto Optimalij

dir.

ki burada~ ==1, •••• '. ,n Si ?, 0 ,ve R 0 i
1=1. = 1 dire

Eu ,o;;ekilde kamu mcHIarihl'n nasll yeniden tanzim e

d ilece !~;in'i"·go$terdik. Sii-reklf: l'1DP prosedlirU, mar jinal

ikame oranl f6nksiyonundan'(~demedernarjinal e~im) ve

a9a~ldaki diferansiyel e 9 itl'iklere uynn marjinal mali

yet ~(z)' fonksiy~nundan elde Qdilir.~k=l,.•.• ,m,~,O 01-

n .

(12) ~ k=:1 , ••• • • • • ,m , ~ 51.
1

(z) L V (z )'.
1=1 . k k ve

e9itli~inde xk(t) nin de~eri.minimumdur. Bu nevi sUreG
lerde .
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bilgilerin ~-9~g~ alt~nda deei9
alallm. Her i=l, •... , n iGin

X R: i1:e gi(z';x)f

'. m: R ~(o,+~J konvekstir. Her

X R da a' 0 d~r.
+

Yi£.. R+Ju'iCX,yi) ~uiCx,yi)~bO-9 degildir ve,

giCz,;:O= +~d::Lr. Diger taraftan her z ~Z- iGin fonksiyon

Or.aelikle bu ternel
kenlerin tan~mlar~n~ ele

. f ( :...,) {' rn+nve her Gl t z,x ~R+,

kesikli diferansiyel denklemlerin tan~mlar~ndan hareket
etmek kayd~ ile geleneksel birtak~m gUc;liikleri yenerek
stabileteyi saglayabilece~imizibekreyemeyi~.SUrekli
yakla9~m elde etmek iGin, Pareto Optimal prQgramlar~

do'grul t usunda arzulanan garantili stabilite ile yeter
Ii derecede du~lik(oncelikle baz~ seviyeler bilinmeli)·
dUzenlemelerin seGimine duyulan iht~yaq aras~nda baz~

temel 9artlar~n yerine getirilmesi gerekir. Kesikli bir

prose:ilir dlrekt o:l;arak R~ (z) ve ~ (z) nin tlirevl-erin

den daha Gok gerGekbilgi lizerine oturtulmal~d~r. Var
sayal~mki, a 70 ·iker- (burada a dlizenlerne birirnidir) k
kamu mallar~ miktar~n~n artt~~~'iddia ediliyor. Eu pek
tabii baz~ sorunlar~ do~urabilir: Kamu rnallar~n~n mik
tarlar~n~~ art~aB~na ka~~~l~k maliyetler~eki art~9 ne
kadar olacakt~r? Tliketicilerin odemeyi kabul,edecekle
ri miktar ne kadar olacakt~r? Du v~e 'b,enzeri sorulara ve
rilecek cevap,.; tatmin e.o.ici ve iyi bir -gekilde tan~mlan

rn~-9 kesikli bir prosedtirlin aG~klanmas~na ba~l~d~r.

(O,~Jli birle9 tirip,

gi(z,x) = min yi

gQsterebiliriz.

iC .... ) 'i C oJ) = ~E~erV z,x kapal~ bir set ise, V = z~x t



I •

= x i ,'k t =k
k

- x·· _. . K' =k
. k '. '

"
i-

(z,a)
+

x
k

"!. a ise l Jl "2ll (z,a) 7 0
k - k

+
+r:::.D >V

(Z, a) ! Y" (z,a) 0k
k I

i
g nin konveks ve f in konkav olu9undan dolay~;

. '." , . . ,. i- . - -
E~er x =0 ise ~ k (zJa)=~ (z,a)=V (z,a)=O

k . . k K

+i
II Y =0 ise JTk (z, a) = 0 her k ic;in

yazabiliriz •
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i -"- ,r
11 ft ,' (z,a) ve lin " (z,a) y.qzlllrsa bUl"ada l'l. n~n

a K K
. . . . i-
artmlyacagl aC;lkc;a gorlilebilir. Eger l/a Tl (z,a) ve

k

l/a ~+ (z,a) yazlllrsa a nln azalmayacag~ ve bu rreden-

ledirki, birisi;

.Kayden;



fonksiyonu ile yap111r. Gerekli olan 9artlar ise,

ise

X
k
~ C!' ~'( z ,0) ='{ (z , 0 )

yi), () ,n.i:Cz,O)= .rl:k(z) =du
i

/ aX k :dui/~yi

a=OII

"

"

Benzer gekilde b
k
- y1 alallIDj

Jl. i

Eger a7 0 ise b~Cz,a) = l/a [ \.(z,a) - i7i S~Cz,a)J 1

i . . i- i+ .
x k '7 0 ve y } 0 lse, Jl

k
(z, 0) =1\ (z, 0) a.ir.

. +
Tan1mlanm1~ bk(z,a) yl alal1OO;

Eger a .... 0 ise b+k(~,a) =l/a[ !--1+( ) + J1=1 k ~,a -~ ( z ,. a ) .

+ ~ i+ +
11 a=O ise bk(z,a)= 17_, Jt k ,,r

~ ~ (z,O)- ~k(z,O) olur.

bag1nt11~r1nl yazabilir.. U
i

fonksiyonunun ayr1~t1r11a-
"bilirli~i ve f fonksiyonunun tan1m~;
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her (z., a) noktas:Ln-

R+.... [ 0; ;bOJda bUtUn no'k

-!3u neden1e xk '1 Q 1ken fonk-

R
m
++

n
X R ~ R

+ +

• ) : R+...... RT foriks.iyonu artml::(or. Bu

+ ~ m+n i
k : R+ . X R+~ R+ sureklidir'. y >,0

n i-
2.-. Il sUrek1idir ve negatif (aza.lan)
i=l k

.- y---
k

Kaydede1imki B(z,

taktirde ,yardlmc'J. onerme 2.1. deki (12)' f]aI'tl B(z,:O)=O

i " '
, y ? 0 lsea e:;li t olacakiar. ,:eu neden1e bize gore y:

l

:tSPAT: :,"onksiyor.

X R.;-f R de al t yarl-sUreklidir. ~ '70 iken fQr:J.ksiyori

bir uyg'.In -pru~am z, B(z,o)=,<1\ olmak kaydl i1e Pareto

Optima1idir.

y ..UJJNERE,£: 4, L B: R+ n+m 'x R+ fonksiyonu a1 t yar.l-slirek-

Bu iki ifadeye ba~l~ olarak a9agldaki_ba~lntlY~'ya~abi
1iriz,

'k f k' i+l en ;on 'Sl"on ~ .'
" ·..I

k

da si:irek1iC:::Lr. Zira e.ger yi=v vej-l:(z,a)=0ise, fonksi
i+

Ie. + Rm+nyon -k alt yarl~8tirek1idir.ve keza ~onksiyon ~ -: ~

1idir.

i~
iken fQnksivOtl It . Rm+n X

_. .. . k' +

talaI'd", sU1;ekli ve Q.onludur.

degildir.
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yo~de ~ (zt,a
t

)_ yi sorar 've boy-._

b '( t t) " k"t d ~ i'k z ,a nln rl er . eger lil mer-

larl li<;in de

+ t t
yet \. ,(z, a ) - tel's

+ t . t - ..
lecede b

k
(z ,a ) ve

sorar (t~rs yonder~" (z t, at», aynl

t ~
a miktarlndaki· artllitan dogal~ ilave rr..ali-

4.2. $imdi'kesi-kli bir prosiidUrU tanlmlayabiliriz;

Merkezi birimler merkezi olmayan birimle~e at) O,birim

diizenlemeleri ile uygu:J. programlan.n z t ~ Z . gosterge bi

l€E;;imlerini veri olarak gd'nderir ,(t~t 0,1, .....• ~ ).
. . . . .

Kontrol merkezi her. bir i den kamu mall ~ n~n uretimin-

de at miktar~ndakir~rt~9 iGin odemeyi kabul edecegi mak
. ' i+ t t

aimum(tera yande minimum) ozel mal mlktarl~ (z ,a ) yi
k .

J
~ekilde k kamu mal-

m+n
Zira~ Yk =0 ve b~ (z,a) =0 ise fonksi'Ton .(z,a)fR+

X R fonksiyonu turn noktAla~la Gak1 91r. Bu fonksiyon
+

ve b~ (z,a) nin maKsimumu alt yarl-sUreklidir. Eu ve

buna b~nzer fonkaiyonlar iGin yapllan bu nevi tanlmlar

birbirini izlemekte~ir.

kezi hesaplam~ birimine bah~eder. E~er Bk(zt,a~) =0 ise

merkezi birim 15nceden gosterilen z t programun degi~m~2.
t (t t) .ama birirn dtizeltme a ezalml~ olur. Eger B z,a >0 ise,

merkezi birim at miktarlna bagll kalarak karnu mallal'l

nln Uretimin art~hSlndan veya az~lM~61ndan ~tkilenir.

Kam~ rnallarlnln GO~u kez iyi b~r ~ekilde seGilmeleri-
--,-:

nin gerektigi iddia edilir. Bu nevi seGimler toplam rn~-

'liyet iGin mUmkUndUr (aksi'halde maliy")clerdeki azall':"

l;lln yeniden dagJ.tlml gerekir )" Hal boy] e olu~'-ca tUm tli

keticilerin fa¥dalarl artacaktlr, ~ok dikkatli bir ~e-
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t tkilde sureG t(z,a ) verisi al1narak tum gostergelerle

b
. 1 t' ;. 1 .- .. t' ( t +1 t +1 )lr e0 lrl ~~, gas ergeler Z ,a i~in t+l donemin~

de uygun degerlerin tumU Czt,a
t

) gibi bir degerler se

tidir. Burada Zlmmen ifade edilen iki durumu birbirin-

den ,ayrl~~irabiliriz.

DU;~~:l0 B(~;at)=O ve 'sonra~(z;at) sadece bir bir-im

iGin di:.zenlenir;

t+l t . -~+1 t/2
z =z., ~ =a

t· t'Durum:.2. B(z ,a )"70 ve sonra a~agldaki altsetler'in e·n ...·

aZlndan biri b09 degildir.
,

~ , . . ". tot'
+

=~
+

M.,. k t- ~ 1, ••••.... ,m II b k
(z,a )'701

M~ ~t f ~ 1, ••• ~ .•.• ,m3 \ bk
t

a
t

)7 01k (z,

GerGekten (15) bu 9attlari ba~l'8mak l¢in kullanl1a~

.. ' .' +
bilir. li'onl<siyon b

k
(z, .): R+~ R veya b k (z, ,') :'R-? R

Br:t~e.mc..}:tadl·r ~ l"tf\ M"" = !ldlr ve e~er;

i) a=a t , ii) 3kE-l"!\},M- ise B(~,a)~ ~(zt,at) dir.~· oy-

.L /' + tk' r k ve e~er k~ M ,xk.=xk t 'i+a se;

i it" i+t t t .,j. t + t .t
.J. = Y - R..

k
(z ,a ) + b .a ?k (z, a ) dir. Yine eger.

i it i - ( t t . -ti t· - (t t) d' ~D. ~ IY =y + IT k z ,a ) ~. a b
k

z ,a lr. Bu~ada~l=,O=l

ve 't' i=l: ••••••., n ,. Si Z. 0 dlr. ,-
, ~:

-B"irbir:i,.>ne benzE;l.r· (.13) ve. (14) nolu denklemlerle- klas'ik

MDP- sUre;oine esas- o+acak ErogramlarlD yeniden ta~l~lan-

maSl gerekrnekt~dir. Kayde~,
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i
C

i -) ..... i( it t) ~u _ y ,x ~ u y ,x bag1ntllar~nd~n enaz biri e-

t:::O, i, ... ~'1

kesikli prosedur

't t - '-dB ( z ,a ))" 0 ..... . :::1, ••••• , n
~ ..

oV" , ve a 70 dJ.1',
]..

b ' (t+l t+.l) ~ 111(. t t)11' . Z ,a; - c- ." (Z -:-8

sonl-u tam bir r saYl&1 mevcuttur.

4.3-. yanonermesinin izlenmesi ile stabili te ,sonuqlar~

nlD gegerl~ligini ispat etmek mumkUndur.

ioy ,. 0 ,

ii) Her

;) it it
... Y >- x

YANi:}NERME: 4.2. Herbir kabul eail-ebilir ardi9l.k -set

.~ (z·\l) , t=O,l, ••••• ~~ 1 iqi1;1 ~(zr,ar)=o e:;;itliginde

a:;;-agldaki ozellikler vardlr.

i) Ba.;3-langlq noktasl (zo,ao) alJ.ndlgl zaman zo~ Z,

f t t' I
:;;itsi21iktir. Her .sonsuz seride lCz ,a ) f

TEOREM:4.1. Hipotez 1 ve 2 nin 19I~1 altlnda ardl.

:;;;Lkqokdegerli ronksiyonlarda butur. limit noktalarl pa

reto optimal programl 6~arak kabul edilebilir.

yard1m1 ile elde ediUm lIkabul edi1ebilir ard19~k sis-·
teni"i, t:Qnlmlamak mumkundijr. ~nln tanuin bellidir ve

BCztja
t

) gibi kesikli-ve pozitiftir, bu nedenle de tli
keticilerin fayda~arlni artlracak bi.qimde he1'hangibir

pro_gram degi:;;tirilebilir. F_akat, bir duzenleme Uni tesi-

.~in v~rileri at -7. 0 delteri sadece sonlu zaman serilerin

de sln1rlend"1r~lm~.;3 Z setini olui?turabilir. -Bu. durumu -,a";'

:;;a!t1daki, yanonerme ile gosterelim.



si.nin limit noktalarl setini .belirtsin4 Z bo.;; d.egildir

ve SJ,ktJ:T. S:Lra, .Z slktlr. Ayrlc8, Vz fZ, V=l', ,~,
. ~, . 1 I

u. (z.)=u. fonksi'fonu sUreklidir.
1 1 " ',. .

£lIt y?-rl-s~reklidir, fonksiyon B(. ,O):Z~R de Z seti
'. . . +

~lkll";lnln infimumu ara9tlrl1l~' CBal;c,B.erge [3tb~liim. ,4,'

bolUm.,8} ~. Halbuki, ~670 iken liz f ~', B(z,O)"? 0 dJ.r •

Her z ~ Z ic;in 'yaflllanlspat Pareto Optimalini sag

lar.·VrFsaYallmki, z E- Z de bazl deger·ler Pareto Optimali

de i);il·dir. Boyle olunca z l:- Z de Pareto Optimali ,.olmaz ve
, .

\;/z{ Z, l!.Cz,O) 70 ya:nl.ab:i,lecektir. Ziraj B:Z X R4R. +. +,

yardlml ile Lim
t

at=O
-7 +":to

zt/t=O,l, ••••• f dizi~

ISPAT; t (zt',i'1t.)··t t ~Otl.t .. ".'? .;;eklinde~i bir se-:

rinin kabul edildi~ini dU~Unelim; b~yle olunca favda dU

zeyi seri Q~yunca azaimayacaktlr,

~=l, .•••• ,n ise, U =Lim u(zt) yi tanlmlayabiliriz.
1 l. t·~;;'., 1

. AJ.t '/I?,r'l sL~:;.'eklilik ilkesi ile yeniden ger<;ek bir
o ••'. ., \ •

sayl 2:/ 0 bl'lunur. uyleki', 0' ;?;aL~ ve d(z,Z)L1:~B(z,a)7

If dire BU1'ada dCz,Z) .program z .ile link Z seti ara-
-2' ,.' t·

slndaki uzakllktlr. Bu nede,nle i z I ,t=O, 1, •.•••• 3 di'zi-

sinin limit nolctalarlnln seti Z dir ve Z slktlr" T gibi
. 1

, t-
tam bir saY1Ce vardlr. (jylek~,"tI~ T

1
,d(z ,Z)L~dir.

Boylece },im a t::O olur. T
2

gibi tam bir .saYl varsa, 
i .... <4'

tlZT
2

' a\:2..dir. Zira, ,,= max { Tl,T2~ , B(zt,a
t
)) 0/2

T+t'
dire Bu ifade 4.2. yanonermesi ile Slnlrlldlr, ~(Z "

AT+t-l) I t f =O,l, ••••• 1 dizisini kabul edebiliriz.

yazmak mumkundUr. Allnan bir

'Bir di~er yollG da yan ~nerme 4.2



83

Bu dizi teorem 6.2. nin isp~t~nda one slirlilen de
lillerden farkl1 olarak sUrec~n i 9leyi9 ini sa~lamas1 a
~lslndan kayda degerdir. Teorem 6.2. nin uygulamas1nda
oldugu gibi bizim kesikli prosedUrlerin stabilitesinde
ispatlad1gU!llZ hususlar her ne kadar mu~lak gorli,nliyor
isede, ~okd~gerli fonk~iyonlar~n her zaman list yar1-sU
rekli olmadlgl gozden uzak tutulmamalldlr. Klasik MDP
stirecinin stabilitesi teo rem 4.1. in ispatlnda kullanl-'
lan (Bak, Ek., Champsaur r 61 ) delillere benzer delil
lerin kullanlml ile ispatlanabilir.

Diferansiyel ozellik g~steren varsaylmlar olmadan
da kesikli prosedlirli tan1mlamat mUmkUndlir. Yanonerme 4.
1 ve 4.2~ diferansiyel ozelliklere bak1lmadan konveks
fOD~siyonlarln ozellikleri kullan1larak ispatlanabilir.
Diferansiyel ozellik olmaks1z1n devaml1l1k gostermeyen
B(z,O)=O e9it:ig1 program z de bir Parate Optimalidir.
Ekonomik gorli9 a~lslndan ard1 9 lk ve tamamlaylcl 2 kamu
mallarln1n tUketiminin artt1~lnl kabul edelim, fakat
herhangi bir kamu.mal1Uln tek ba91na artt1~ln1 degil,Bi
zim' prosedlirtmUzdy, bu ihtimalin ispat1 yapllmaz ve sa
dece bu ihtimalin p~k te.kuvvetli alamayaclgl gosteri
lir.

Eu bolUmde dige~ planlam~ prosedlirlerine uygula
nabilecek metotlar gosterirdi, Heal' in (111 ve [121 yon
temine ben~er bi~imde Henry ve Zylberberg de (17) bu
metotlara i 9aret etmi9 tir.

5. DIFERANSlYEL DENKLEMLERDEKI HEVCljT YAKLA~IMLAR

kt " ( 1 n). . Z .m+n -ve or x •••••• ,x y' ..... l y - 191n yl
1 m 1

kullanlyorsak, HDP sUl'eciride talllmlanan (13) ve(14) di

feransiyel denklemleri si~temi;

(16) . dz/dt =g(z) geklinde olacakt1r.

P
Burada Z nin kapal1 bir konveks set CC R (p=m+n)

oldu1u unutulmamal1 ve g(z) C nin sln~rlar1 Uzerinde



'z' 'Eo Z+ B

yi al.

iii) Attouch-aamlami~n [21 teoremini sisteme uygula.
Boylec-e

(17) dz/dt,~ Ci(z)

Konu igin yap11an yakla91mlar ~u dUGUnceler a!~~~

da anlat11J.r. C deki ZO iQin enaz bir fonksiyon_

z: [0, +~'k: Z(t}; vard1r ve,

a) "f;ITE)o, +~[, z, to,T] aralJ.gJ.nda mut1ak bir deger
dir,ve

sUreklidir, b) Z(O):::zo, c) daima to, ~f, (d/dt)Z(t)

~G(z(t))iGinde her t iQin sUreklilik vardJ.r.

(x) 3u metod (d/dt) f: g(z) geklindeki bir aistE'me uygu
lanmJ.9 oiabilir, oyleki, g(z) gok~egerlidir ve her
zaman list yarl-surekli degildir(Bak,Henry (15 ve
16 J ) • -

sonre, da G(z).! ,rg(z+,~B),

, £. 6]0,+eOL

g(z+ z B) , g(z t+~ B) nin kapalJ. konvel<s geklidir.Daha

ii) S'(z) rtin kapaamJ.nda bulunan R
P

nin slk alt konveks

bit' seti alan R
P

iQindeki bUtlin Z noktalarJ.nJ.n -G ye kar

9~ti gelen minimal list yarJ.-alirekli G(z) imajJ.nJ. kur,En

aonunda R~ iQindeki B yi tanJ.mla ve;
,

Z {- z B ::: ~ Z ,\ 'ti z 'i z II i ~ 1,
g( zt z."B }'~ LJ c;( Z 1') •

. - (x)
sur'ekli olamaz. Metodu, ,si.ireksiz olan prosedurlerde

'aliiagJ.daki ai?amalarJ. iz1emek kaydl; ile geqerli kJ.labi

liriz;

-i)Il, g ye yonelirken iZleyecegini~ yol :"-z f R
P

,

g(z)=g(o) ki, z , C li~erinde bulunan z nin ortogon~l

projeksiyonunu yaz,

, 84
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Eu bze11iklerin bir bo1umunu (s~k1lk,ustyarl-surek

1i1ik) G slire~lerinde izleyehiliriz. Attouch-dam1amian
teoremi .gibi pozitif bir SaYlnlnpvar1lglnl ortaya ko
yar, oyleki, bu pozitif saYl z R 9artlnl da tatmin
eder. Bu nedenledej

ba~lntlsl daima mevcuttur. Yukarldaki dli9Unce1er altln

da (16) nln ~czUmli olarak (17) nin ~ozlimlerini yap ve

g~s·ter ,

(iv) (0, +0C!r, (d/dt)z(t.)=g tz(t)] i<;indeki tlim tIer

)(18) Sup II w1"04.(1+

W f::. G(z)

igin (c) deki baglntlYl (iv) ifadesinin ~91g1 altlnda

(iii) (c) de yerlne koy,

(v) A~lklanan dli~lincelerin 191~1 altlnda(l£) nln ~ozU-

-mlinii yaprnl,;, olsan bile [0, +~ [,/d/dt)z(t)=g(z(t) ) i9in

cieki her t i~in e9itligin sag taraflndan hareketle ~+/dt

tlirevin~ al. Eger (v) d&ki iGleme (i) n9amalarl j1e ba¥

lanm19sa, baZl ~ozliml~ri elde etmek i~in metod (16) v~

(17) nolu denklemler sistemlere uygulan1r. Yani (16) ioin

Castaing va Valadiertin [5J kurdugu ve yine Valadier1in

[311 (17) nolu denklem i~in tertip ettigi sistemin ~oziim

1eri yapll1r.

(vi) ZO dan ha91ayarak ~,Tl arall~1nda (16) nolu siste

min blitlin ~ozlim set1eri 'VT~]O,+<:lO(ve zO ~Callnarak,

St(ZO} 1 buL Bu ~edenlede ST(zo)t Cu( [o,T1 ;R
P

) nin S:tk

bir altseti. olup, bellZ.p-I Gekildeki serilerden hf.lr~ket1e

R
P

, fonksiyonunda[O,T} aral~F,l ~Ginde sUrekli fonksiyonla

1'10. uzayl bulunmUl~ olur. Ayrlca ST: D ~ Cu((OtT] ;RP::d0.....,

C!t'-.nO
)v \~ i9inde C ye kar9~n g91en her D slkQlt-seti igin.
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ST: D~Cu ( [ 0 /~\J ; Il) : z a...". S t (z a) Hst yarl-sureklidir.

rOmp pro8ec_urunde (v) deki ,i a:;;B.malarl ger<;ekten ye
rine -getiri~!:li9tir,; Iktisat tearisinde, -de karl;;1l1a911an'
diger bir90k dinamik sUre9lerde bu durumlnr sahneye kan
mU9tur~ (i) ve (ii) a§amalarl hi9 problem.dogurmaz. On~
lar' (iii) ai?r.:nW.sl tie ilgilidir, t18) l?artlnda da hatlr
1~nd1~1 tizere C nin slk b~r, alt seti bUlundu~u zaman
sisterr.i'1 90zUmii sEij'glfmm19 alur. - lktisatta toplamde.i!;i9
ken kaynakl~rln slnlrslzllftl nedeni ile veya fiyat vek
torlerinin uyr;un hir bi9imde narm1;l.llef}tiriJ.mesi gibi 
bir ¢ ak d.1,lr umlar18. kar~n' kal':pya kalmakt aYlz. A9 ama (iv)

de her spesifik 'model i<;inbir tek ozel durumla kar:;;l
la.nabilir. 1·:iDP prosedur-ti i9in a,,?-ama (v)" Henry (141 ta
r'ahndan yapll.nl:;;tlr. Heal Prosediiru i9inde Hari £1"81
yaprn19-tlr.

>,

6. SE~E~ S~AB11tTE TEOEEMLZRI

ilk~nce diferAn6i~el dpnklc~ ~Gkl~~lmlRrl iqin bir
stabilite problemi (hi$lin~lim, Prablernle ilgili genel <;a:'
ti {se a§~~ld~ki gibi Dlsun: ,

E, nP nin kapnll bir altsetij~:· ~ ice ~P nin alt

setleri Vf~ -F; nin Eim noktal:arl arcs";. "" lcurulan Go 1>;: :"!:;)

~er~i fonL;;i.o-nc1ur, E i9inde bir z noktasl vardlr,L(z)

RP nin bo§ olmayan bir aitsetidir~

(~~) dZ/(1t f L(z)

ba,~lntlSl. t~1r.J;;(jlanabilen dinFl.mik s.iire<;te (~) direransi.

ye1 denklemlerin <;ak de;1er1i fonksiyonudur (sistemidir).

(16) ba~lntlsl (19) ba~lntlslnln ~ze1 bir durumudur •.

o ~ L(z), OlE12.k iizeTe·E de bullman herhangi bir z nakta

Slnl P nin dengesi olarak kRbul edec~Riz ue P nin y~-

-rUngesi (19) nolu ba~lntlnln G~zUmtinde var~lr ve{O, +~[

aral131Iidadlr diyec e giz •. L nin yapllan t"anul-lnda e-

- ~er sad~ce bjr y~rtinge Yarsa, bu y~rlinge aynl zamanda
~ . .. .

_E i-Gir;lde de bulunur. Bir zO gibi nakta allndlglnl -dU-

9 Un\elim v-e ZO dan ba9.lay?'!l bir yorUnge z(zo;;.) olsun •
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Bu notasyenun anlaml §udur; t zamanlnda yukarlda.ifa
de edilen yorUnge z(zOj.) nin bUtUn noktalarl iGinden

geGer ve hiG GUphesiz ~(ZOjO)=zo dlr. z(zo;.) yorUnge-

'sinin limit noktaslnl t zaman serisinde ara~tlraca~lz.

Burada z gibi bir nokta vardlr, tn~+-wve z (zo j tn) ...... z
n ....elI) n4 ...~

dir. Bu nedenle de E kapalldlr. E iGinde z b~r nokta

dlr. Bir yorUngenin limit noktasl dengede ise 0 zaman

P nin yarl stabll ~ldugu soylenir. P iGin Lyepunov bir

fonksiyon E den V ye sUrekli bir fonksiyondur, R de;

i) E iGindeki .zo gibi bir nokta iGin t ~+~ gider

ken yorUnge zCZOj .) ve fonksiyon V(z; .): [0, +OO-&R:t~

V(zOjt)=V(z(zO;tll vardlr,

ii) Tf ]0, ~[ve z(zo; .) gibi bir yorUnge mevcutsa,

° zaman V(ZOj .) fonksiyon yorUngesi [O,T) arallglnda

dlr. ve bu ~edenle de zo, P nin dengesidir. Alluan

ST(zo), ZO dan baGI~yan blitUn yortingelerin setini be

lirtir, fakat [O,T} arallgl ile slnlrlandlrllmlGtlr.Ke

za, allnan STL.) , 3..,~ C
u
([O,TljE):zo-ST(zo) da Gok

de gerli fonksiyonl :.rl belirtir. Bu ylizden B9agldaki te

oremden b~hsedecegiz.

TEOREM:6.1. Eger P iGin bir Lyapunov fonkslyon

var ise, E iGindeki tUm ZO lar iGin C ( [O,T] jE) slk
u

olmak kayd~ ile St(Zo) b09 degildir ve ST(.) de list ya-

rl slirekli ise , P yarl stablldlr.

STC.) iGin ifade ettigimiz bu Gartlar bolUm 5 de

(vi).nci aGamada gosterilmiGtir.

ISPAT: z(zo; .) gibi bir ycrUngenin limit nok

taSl olarak i yi alallm. P nin dengesinin z oldu~unu i6

pat edebiliriz. ~ t
q l 'q=O, I, 2, . ••.J ~ibi bir zaman serisi

nin varlig~ bilinmektedir. Bu ylizdenj



dan, hareicet1e
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Z :lim z(~O;t)' ~9itligi yazllabil,ir~ Lyapunov,fonk-
q~ +00

siyonu ozelli3inden yararlanarak,

V(z)== 1im
t
, v(zo·,t) ,yazabiliriz,.-, ~+~

(19) nolu sist~m bagimslZdlr; zira, her - q i~in fo_nksi-

yon z(zqj -.) -~o'yle tam.mlanlr: [0, -tOO( a~J.kllglnda

btitun t 1er iGin' z{zqjth'z(zOjtq+t), zq d~n ba91ayan

bir yijrlinge i~"~t,<') tizerine kuru1an"tlim varsaylmlar-

LJ" (q) " (, q. ST' z, nun Cu . [0, TJ :E) nin slk-

bir a1t-seti oldugu .izleriir. Zira, tum yorlinge1erin (o,T] ,

arall~lnda,slnlr1~ndlr~lmalarl z(zq;.)nin ~l~ a1tseti

ne ba~l-lChr ve bu ytizden C
u

([0,'1'1 jE), - z(zq\ ... ) n,ln bir
. "

o,l-;:ii~U,dUr. [0, 'I9 ara1J.~lnda uniforma yone1iGi ifade eden

fonksi'o ,z(z~ -.) dire ST(') nin u~t .YarJ.-su-rek1iJ,igi.

eS:1S allnElrak ST (',~' yi z den baqlayan yor-t,inge olara~ a1

mak _do;~u olur.

Sonu~ olarak [0, T] ara+li1;lnda h~r t - i<;{in birisi;

z(Zjt) =lim
k

_... i(zqkjt)Li~k' z'(zO;tQk+t-) e9it1igin
- ~+"'U .... +bO _

var1l.J;UJ,dsn s~z edebilh:. Bu :i,tibar1a, :v(z,jt)=V(z(z;'t»)

=L~m ' V(z(zD;tqk+t)=Li~ : v(zO;tqk~t):V(i)~V(~jO)ba-
k ~ +00 k~· +:;:0

~lntlslnl yaz8.oi1ir. Burada V, P nin Lyapunov fonksiyo·.

nudur 1 Z :cind~ :dengede olduguna- i 9aret e.der.

Teore,m 6.1. ,kullanl.larHk ~1DP prosedtirlinde sta,pili

te nasl1, sagl6.nabi1~r? .

BolUm 5 life H9alha (vi) 'de b:u durum'~<;;lklandl.,Teo

rem 6.1 in uygulo.ndlftl durum1ardaHDP pr,osediiri.i bir

lyap~nov fonks{yo-nuna ,deli1 olarak ye-ter1;i gorlilmekte

dire iU1,.: •••• ~nj i~in, O~70'd1r, ti i _de bir LyClpunov
'fonksiyondur. Ger~ e-kte-n MDP prosedlirli i<;;'in her b:ir yo-



rUnge boyunca aqagldaki e9itli~i yazabiliriz.

d-l/dt (u~(z(t))=~l(aui/ax
k

) (d+/dt(xkCt)) +

(dui/ayi)(d+/~t)(yi(t))=vi ~l (d+/dt)(Xk(t))2aui/dyi

Her t' (0", +¢Or; (d+/dt)ui(z(t)) i<;in'tam pozitif

lik vardlr. Zira, u
1

(z(t)) e~er prosedUrun z(t) ~ibi
bir de~eri varsa artar. ~DP prosedUrUnde elde edile~ so
nUGlar sureci yarl dengeli kllar, bu durum ise ekonomi
de yeterince a<;lkll~a kavuqturulmuqtur. Yardlmcl ~ner

me 2.1. de'buna i$aret eder. MDP prGse~UrunUn her bir
dengesi bir Pareto·Optimalidir. E~er ~l~ i=l, •••• , n
fonksiyonu tam yarl konkav ise ~1I)P prosedlirU dengede-
dir ve asIa yarl dengeli kalmaz.(X) , ' _

6.2. ~imdi diferansiyel denklemleri yaklaqlmlarl
iGin dUqunUlen baZl stabilite teoremlerini,ele alallffi.

Gnce RP nin kap~ll altseti olan E yi Alallmj A, RP nin

. slk altseti ve E nin noktalarl araslnda Gok degerli bir
fonksiyon ise; E iGindeki bir nokta ~ olsun. Bu taktir

de A(z), RP nin slk altsetinde b0 9 01mayacaktlr.z
n

+1 ~
A(zn) gibi dinamik bir sUreg P yi tanlmlamaya yetecek

tir (kesikli olarak).

(x) Aksi y~nde, bir y~renge ile farkll iki limit nok
taslnln oldugunu varsayallm. Bunlar Z ve ~ olsun.
Teorem 6.1.' e g~re MDP sUrecindeki bu noktalar den
gededir .Zira, on] .,,'rln her ikisi .de her i t ~ 1, •••• ,

nj iGin ui(z)=Ui(~) eqitligi i1e bir Pareto Optima-
. -'

lidir. Fakat, hipotez 1 e g~re z+z) olmaSl gerekir.
2

; i
DiGer bir'yolla, u- nin tam yarl-konkavllp'l u (

(z+~) i
~...,....;;;.~_ ) '7 u (z) yi saglar. GerGekten her i t- ~ 1,.,

2

.0•• ' n l iGin bu slnlnlama z nin Pareto 'Optimali 01

maSl ile mumkundUr.
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Z <;indeki ',ir z nokta~5lm.. P l1in dengesi' kllacaglZ.
Z~ A(Z") ve P nin yorungesi sonsuz fzntC-E I h-O 1 2 "/

( - , , , ... .)

gibi bir set olsun. Bu nedenl~ n gibi bir tamsayl <;in
n+lr n

z '" A(z ) ,tir. P yan.-stabll olarak tuin yorunge'lerin

limit noktal&rlnlh dengede o~du~unu sayler.

P iGin bir Lyapunov f?nksiyon E den V ye surekli

bir fonksiyoncur. Oyleki; ,

) 5 n.i Y5rlingel~r iGin ?z 'n=O,l, •••••. }

n=O,l, .•••• .3 r;ibi bir dizi.· ve tek bir liini t nok:tasl

vardlr l

ii) ~~er E iGinde bir nokta z.ise ZI ~A(z) ili~kisi

vard~r've V(ZI)~V(B) dire Bu nedenle z, P nin dengesi-

dir.

~ZO~EM:6.2. P iGin e~er bir Lyapunov fonksiyonu mev

cutsa va A'da Uat yarl-stirekli ise; P ya~1-6tablldlr.Bu

teoremin ifadesi aG lktlr ve Zang,'dll' inde C3i) ifade et·

ti~i gibi 6~lum 4 de gosterildi~i ~ekilde genel bir te

orerrdir •. p, kesikli dinamik sureGler iGin teorem G.l.den

yararl~nmak svxetiyle hesaplanlr. E d~ zOgibi bir nokta

olsa, d·i.i~ij.n:eli!Qki, A(zO) teore·m 6.2. deki gibi .tanlml.a

tllyorj 0 za2an teorem 6.1 ih kullanlimaslyla hesaplanan

P, E ~.<; inc'cki tUm noktalar~n seti olur. Biri ZO dan ba9
layarak bir yorUnge uzerinde bir zaman birimini ara9 tlra
bilir. Yuni, set olarak;

l z ' ~ E I3 z ( z.o i • ) £ ST=1 (7, 0) i 1 e z ( z 0 ; 1) =z ' 1
yazllabilir. Iu dii$iince t.eorem 6.2 ye a<;lktlr. (teoreri' 6.
2. ye ters dli§wez). Teorem 6.1 gibi·teorem 6.2. ~e ~ynl

yolla ispatlanlr. He~~ ikisinin ispatl birbirine. benzer.

tzqt q:::0,1,2, ••• ~ yo~i.ingesinde Z gi~i bir limit nokta

a1a11m;{z Q I .k=0,1,2, •••••~ dizisi mevcuttu ve



dZ/dt fG(z) ,

EK
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veZ = Lim zqk
k.....,+oO

v~~) =Lim V(zqk)=lim' V(zqk+l)
_ k~+,.,o k~+~

boylecc =e,

~eklinde ifade e-dilebilir.

P
B09 olmayan R set"inden G-ok degerli bir fonksiyon

~lan yar1 surekli bir G fonksiyonu alalim. Altsetleri

81k ve k~nveks olan R
P de~ ~ibi pozitif bir saY1 mev

cutt-ur(Mese;La G:RP
-4 9)RP :z ~G(z), G(z) ile s1k -ve k<;n

veks). Eger 'rI z f R
P

i.se,

(A.l) sup It wIt ~I::X (1+ Uzll ) dir. Diferansiyei
w (. g(z)

e9itligi yaz1l1r. vunku E_i9indeki b~tUn Z ler i9 i n

A(z) S1kt1r ve A list yar1~stireklidir~ ~zqk+l I k=O,1~2,

~ .. r dizisinde-n se~ilecek bir ba9ka dizi almak mUniktin

dUr.· ACz) i9ind~ z' gibi bir nokta a11nabilir. Bu !1eden-

1 t 6 2 V(;) I" qk+l)-e eorem •.• .~ = 1m V(z =V(z)
k~+c::..o

'denklem1er sistemi di.i9unli1dii~u zaman j

. ve ST(zO) ile t-an-1m1anan, ki z"O €- R
P

dir, (A.2) sistemi

nin tUm ~oziim ..et1eri z 0 dan baq1amak ve T '70 olmak

~artl ile \0, rrJara11g1 uzerinde_ki Gozi.imlere bag11i1J.r.

BuradakiQozi.im kelimesi a9agldaki dU9 i.inceIeri do~ura

bi1ir;

A fonksiyonu z: l 0, T)..., k P ~ t:~ z (t) 9 eklimie i se ve
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eger (O,T]arall~lnda da slirek1i bir mut1ak de8e~ varsa

ve yine eger soz konusu ara1lk i~inde daima her t iQin

dz/dt(:G(z(t)) ba~lntlsl sag1anlyor ise A(z) nin Qozumii

lO,T]ara1lGlndadlr. Bu itibar1a a~a~ldaki ifadeleri ver

mek gerekmektedir.

'l'EOREI'1:A.l. (Castaing-Va1adier): T,/O olmak uzere;.

i)¥zofR
P

ise, ST(Zo), C ( [o,TJ ;RP ) i<;:inde slktlr ve. u

b09 degildir, RP yi kapseyan Lo, T] ara1l;';lnnaki surek11

fonksiyon1ar uzayl uniform bir £eriye b~nzer bi<;:imde u

zanlr.

ii) yt AC RP ise, bir slk1lk varc4r ve' fonksiyon

ST:A-.,fJCu( (o,Tl ; RP):z~ST(zo) list yarl-sUrek1idir.

SON IT Q Bu kabul edi1ebi1ir varsayl.m1ar a1tln

da, Teorem A.1 dogru1up,unu ve ge~er1i1igini korur. RP ay

rl1abi1ir Banach uzayl metodunda ku11anl1lrsa (A.2) Eis

temi baglmslz ka1amaz, yani G(t,z), G den: ba'tlmslz 01a-

maz.

TANIM : A.1. C, RP nin kapa1l konveks a1t seti 01

sun ve. A bo~ olmayan C set~nde ~kame edi1~in, butaktir

de RP nin ~onveks ve kapa1l a1tset1eri 90y1e yazl1abi1ir(

Mesela A:C~PRP:z-'; A(z), A(z) konveks ve kapa1l olmak

kaydl i1e);

(Yl.-Y2', z;-z'2 )~·O.

YukarJ..daki ba~lntl1arda (Yl-Y2 ' zl-z2 )"skalar uretim·

Qarpanlnl gosterir. Bu itibar1a A monoton~ur.

- ) .





SON U G : Kabul edilen hipotezler altlnda, te-

or~m A2 ve A3 yard1ID1 ile G(t,z) ve G nin birbirine ben

zerli~i hat1rlan1r. Bu iki fonksiyonun yay1lmalar1 A(t,

z) ve A gibi ~zunca de~ildi~ (Bak,[25]ve[26]). Bununla
+ .beraber, R fonks1yonunun ikame edilmesi genellikle ay-

r1labilir Hilbert uzay1nda olabilmektedir. Sadece A,d¢,

¢ fonksiyonlar1 konveks ve ~lt yar1-silrekli fonksiyon

lar1 temsil eder. Ekonomik uyg~lamalar aG1s1ndan duyar

11 ve ~nemli olati teorem A3 Un yard1ffic1 Bner~e~ini.elde

etmek i9in bazl not~syonlara ihtiyac1m1z vard1r:~(~IC)

fonksiyonu C nin gosterge fonksiyonunu; NC(Z) de z nok-

taslndi"l. C conisini,}t (z) de z nokta.cnnda C nin destek-c .

leyici conisini (Nc(z) nin kutbU)'~C(z)G(Z) pr~jeksiyo-

nu Jt (z) konisi uzerindeki G(z) nin projeksiyonunu gos
c

ter.ir.

YARDIMCI ONERME: A3. E~er G ~Urekli bir fonk~i

yon ise, diferansiyel denkleroler sisteroij

(A..6) dZ+/dt':: t'roj'Jt(z)G{z) dir,
c

ve bu e§rtlikte enaz bir 90zUm vard1r ([0, +bD[arall
glnda her t i9in) C i~inde bu aral1kta se9ilen ZO gibi
bir noktadan bs§lanarak 90zUm sa~lan1r.

. 0ISPAT: z ba§layan bir 9~zUm sistemini dU 9ilnelim,

o za.man ;

(A5') c1z/dt,,"G(Z)-d~(zIC) yazllabilir.
\J t '. 1"0, +1)(J '\-Teorew A3 den, z,o §eklinde bulunur ki, , ~L

olmak Uzere;

d+/dt z(t)=lG(z(t» (z(t» I cJ min
:: (G(z(t) -NC

(z(t»jmin olacakt~r. Zira, NC(z(t» iqinde net) gibi
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bir vektor vard1r, bu ~edenle de;

.d/dt z(t) = G(z(t)) -net) ve

d+/dt z(t) -net) = 0 d1r.

, BuradaJ'tc(z(t))G(z(t)) -projeksiyonu i~in tUm 9art

lar mevcuttur. C=R~ oldugu zaman yard1mc1 onerme A3 bU

tlinUyle ~alrasian Ely~rdn~1 metoduna uygulanabilir, 0

zellikle Henry [131bu durumu ispat ederek gostermiGtir.

G iGin Lipschitzian 'metoduhda tek bir GozUm vard1r. Ke-
~ '= '

za, bu ozellir,i Fisher'de [10] gostermi9 tir.
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