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Ozet: Bu calismada bazi Frize desenlerini matematiksel olarak tamimlamaya calistik. Gruplar cebirsel olarak
tammlarla destekleyerek dondiirme, yansima ve simetri kavramlarini ornekler ve tanmimlar yardimiyla sonsuz
gruplar tistiine insaat ettik.

Anahtar Kelime: Frize Deseni, Grup Teori

GIRIS
Friz dedigimiz yapilar Sym(X) yapilarini igceren X kimelerinin olusturdugu ve gecisme

Ozelligini saglayan “T” bir yapidir. Daha dlzgin bir soyleyisle belli bir kurala gore dize gelen
diizglin dogrusal tek bir ydndeki sezgisel kimeler toplamidir.

Yukarida s6z ettigimiz tanimda “Sym(X)” X kimelerinin simetrilerinin olusturdugu kiimelerin
hepsine verdigimiz bir notasyon olup bu kiimede agikta kalan X’e bagh higbir simetrik friz yoktur.
Sayet iki desen (pattern) simetrik grup ise ¢ok bariz olarak bu ¢ift izomorfik yapilardir ki bu yapi
izometriler igerir. (Ornek: Yansima, déndiirme...). Her friz ya da cebirsel sekillerin en az 7 desen
kuralindan birisine uymak zorundadir.

Ornegin;
.FFFFFFFFFFFFFFFFFF..

Yukaridaki harf sinsilesi simetri icermiyor dikkat edin biz buna tek bir ydénde gecisme
simetrileri demekteyiz. Matematiksel olarak bu simetri grubu sonsuz bir grup C- = T, | » olarak
gosterecegiz ki 6yle T’ler var ki sagdan bir birim yansimaldir yani T(x,y) = (x+1,y).

..EEEEEEEEEEEEEEEE..

Bu desen ise paralel eksenlerin ayna simetrisi olarak adlandirilir. Bu simetri grubu ise C«» x Cz
= (T, X | X2 = I, XT = TX) olarak gosterecediz. Bu noktada okurun gosterimleri anlamaya
calismasini siddetle tavsiye ediyoruz. X-eksenine gére yansima oldugu igin ve X(x, y) = (X, -y)
icin XT = TX esitligi cok bariz. (Dikkat! x ve X'ler matematiksel olarak farklilik géstermektedir).

~AAAAAAAAAAAAAAA..

Bu desen yukarida “E” desenine ¢ok benzer ve aynadaki simetri disuimudir. Gegisme
simetrisi de diyebiliriz. Ama bu deseni farkli sadece bir tane degil sonsuz tane ayna simetri
ekseni vardir. Simetri grubunu;
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D= (T,Y|Y2=1, YT =T-1Y) olarak gésterebiliriz.

T’yi yukarida oldugu gibi bu sefer y-eksenine gore simetri olarak tanimladik ve eger Y(x, y) =
(-x, y) oldugunda YT = T-1Y esitligini gosterirsek isimiz daha acik ve net. Ayrica biraz optikle ilgili
olsa da, efer ayna ekseni x=1/2 secersek ve bu sec¢imi M ile tanimlarsak M(x, y) = (1-X, y) olur
ve sadece T-1Y olur. Devam edelim...

...pbpbpbpbpbpbpbpb...

Bu sefer desende ayna simetrisi olmayip dizgin simetri ekseni var yani belirli bir kural
etrafinda sonsuza uzanan anlamli ya da anlamsiz bloklar sinsilesi. Bu kurali tanimlayacagiz
fakat desen iki farkh bileske olarak gorulebilir. pb frizi mi yoksa bp mi? Bu sorunun yanitini
sonsuz grup tanimiyla verelim. C.= (G| ) g06sterimi bu desen igin uygun olacaktir ki buradaki
G'leri de G(x, y) = (x + 12, y) tanimlamak mimkundr.

~NNNNNNNNNNNNNN..

Bu desen ise ne ayna simetrisi veya diizgun simetri ekseni igcerir. Ama sanstan elimizde bu
deseni tanimlayacagimiz bir déndiirme simetrisi vardir. Her N harfinin merkezleri bir dondirme
simetrisi icindedir. Sayet bir tanesini ele alip incelersek yani bir N harfinin merkezini alip belli bir
aglyla dondurdp belli bir middet dteleme yaparsak istedigimiz deseni elde ederiz. Matematiksel
olarak yine sonsuz bir grup olup gosterimi

D-= (T,R|R2=1,RT=TR) seklindedir.

Buradaki R ve T’leri ise dondurmelerin bir tanesine R dedik, R’lerin olusturdugu gecismeleri de
T olarak tanimladik.

.. HHHHHHHHHHHHHH..

H harflerinin olusturdugu sonsuza giden bir desen. Bu desen ¢ok sansli. Nedeni ise 2 yonde
hem dondirme hem de ayna simetrisine sahip. Bu deseni bir matematiksel simetri grubu olarak
tanimlarsak bu grup duzgin bir gruptur. Bu simetri grubu gegisme, T ve 180°lik merkezi
doéndirme bigimlerine sahiptir. Aslinda matematiksel olarak;

D-xC2= (T,M,R|M2=R2=1, MT =TM, RM = MR, RT = T"!R) olarak tanimlayabiliriz.

Yukarida anlatmak istedigimiz her seyi hatta daha fazlasini bu gekilde anlattik ki burada M’ler
yansimalar, R’ler doéndirmeler ve T’ler ise tum gegismelerin olusturdugu parga olarak
tanimlayabiliriz.

MUWMWMW

Yukaridaki sekil ise sonsuza gittigini disinelim. Ne derseniz? Bir ters bir diz M harfinin
olusturdugu desenler ne anlam ifade etmektedir. Bu desen ardisik iki harfin merkezleri arasinda
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dondirme simetrisi ayrica yatay dogrular boyunca her harfin tam orta noktasinda ayna simetrini
elde ederiz. Bagimiz hemen sikistigi icin matematiksel bir tanimlara yer verelim.

G(x,y)=(x+12,-y)ve T(x,y) = (x + 1, y) lerin olusturdugu pargalardir ki iki esitlikten G2 =T
cok bariz! Sayet 180°’lik bir dondirme simetrisi uygularsak bu son olusan dondirmeyi R(x, y) =
(-x, -y) ile gosterebiliriz ve x=1/4 ekseninin yansima simetrilerini M(x, y) = (12 - X, y) olarak
tanimlayabiliriz. Ayni sekilde RM = G okur tarafindan ¢ok kolay sekilde agiga ¢ikarilabilir.

(R, M | R = M2 = 1) bu tanim yukarida verdigimiz G(x,y) ve T(x,y) lerin ortak g&sterimi
diyebiliriz. Bu desen igin aslinda bu tanim daha uygun olur. Ama su bir gergek ki R ile M
arasinda higbir iliski bulamayiz. Ama

S = RM gibi bir ifade segersek D= (S, R| R2 =1, RS = SIR) olur. Yukarida anlattigimiz
bilgi toplulugunu bir teoremle agiklayalim.

Teorem: TUm friz desenleri yukarida saydigimiz kurallardan en az birisine uymak zorundadir.

Kanit: Diyelim X friz deseni olsun ve iginde Sym(X) ve yatay eksenler boyunca gegisme
saglayan T'yi igersin. Simdi tanimlamamiz gereken simetri bigimlerini agiklayalim.

V: Yatay eksenlerde dikey yansimalar
H: Yatay eksenlerdeki yansimlar
R: DondlUrmeler - Rotasyonlar
G: Duzgin yatay yansimalar
Toplam en fazla 24 = 16 tane friz desen ¢esidi vardir.

H = G: Eger Sym(X) yatay eksenlerde yansima igeriyorsa bunun sonucunda diizgin
simetrilerde igerir.

RG = H: ki déndirme bileskesinin garpimi bitiin diizgiin yatay yansimalarda belirgindir ve bu
durum dikey eksende yatay yansima olmak zorundadir.

GV = R: Duzgun yatay yansimalar ve dikey yansimalarin ¢arpimi bir noktada belirgindir. Bu
isometriler ddndirme olmak zorundadir.

RV = G: Dénduirme ve yatay yansimalarin ¢arpimi sadece yatay bir dogrudur. Bu yuzden ya
yatay yansima ya da yatay glide’tir. Kisacasi Sym(X) glide igerir.

Dedigimiz gibi her sekil friz olmayabilir. Friz olabilmenin sarti yukarida saydigimiz
kombinasyonlari saglamasidir. Bu yaziyl en iyi anlatacak ¢ok sade bir tablo olusturacagiz.
Tabloyu anlayan okur verecegimiz érnekleri gdzmesinde bir mahsur gérmemekteyiz.
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Ornekler: Asagidaki friz érneklerini inceleyelim.
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5. Sinx, cosx, tanx, cotanx, fonksiyonlarinin grafikleri hangi friz desenlerine denk

gelmektedir.
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