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Bu çalışmada, simeırik dağı/ıma sahip hata terimli basil 
oıoregresif modeller sistemi iııcelenerek ııormal dağılım varsayımımu 
geçersiz olduğu durumlardaki metodalaji birden fazla bağımsız bilgi 
kaynağı olduğu durumlara geııellenmiş, Ilyarlanmış en çok olabilirlik 
yöntemi ile tahmin ediciler elde edi/miş ve parametre vektörünün tüm 
kaynaklar içiıı değişip değişmediğini test edecek sağlam ve etkin test 
istatistikleri geliştirilmiştir. Elde edilen tahmin ediciler ve test 
istatistikleri bıı alaııdaki ııygu/amalarda sıkça kullamlaıı eLi küçük 
kare/er yöntemi ile elde edilen tahmin edici ve test istatistikleri ile 
karşılaştırılmış ve daha iyi soııuçlar verdiği görülmüştür. 

Alla/ıtar Kelime/er: En çok olabiliriik tahmin edici/eri, ELi küçük 
kareler tahmin edici/eri, Uyarlanıııış en çok 
olabilirlik tahmin edicileri, OtoregreJyon, 
Sağ/amlık, Simetrik dağdımlar. 

1. GİRİş 

Özilintili inovasyonlara sahip basit doğrusal regresyonlann ana problemi 
parametrelerin tahminidir ve bu alandaki çalışmaların çoğu normallik varsayımı altında 

yapılmıştır (Durbin, 1960; Schaffler, 1991). Oysaki art ık uygulamada normal olmayan 
durumlarda daha çok karşıl aşıldığı yönünde bir görüş vardır (Pearson, 1932; Elveback 
ve diğerleri , 1970; ve Tse, 1991). En çok olabilirlik (ML) yöntemi teoride nonmal 
olmayan dağılımlara genelleştirilebilmekle beraber pratikte sorunlar içermektedir. 
Matematiksel karmaşası nedeni ile noımal olmayan durumlara genellemnesi mümkün 
olmamı ştır. Dol ayısı ile, bu alan uygulamalarında çoğunlukla en küçük kareler (LS) 
tahmin ediciler yöntemi kullanı lmaktadır. Qysaki Tİku ve diğerleri (1999) ve Akkaya ve 
Tiku (200 1a, b) uyarlanmış en çok olabilirl ik (MML) yöntemi ile normalolmayan 
durumlara genellemeleri yapmı şlar ve LS tahmin edicilerinin etkinliğinin düşük 
o lduğunu ve ömeklem sayı sı, n, arttıkça MML tahmin edici lerine göre etkinliklerinin 
gittikçe azaldığını göstermiş lerdir. 

Ancak bu çalışmalarda tek bir bilgi kaynağı olduğu varsayılmış ve tek bir model 
ku llanılmıştır. Oysaki günümüzde bilgi teknolojilerinin ilerlemesi ile artık birden fazla 
kaynaktan bilgi alınabilmektedir. Bu ise bu bilgilerin tutarlılığı ve bilgilerin birleştirilip 
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birleştirilemeyeceği sorul arını gündeme getinnekted ir. Bunun için metodolojinin birden 
fazla bilgi kaynağı ol duğu durumlara genellenmesi ve parametre vektörünün tüm 
kaynaklar iç in sabit kalı p kalmadığının test edi lmes ine olanak verecek şeki lde 

gel i ştir i l mesi önem kazanmaktad ı r. 

Bu çalışmada, bahsedi ldiği gibi metodoloj i genişletil miş ve simetrik dağı lımlar 

olan Student t ailesi için MML yöntemi kuııanılarak parametre t ahmİnlerİ yapılmıştır. 

MML tahmin edici lerinin hesaplanması kolay ve LS tahmin edici lerinden çok daha 
etkili o lduğu görülmüştür. Ayrıca herbir bilgi kaynağının parametre vektörünün aynı 
olup olmadığını test etmek için ilgili test istat istikleri geli ştir i lmiş ve yine MML tahmin 
edicilerine dayanan test istatistiklerinin LS tahmin ed icilerine dayanan test 
istatist iklerine göre daha güçlü ve sağlam o lduğu görülmüştür. 

2. PARAMETRELERİN TAHMİNİ 

Aşağıda veri ldiği gibi k tane birbirinden bağımsız basit doğrusal otoregresif 
modeli ele a l a lı m: 

Yij -$iYij- 1 = ~i + Ôi (Xij-$iXij_ l)+ Eij (i $i 1< 1, ı ~ j ~ ni, 1 ~i~ k). (1) 
Burada ei! aşağıdaki tanımlanan uzun kuyruklu simetrik aileden gelen bi rbirine eşit veya 
farkl ı varyansa sahip bağı msız ve özdeş rassal i novasyon lardı r : 

( J
- p 

1 E' 
f(E) ~ -r=-;-----, 1+ -

aJk~(1/2,p - 1 /2) ka' 
(2) 

Burada p(a,b) beta fonks iyonunu ifade etmektedir. Bu ailenin bası klı ğı, ~4 / Ji/, 
sonlu p değeri için her zaman 3'den büyüktür. Öte yandan p < 2 için bası kl ı k sonsuzdur 
ve p = 00 olduğunda ise çok iyi bilinen nonnal dağı ııma, N(O, 0'2), dönüşmektedir. 
Ayrı ca t ::o Jf.0kj(e l 0') , v = 2p - i serbestlik dereceli Student t dağılı mına sahiptir. 

Anlatırnda kolaylık olması açısından k = 2 ve nı = n2 olarak alınmıştır. Ayrıca p 
değerini n bi lindiği varsayılmaktadır. Uygulamada p değeri bi linmemekle birlikte elde 
edilen tahmin ediciler ileride gösterileceği üzere p değerindeki olası sapmalara karşı 
sağlam olduğundan Q-Q grafiği ile belirlenen değer kullanılabili nir . Başlangıç değerleri 
için Vinod ve Shenton (I 996) iki model önennektedir: 
Model A: Başlangıç değeri sabit olarak alınır. Özellikle YO = O. 

Model B: Rassaldır; Ya =e.o/R. 
Bu çalışmada daha genelo lduğundan B Modeli kullanı l mıştı r. 

Başlangıç değerlerine (YiO ve XiO) koşuııu olabilirlik fonks iyonu aşağıdaki gibidir: 

[ [ )
-p [ )-p] n 2 2 

ı n zl" n ıı· LOC[- ) n 1+_J n 1+_J . 
0"10"2 1=1 k 1=1 k 

(3) 
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Buradan elde edilecek olabi lirl ik fonksiyon l arının p < CQ için çok köklü olduğu 

bilinmeklc birl ikte kök sayısı bilinmemekte ve n sayısı arttıkça kök sayı sı da 
artmaktadı r (Vaughan, 1992). Do l ay ı sı ile ML tahmin edici lerİ aç ık bir formda 
bulunamamakıa ve olabilirlik denklemlerinin iteratif yöntemlerle çözülmesi 
gerekmektedir. Oysa yapı l an çalışmalar bu yöntemlerin de yanlış degerlere yakınsama 
veya hiç yakınsamama gibi problemleri oldugunu göstermektedir (Tiku ve diğerleri , 

i 986; Puthenpura ve Sinha, 1986; Tiku ve Suresh, 1992; Tiku ve di~erleri, i 999)_ Bu 
sorunlar ~i = O durumunda yani modelin basit doğrusal regresyon olmas ı durumunda 
dahi Islam ve di~erleri (200 i), T iku ve di~erleri (200 i) ve Islam ve Tiku (2004) 
tarafından da gözlem lenmi ştir. Bahsi gcçcn sonmların aşı l mas ı için bu çal ı şmada 

uyarlanm ı ş en çok olabilirlik (MML) tahmin yöntemi ku ll anı lm ışt ı r. Bu yöntem Tiku 
(1967) ve Tiku vc Surcsh (1992) çalı şmalarına dayanmakta olup adımları şöyledir: 

(i) olabilirlik denklemleri sıralı istatistikler il e ifade edilir, 
(ii) Taylor serileri açılımının ilk iki tenmı kullanılarak olabilirlik 

denklemlerindeki sorun yaratan (doğrusalolmayan) terimler 
doğrusallaştırılır, 

(iii) elde edilen yeni denklemler MML tahmin edicilerini elde etmek için çözülür. 

Bu yöntem doğrultusunda hata teriminin, Eij, (verilen jıi, Oi ve q,i değerleri iç in) 
küçükten büyüğe sı ra l anması ile elde edilen s ı ralanmış Zij değerl erini aşağıdaki gibi 
tanımlayalım: 

z;G) = E;G)/cr = {Wlfj) - J.lı} i cr; Wlfj) = (Yıuı - $1 Ylüi-') - &ı(xıuı - $1 xıuı - '), 

Z;(I) ~ Z ;(2) ~ ___ ~ Z;(n) (i = 1,2)_ (4) 

Burada (Yi[j],Y i[j1-I>XiU],Xi[j]-ı), j 'inci sıralı hata terimine, Ei(j), ait (Yij,Yij- ı ,X ij ,Xij-d 
gözlemlerini ifade etmekted ir. Tüm ömeklem toplamları s ı ralamadan etkilenmeyeceği 
için olabili rl ik denklemlerinde Zij yerine Zi(j) yaz ılı r. Ardından ad ım (iil'de belirtildiği 
gibi gi {Zi(j)} terimi ti(j) = E(Zi(j) etrafında doğnısallaştırılır (Tiku ve Suresh, 1992): 

[ ~Og;(Z;(j»} 
gi(Zi(j» = gi(ti(j» + Zi(j) - ti(j) ÔZi ' = CXij+ PijZi(j) l S j S n; i = I,2 

(J) Zj(j)=ti(j) 

ve (5) 

Buradaki tiG) değerleri n $: 20 için Tiku ve Kumra (1981) çalışmasında 

mevcuttur. il ~ LO için ise parametrelerin etkinliğinde önemli bir etkisi olmayan 
aşağıdaki denklemden elde edilen yaklaşık değerler kullanılır: 

i i J Z j '-(-)( 2 )-P 
Jkıı(1 / 2,P- I 12) _[ i+k dz = n + i 

I s j S n; i = I,2. (6) 
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Dağılımın simetrik olması nedeniyle tim = - t i(n_j+l j olur ve aij = -Ui{n_j+l ) olacağından 

" Laij = 0 ve P ij = P i(n-j+l) olur. Olabilirlik fonksiyonları ndaki gi(ZiU» teriminin 
i= ! 

doğnısallaştırılmış ifadesi ile yer deği ştirilmesi sonucu elde edi len uyarlanmış olabi lirlik 
denklemlerinin (alnL' i a~, , alnL' i as, , 8lnL' i 8<1>, ve alnL' i 80-) çözülmesi ile 
aşağı da verilen MML tahmin edici lerİ elde edilir: 

ıl, ~ vi ı.ı-ili UiL], .si ~ G, + Hi &, ~ i ~ K, + D,&, & ~ (B + JB2 + Sne )/4n. (7) 

Burada 

tPiJYiLI - ili xiLıXYilil-' - ili X iLl-ı ) 
j=l 

tPij(YiLI-I - .siXilil-l) -~{tPilYilif-ı - .siXilil-l 
j=l mı j=1 f 

n 

I<X;j(Y;Gl-ı - il;x ;Gl-ı) 
j=1 D; ~ __________ -L~ ____________________ ~ 

tpij(Y;Gl-I - S;x;Gl-II ___ l {tP;j(Y;GH - S;X;Gı-J 
j=1 mı j=l J 

B ~ 2: [tı alj hw GıuıLI}+ tı a'j {V ' LI - G'U'LI}] 

{tPlj (vıLI - vıı ır - Gı t P,jV,lil(u lu] - ul[l)l 
2p j=l j=l J 

C ~ k + {tıP'i (v,lil - v,ıı r - G, tı P'jV 'liı(u 'LI - ll'ii)} 

" 

(8) 

(9) 

(i~ I , 2), (LO) 

(1 i) 

(12) 

Burada mi = LPij (i= !,2), Vi[jJ = Yili] - $i Yi[jl-l • lliü] = Xim - $; Xi[j] _l (l .$; j s: n, i= 1,2), 
j=1 

i " Vii I ~-- L:PijVilil 
m j j=l 

olarak tanımlanmaktadır. 

(13) 
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inovasyonlar 

Hesaplamalar: Akkaya ve Tiku (2001a, b)'de öneri len yöntemdeki gib i Yi = ~(h q,i (i = 

1, 2) şeklinde tanıml anır ve başl angıç değerleri parametrelerin LS tahmin edic ileri ile 

hesap l anır. Elde ed ilen başlangıç değerleri kull an ıl arak denk lem (7)'deki gibi Bi (i = i , 

2) ve cr hesaplanır. Ardından yine aynı denklemdeki gibi ~i (i = ı , 2) elde edilir. Daha 

sonra başlangıç d eğerlerin i hesaplanan MML tahmin değerleri, 8i , ıPi ve -Si ıPi (i = ı, 

2), ile değiştirerek iki nc İ bir iterasyon yapı lır. Son MML tahmin değerl er i , Si, ıPi (i = 

1,2) ve cr, üçüncü İterasyonun sonunda elde edili r. En son o larak yine denklem (7)'den 
Çti (i = I, 2), MML tahmini değerleri, elde edilir. Yapılan analizler sonucu 3 

iterasyomııı parametrelerin sabitlenmesi için yeterli ol duğu görülmüştür. 

Hatırlatma: ~i (I ~ i ~ Il) katsayıları orta noktaya kadar artan daha sonra azalan 

simetrik bir yapı göstennektedir. Dolayısı ile eğer ilk değeri pozitif ise tüm değerler i 

pozitif olmakta ve bu da cr 'in olması gerektiği gib i reel ve pozitif o lmasını 

sağl amaktadı r. Oysaki küçük p değerleri ve büyük örneklem sayıs ı için ilk birkaç değer 
negati f olabi lmekte ve bu da cr 'in reel ve pozi tif ol masını engellemektedir. Bunu 
önlemek için eğer denklem (12)'de verilen C değeri negati f ise a i ve ~i sırasıyla 

a.~ = O ve p~ = ıj V + (I/k)tO)} şekl inde tanımlanır ve bu yen i değerl er ile MML tahmin 

edicileri hesapl anır. Böylece cr 'in her zaman reel ve pozitif olması sağlanmış olunur. 

Z(i)-t(i) =O ve ai + ~iZ(i) == a~ +~~Z(i) olduğundan bu değişim MML tahmin edicilerinin 

as irnptotik özelliklerini değiştirmernekıedir (Tiku ve diğerleri, 2001). 

Hatırl atma: LS tahmin edicileri MML tahmin ed icilerin in özel durumudur. MML 
tahmin edicilerinde aij = O ve ~ij = i olduğunda LS tahmin ed icileri elde edilmektedir. 

3. ASİMPTOTİK ÖZELLİKLER 

Örneklem sayısı sonsuza yakl aşt ı kça [gi(zi(j) -(a.ij+~ijziUJ)]farkları sıfıra yak ınsar. 
Bunun sonucunda (1/n)[(ôl nUô~;)-(ôlnL'lô~;)] ve (IIn)[(ô lnUôo;)-(ôlnL'lôo;) ] (i ~ 1,2) 
asimptotik olarak s ı fıra eş i t olur (Vaughan ve Tiku, 2000). Dol ayısı ile MML tahmin 
edicileri asimptotik olarak ML tahmin edicilerinc denktir (Shattacharya, 1985; Vaughan 
ve Tiku , 2000). 

i) ôlnL' i ô~; (i ~ 1,2) aşağıdaki foonda yazıl ab i ldiğinden , 
ôôın L " ô~'L ~ 2m;p{)1;(0,,~;) _ ~;} (i ~ 1 ,2); (14) 

!-li J.1i o-
)1;(o;,~;) ~ V;[.] - O;U; [} MML tahmin edicileri, )1;(0;, ~;) (i ~ 1,2), o; ve~, 

bi lin iyorkcn J.1i (i = 1,2) için minimum varyanslı, Var[ı1i(oi, ~j)] = ka 2 i 2miP 
(i = 1,2), tahmin edicilerdir. 

79 



Özlem TÜRKER - Ayşen D. AKKAYA 

2) Benzer şekilde 

o!~L " O~~L' = 2mr[_ı t~;j(U;Gı - u; [lf](8;($ ; 'cr) - o ; ) , (i = 1,2) (15) 
VOı vol kO" mı j=! 

Bi (ıPi . cr) = Oj + Hi cr, olarak yazılabild iğinden MML tahmin edici leri, Ô i(l/li . cr) 

(i= I,2) , Oj ve CPi bili niyorken minimum varyanslı, Var[6 i(CPi,cr)J = 

k cr' 
(i = ı , 2), taluniıı ediciterdiL 

4, TAHMİN EDİcİLERİN ETKİNLİKLERİ 

Uygulamada yaygın olarak LS tahmin ed icileri kullanılmaktadır (Velu and 
Gregory 1987; Maller 1989; Nagaraja ve Fuller 1992). Ancak bu bölümde elde edilen 
sonuçlar LS tahmin edicilerinin MML talunin ed ici lerine göre daha az etkil i olduğunu 

göstennektedir. 
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Basit Dogrusal Otoregresif Modeller Sisteminde Parametre Tahmini Ve Hipotez Test i :Siınetr ik 

İnovasyonlar 

Tablo ı. (1) Beklenen Değer, (2) Varyans, ve LS tahmin edicilerinin göreli etkinlikdeğerleri, 
RE, ($, ~ $, ~ 0.2) 

n 30 

p Il, Il, ~, ~, cr, cr, ", ", 
2.0 LS 0.9999 0.997 1 0. 1496 0.1622 0.8835 1.33 12 0.0026 -.0099 

(I) MML 1.0027 0.9975 0. 1610 O. i 705 i. II 26 1.6799 0.0027 -.0049 

LS 0.0309 0.0289 0.0291 0.0299 O. i 109 0.3304 0.0396 0.0917 

(2) MML 0.0191 0.0183 0.0253 0.0246 0. 1309 0.3784 0.025 i 0.0567 
RE 61.8 63.3 86.9 82,3 118.0 114.5 63.4 61.8 

3.5 LS 1.0030 1.0001 0. 1648 O. i 5 II 0.9369 1.40 i 6 0.0002 -.0020 

(I) MML 1.0036 1.00 i i 0.1685 0. 1559 0.9746 1.4624 0.0000 -.0018 

LS 0.0284 0.0388 0.03 12 0.033 1 0.0348 0.0715 0.0386 0.0882 

(2) MML 0.0249 0.0343 0.0298 0.03 i 8 0.0268 0.0616 0.0339 0.0773 
RE 87.7 88.4 95.5 96.1 77.0 86,2 87,8 87.6 

5.0 LS 1.0001 1.0002 0.1548 0.1521 0.9350 1.4069 0.0011 0.0045 

(I) MML 1.0000 1.0003 0.1558 O. i 54 i 0.9630 1.4488 0.0009 0.0051 

LS 0.0252 0.0341 0.0336 0.0337 0.0236 0.0519 0.0386 0.0858 

(2) MML 0.0238 0.0324 0.0327 0.0330 0.0230 0.0508 0.0367 0.0811 
RE 94.4 95.0 97,3 97.9 97.5 97.9 95.1 94,5 

n - 100 

2.0 LS 0.9978 0.9968 0. 1876 0.1843 0.9284 1.4298 -.0020 -.0013 

(i) MML 0.9973 0.9969 0. 1930 0.1890 1.0609 1.6 i 57 -.0017 -.0028 

LS 0.0100 0.0089 0.0084 0.009 1 0.0398 0. 1766 0.0102 0.025 1 

(2) MML 0.0060 0.0049 0.0058 0.0066 0.02 12 0.0853 0.0062 0.0143 
RE 60.0 55,1 69.0 72.5 53.3 48,3 60,8 57.0 

3.5 LS 0.9990 0.9999 0. 1889 0. 1907 0.9743 1.4702 -.0010 -.0028 

(I) MML 0.9959 1.00 i 3 0. 1898 0.1 9 i 5 0.9879 1.4844 -.0016 0.0001 

LS 0.0116 0.0097 0.0093 0.0094 0.0094 0.0223 0.0096 0.023 i 

(2) MML 0.0099 0.0087 0.0083 0.0085 0.0069 0.0166 0.0083 0.0202 
RE 85.3 89.7 89.2 90.4 73.4 74.4 86,5 87.4 

5.0 LS 0.9962 0.9990 0.1864 0.1868 0.9773 1.4715 -.0003 0.0049 

( I) MML 0.9956 0.9997 0.1870 O. i 88 i 0.9880 1.4868 0.0003 0.0053 

LS 0.0092 0.0085 0.0095 0.0089 0.0077 0.0181 0.0098 0.0239 
(2) MML 0.0090 0.0082 0.0091 0.0084 0.0068 0.0161 0.0092 0.0223 

RE 97.8 96.5 95.8 94.4 88.3 89,0 93.9 93.3 
, Tablo ı de [IOOOOO/n] Monte Carlo tekrarından elde edılen parametre tahmın 

edicilerinin beklenen değerlerinin, varyanslarınm ve aşağıdaki şekilde tanı mlanan LS 
tahmin edicilerinin göreli etkinliğinin simüle değerleri verilmektedir: 

RE = IOO(MML tahmin edici lerinin varyans! / LS tahmin edicilerinin varyansı). (16) 
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Simülasyonlarda genelleştirmede herhangib ir kayıp olmaksızın /lı = !-t2 = O, 
01 = i, 0'1 = 1 ve 0'2 = 1.5 olarak a lı nmıştır. Sonuç lar diğer $i değerleri (negatif, pozitif 
ve/veya birbirinden farklı) ve p değerleri iç in benzer olduğundan burada sadece 
$1 = $2 = 0.2 ve p = 2.0, 3.5 ve 5.0 değerleri raporlanmıştır. X-değerleri düzgün 
dağılımdan, U(O, 1), elde edilmişt i r. Ayrıca X-değerlerinin normal dağı lımdan elde 
edilmesi dummundaki sonuçlar da incelenmiş ve benzer sonuç lar elde edilm i şt ir. 

Tablo i ' den görüleceği gibi MML tahmin ed icileri LS tahmin edicilerine göre 
daha etk ilidirler. Hatta dikkat çeken genelolarak ömeklem sayıs ı arttıkça LS tahmin 
edicilerini n etkinl i ğinin daha çok azalmakta olmasıdı r. 

5. Hİ POTEZ TESTİ 

Buradaki ana ilgi değişik bilgi kaynaklarından elde edilen bilgil erde açıklayıcı 

değişken i n bağımlı deği şkene etkisin in ayn ı olup ol madığı yani Ho : Oı = 02 hipotezinin 
test edi lmesidir. Bunun için iki durum ince l enmi şti r: 1) 0'1 = 0'2, ve 2) 0'1 ;t: 0'2. 

Durum 1) Ho: Oı = 02 hipotezini test etmek için, 

81 - 8ı t ~-r~~~~~~~~~~= 
cr 1-c,--,-p_-_3_1_2 __ + -::_-,-p_-_3_1_2 __ 

p i rlj(ul[j) - fııl))' p irıJuı[j) - fı , ı))' 
j~ ı j", ı 

ıl ij = Xij - $i Xij. ı (i = ı , 2), test i s tatist iği kullanı lır. Burada Ô" ,Ô" = J(&~ + &~ V2 
şeklinde hesaplanan O"nm birleşt i rilmiş tahmin edicisid ir. 

(17) 

4ıi (i = ı, 2) ve cr, n sonsuza yaklaşt ı kça s ı rasıyla $i (i = ı , 2) ve cr'ya 

yak ın sadı ğmdan test i statist iği, t, asimptotik olarak nonnal, N(O, i ), dağı lı r ve 
asimptotik güç fonksiyonu P{Z ~ zu - iA i} şek lindedir. Burada zu standart nonnal 
deği şk enin in, Z, %1 00(1 - a) noktas ı ve 

~ ~_~ ___ ~~~ı _-~ö~ı )~ı _______ ~ (18) 

merkezsizlik parametresidir. 

Bu sonuçlar Slutsky teoremine ve MML denklemlerinin asimptotik olarak ML 
denklemlerine denk olmasına dayanmaktadır (Bhattacharya, 1985; Vaughan ve Tiku, 
2000). 
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Durum 2) Ho: Ô. = Ô2 hipotezini test etmek için, 
8, - 8, 

t =-r===~======~~~~========== 
ô-i (p - 3/2) + _-=-ô-,-l (",p_-...:3,,-1-=2,-) === 

" " 
P LP'j (LLıGI - ftııı)' p L P'j (ll'liı - ft,ıı)' 

j=1 j=1 

(19) 

Uij =Xij- $i xij_l (i= l ,2), test istatistiği kullanılır . Durum i 'deki aynı sebepten, t test istatis­

tiği asimptotik olarak N(O, i) dağı lır ve asimptotik gUç fonksiyonu Prob (Z " lo-I Ai} 
şekl inde olur. Burada za standart nonnal değişkeninin, Z, %100(1-0.) noktası ve 

A'= __ ---------(~8~1--8~,~)-'--------~ (20) 

cr l (P - 3!2) crl(P-3/2) 
--~~--~-- + ---~--~~-

" " 
p ~)lj(uıliı - "ııı~ P ~)'j(u'liı - ",ıı)' 

j=1 j .. ı 

merkezsizlik parametresidir. 

6. SAGLAMLIK 

Genel olarak tahmin yöntemlerinde beıı i bir dağılım varsayılır ve tüm 
istatistiksel analizler bu dağılım varsayım i altında optimal hale getirilir. Ancak 
uygulamada bu varsayılan dağılım tamamen doğru olmayabilir ve bu dağılımdan olası 
farklılıklar görülmesi olağandır. Üstelik veri aykın değerler de içerebilir. Tüm bunlar 
sağlamlık kavramının gündeme gelmesine neden olmuştur. e'nın herhangi bir tahmin 
edicisi, El, varsayılan dağılım altında tamamen etkil i (yansız ve varyansı Cramer-Rao 
minimum varyans sınırına yakıns ı yor) ve ol ası alternatif dağı lıml ar için de etki l iliği 

yüksek ise bu tahmin edici sağlam olarak tanımlanır. Herhangi bir testin, Ho : 8 = O gibi, 
birinci tip hatası olası alternatifler için daha önceden belirlenmiş seviyeyi aşmıyor ise 
bu test ölçüt sağlam olarak tanımlanır ve eğer hem varsayılan dağılım hem de olas ı 

alternat ifleri için testin gücü yüksek ise test etkin sağlam olarak tanımlanır (Tiku ve 
diğerleri, ı 986 önsöz). 

Önceki bölümlerde elde edilen MML tahmin edici lerinin sağlamlığını göstennek 
ıçın varsayılan dağılım olarak p = 3.5 alınmış ve sonuçlar LS tahmin edicileri ile 
karşılaştınlmıştır. Oldukça geniş bir alternatifkümesi için inceleme yapılmışt ı r: 

(a) Dağılımın yanlış tanımıaninası: 
(1) p = 2.0, (2) P = 2.5, (3) P = 5 ve (4) p = ro (normal dağılım) 

(b) Dixon'ın aykın değer modeli 
(n-r) gözlem 1(3.5, cr) ve r (hangileri olduğu bilinmiyor) gözlem 
(S) 1(3.5, 2cr), (6) 1(3.5, 4cr), ve (7) 1(00, 4cr), r = [O.ln + 0.5ı (tam sayı) 
dağılımdan geliyor. 

(c) Karışık model: 
(8) 0.90 1(3.5, cr) + 0.10 f(3.5 , 4cr) 

(d) Kontaminasyon modeli: 
(9) 0.90 1(3.5, cr) + O. Lo U(-O.5, 0.5). 
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Tablo 2. (\) ,n,p, . (2) LS ve I"" 
ı 6, ı 6, ı ~, ı ~, ı cr, ı "" ı u, ı u, 

i) 
(i) M~L 1.0014 1.0016 0.4212 ~~~:: :~~~~ 0.0053 0.0018 

1.0006 
~ 

n"n , n 11A. n 00.0 0.0051 
(2) LS 0.1120 0.1097 

MML 0.0112 0.0170 0.0195 0.0240 0.0464 0.0981 0.0263 0.0680 
(2) 

(I) LS 1.0035 ~~~~: ~!~~~ ~.~~~~ 
1.3730 0.0051 -.0041 

MML 1.0024 0.4382 1.3876 0.0041 -.0056 
(2) LS 0.0195 0.0225 0.0260 0.0269 0.0604 0.1350 0.0466 0.108 1 

MML 0.0147 0.0167 0.0223 0,0237 O~ O. 
nmA7 0.0813 

(I) LS 1.0009 0.9956 0.4251 0.4188 0.9342 1.4003 -.0073 0.0123 
MML 1.0007 0.9951 

~ ~ 
nOaM I -~ 00105 

(2) M~L ~~:~~ ~~;~~ ~:~~~ n.m.A nn?A1 n n«, nnAA? 

Model (4) 
(I) M~L 1.0061 

n 00« ~~~ ~:;~~ m?o i ~~~~! nnm1 1.0056 
(2) M~L ~~:~~ ~~;~~ ~~ : ~~ LI 004" 0. 1025 

. 0.0217 n mm 0.0476 0.0475 0.1059 

1.0006 1.0075 ~ (I) M~L 
-.0041 

1.0003 1.0056 0.43 Lo 0.4374 n O(,Q? 1.4575 0.0079 -.0030 
(2) LS 0.0260 0.0301 0.0303 0.0271 0.0328 0.0838 0.0468 0.1136 

MML 0.0225 0.0260 O~ ~ 0.0272 O 0(,1Q n n. n ~ 

(6) 
(i) LS 1.0001 1.0055 0.4245 0.4241 0.9299 1.3987 0.0033 0.0068 

MML 1.001 6 1.0049 0.4305 0.4313 0.9718 1.4584 0.0028 0.0089 
(2) LS 0.0218 0.0292 0.0760 0.1112 

MML nn'07 n.m<o O~ ~ nn?7. nn<" nm.7 ~ 
(7) 

(1) LS 1.0040 1.0008 0.4281 0.4235 1.4125 
MML 1.0048 1.0008 !! 

n 17AO 

~i! 
15140 ~~ ~ (2) M~L n.n'AA ! n.n?An n mO< ~~~:; n nAQ, 0.1146 

,.m, 
ML~L ~.~~~~ (I) 

09990 ~.~~~~ n AA« 0.4427 i.~;~~ ~~~~: nnon7 

(2) LS 0.0766 O O?(,? 0.0287 0.5759 0.1248 0.2575 
MML 0.0226 0.0408 0.0201 0.0222 0.1388 0.2827 0.0633 0.1360 

0.9951. ~ (I) LS 
.noA. ~~~~! MML n.ooAo 0.9977 0.4329 0.4393 0.9144 1.3701 

(2) LS 0.0194 0.0131 0.0274 0.0271 0.0343 0.0786 0.0428 0.0941 
MML 0.0165 0.0109 0.0247 0.0243 0.0282 0.0610 0.0349 0.0714 
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inovasvoıılar , 

Tablo 2'de 0=30, $1 = $2 = 0.5 için simulasyon sonuçları verilmektedir. 
Simulasyonlarda genelleştirmede herhangibir kayıp olmaksızın ı.tı = ıLı = 0, 01 = ı , 

0"1 = ı ve 0'2 = ı .5 olarak alınmı ştır. Yine diğer tüm değerl erde de benzer sonuçlar elde 
edi ld i ğinden burada raporlanmamı ştır. Görüleceği üzere MML tahmin edici leri oldukça 
sağlamdı r. 

Yine aynı alternatif modeller için MML tahmin edici lerİne dayalı test 
istati stiklerinin sağlamlığ ı araştırı lmı ş ve LS tahmin edicilerİ ne dayalı test istatistikleri 
ile karş ı l aştırı l mıştır. Örnek teşkil etmesi bakımından n = 30 için simule ed ilmiş 
varyanslarla hesapl anmış test istatistiklerinin 1. tip hataları Tablo 3'de verilmişti r . 

Tablo 3. LS ve MML tahmin edicilerine dayalı test istatistiklerinin birinci tip hataları; 
Varsayılan dağılım p = 3.5 olan t-ailesi. 

~ i ~ 2 ~ 0,2 ~' ~ ~2~0,5 ~i ~ ~2 ~ 0,9 

Modeller LS MML LS MML LS MML 

(1) 0,044 0,045 0.047 0,048 0.046 0,047 
(2) 0,047 0,045 0,057 0,058 0,051 0,053 
(3) 0,050 0,052 0,056 0,055 0,055 0,059 
(4) 0,048 0,049 0,050 0,050 0.059 0,056 
(5) 0,047 0.045 0,048 0.045 0,050 0,054 
(6) 0,045 0.044 0,044 0,047 0,052 0,05 1 
(7) 0,050 0,052 0,047 0,045 0,048 0,046 
(8) 0,048 0,048 0,050 0,055 0,049 0.051 
(9) 0,045 0,048 0,048 0,049 0,053 0,053 

Tablo 3'den her iki testin de ölçüt sağlam olduğu görülmektedir. Seçilmiş 

modeller için testlerin güçlerini veren Tablo 4 incelendiğinde MML tahmin edicilerine 
dayanan testlerİn LS tahmin edicilerine dayalı testlerden daha güçlü olduğu 

görülmektedir. 

Tablo 4. Simule edilmis va -vanslar1a hesaplanan test istatistiklerinin gü değerleri 

Varsayı lan 
Model (2) Model (6) Model (8) 

Model 

ı.. LS MML LS MML LS MML LS MML 
0.00 0,050 0,052 0.057 0,058 0,044 0.047 0.050 0.055 
0,16 0, 195 0,2 14 0.207 0,246 0,167 0,174 0,109 O. i 5 i 
0,32 0,485 0.535 0,491 0.579 0,400 0,437 0,233 0.363 
0,48 0.761 0.814 0,771 0,856 0,680 0,721 0,395 0.629 
0,64 0,938 0,962 0,939 0,974 0,880 0,906 0.600 0,842 
0,80 0.992 0,997 0,987 0,997 0,968 0,980 0,779 0,946 

Diğer taraftan yine seçilm iş modeller için asimptotik varyanslar kuııanı l arak 

hesaplanan testlerin güç değerlerinin verildiği Tablo 5'e bakıldığında LS tahmin 
edici lerine dayanan test istatistiklerinin önceden belirlenen 0.05 düzeyinden daha 
yüksek 1. tip hataya sahip olduğu görülmektedir. MML tahmin edicilerine dayanan 
testlerde böyle bir sorun görülmezken alternatif modeııer altındaki güç değerleri ile 
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varsayılan modelin güç değerleri karşı laştırıldığında testin etkin sağlam olduğu da 
görülmektedir. 

Tablo S. Asimtotik varyanslarla hesaplanan test istatistiklerinin güç değerleri 

Varsayılan 
Model (2) Model (6) Model (8) Model 

ı. LS MML LS MML LS MML LS MML 
0.00 0.059 0.054 0.072 0.051 0.058 0.053 0.070 0.044 
0.1 6 0.225 0.21\ 0.246 0.236 0.206 0. \ 87 0. \ 55 0. \ 27 
0.32 0.530 0.532 0.539 0.558 0.446 0.449 0.3\8 0.3\3 
0.48 0.789 0.809 0.804 0.842 0.7\9 0.73\ 0.497 0.569 
0.64 0.937 0.955 0.938 0.965 0.892 0.905 0.664 0.771 
0.80 0.988 0.995 0.983 0.995 0.969 0.979 0.8\5 0.907 

7. K ( > 2) DENKLEME GENELLEME 
K ( > 2) tane bağımsı z bilgi kaynağı olduğu durumlarda tahmin edici ler aynen 

bölüm 2'deki gibidir. Dolayısı ile burada hipoteı testlerinin genellemesi yapı l acaktır. 

Burada ilgilenilen ana hipotezler şöyledir: 
1) Tüm regresyon katsayılarının eşitl iği, Sı "'" Sı = ... = Ok =0; 
2) Tüm regresyon katsayı larının s ı fı ra eşit olduğu; 
3) Regresyon katsayılarının bir kısmının, örneğin ilk q < k tanesinin, sıfıra eşit l iği; 

4) Regresyon katsayı larının bir kısmının, Si (i .$ i .$ q), eşitliği . 

7.I.1i; (i ,; i,; k) Eşitliğinin Testi 
Test i statist iği şu şeki lde tanımlanır: 

Vi O 
- I 

O 8, - 8 
ı (" " " " Xı = O, - o, ... ,o, - Ii Vı O 

(21 ) 

j=1 
ın" (nd Oj nonnal dağıldığı ve nj büyüdükçe Ô'i. aj'ye yakınsadığından büyük nj 

ı çın xr test istatistiğinin Ho altında dağılımı k-I serbestlik dereceli Ki-Kare olur. 
Alternatifhipotez altında ise k-I serbestlik dereceli merkezi olmayan Ki-Kare dağılama 
sahip olur. Merkezsizlik parametresi ise 

Vi O O 
- I 

Iiı - Ii 

ı.l = (Iiı - 0, ... ,0,-0 
Vı O 

V, li, - Ii 

olur. Burada Vj denklem (21)'deki af 'nin crr (I :;; i :;; k) ile değiştirilmiş halidir. 
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LS tahmin edicileri ni ku ııanı rsak test istatistiği aşağıdaki gibi olur: 
- I 

Vı. O O 1)1 -1) 

, (- - - -
)(, ~ 1)1 - 1),···,1)k-1) 

V,. O 
(23) 

Vk• 8k -8 
Burada Ô aşağıda tanımlandığı gibi birleştirilmiş LS tahmin edic İ sidir: 

Ô=±WiÔi/±Wi' wj= l /Vio, Yio = n. ar (l :s; j ::;; k). (24) 

1=1 1=1 '<' ( _ )' 
L." Plj uıul - Uı[·1 
j =l 

Ho altında büyük nj değerleri için x~, k-I serbestl ik dereceli Ki-Kare dağılımına 
sahiptir. Alternatif hipotez altında ise k- ı serbestlik dereceli, aşağıda verilen 
merkezsiz li k parametresine sahip merkezi olmayan Ki-Kare dağı lı r: 

- I 
Vı. O O 1)1 - 1) 

V,. o 
(25) 

V ko Ôk - O 

Burada Viodenklem (24)'deki ar 'nin ert (1 :s; i :S; k) ile değiştiri lmiş halidir. 

xr 'nin x.~ 'den daha güçlü olduğunu ispatlamak için 
n· n-

I· i 2p ~ o ( _ )' i ~( - )' 
ım --L~ij "iLl - Ui[.] >- L " ij - Uj 

n;-)ooo nj k j =l nj j =l 
(26) 

olduğunu göstennek yeterl idir. 

Soldaki limit [~~(U lj _ UI~]2:E[~I - z2/kr]' k ~ 2p - 3 
ı ]"'1 1 + z21 k 

(p ;, 2) şeklinde 

yazı labilir ve .r: (1 + z2 /k)- jdz = .Jk[3(1I2,j - 1/2) j ~ ı olduğundan buradaki beklenen 

2p(p - 1/ 2) p(p - 1/2) 
değer (p - v,) i (p + I)'dir ve ~ tüm p ( ;' 2) değerleri için 

k (p+ l) (p+ I)(p -3/ 2) 
birden büyük olduğundan denklem (26) sağlanmaktadır. 

Örnek olarak, k = 3 ve p = 3.5 iç i nx.~ ve x~ testlerİ nin sİmute edilmiş ı. tip 

hata ve güç değerl eri Tablo 6'da verilmektedir. MML tahmin edicilenne dayanan :d 
testinin üstünlüğü açıktır. 

Hatırlatma: Eğer cr; (1 :::; i :s" k) değerleri birbirine eşit olursa a; birleştirilmiş a2 ile 

değişt i rilir. Elde edi len test istat i stiği alternatifh ipotez altında denklem (24)'decr; 'nin 
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0
2 ile değiştirilmesi ile elde edilen merkezsizlik parametresine sahip (k-l, N-k), 

k 
N = ~>i , serbest lik dereceli merkezi olmayan F dağılır. 

j= i 

Tablo 6. (i) Ho : 8 1 = 02 = 03 (2) Ho : ıSı = oı = ô) = O hipotezleri için güç değerler i 

(I) (2) 
1.. LS MML LS MML 

0.0 0.063 0.054 0.057 0.054 
0.1 0.095 0.104 0.095 0. 101 
0.2 0.242 0.271 0.269 0.300 
0.3 0.553 0.591 0.552 0.600 
0.4 0.783 0.826 0.835 0.863 
0.5 0.932 0.955 0.957 0.971 

7.2. S; ~ O (1 ,; i ,; k) Testi 
HO:Öi = O ( I S; i ~ k) hipotezini Hı: Ôi *" O (bazı i için) altematifhipotezine karşın 

test etmek için ilgili test istat i st iği 

o 
o 

- I 
Bı 

Vk Bk 
şekl i ndedir. Burada Vi denklem (l l)'deki gibidir. 

(27) 

Dağılımlar ise aynen bölüm 7. ı 'deki gibidir. Sadece burada serbestlik derecesi 

artık k'd ır. Eğer af (1 ~ i S; k) değerleri birbirine eşit olursa af birleştiri lmişa2 ile 

değiştiri l ir . Elde edilen F i statistiğinin serbestl ik derecesi (k, N-k) olur. 

Örnek olarak, k = 3 ve p = 3.5 için MML ve LS tahmin edicilerine dayanan -l 
testlerinin simule edi lmiş ı . tip hata ve güç değerleri Tablo 6'da veri lmektedir. MML 
tahmin edic ilerine dayanan testin üstünlüğü açı ktır. 

7.3. Regresyon KatsayllarlDlD Bir KısmıolD Testi 
Ho:ôı = ôı = . . . = Ôq = O hipoteıini Hı :Ôj *" O (baıı i = 1,2, ... , q değerleri için) 

alternatif hipoteıine karşın test etmek için ilgil i test istatistiği denklem (2?)'de verilen 
test istatistiğinin parçalanması ile aşağıdaki şeki lde elde edi li r: 

- I 
VI O O Bı 

O 
(28) 

Vq Bq 

Dağılımlar ise aynen bölüm ?2'deki gibidir. Sadece burada serbestlik derecesi 
art ı k q'dur. 
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Eğer af (1 .:5 i s: k) değerleri birbirine eşit olursa (28)'deki Vi (1 ::; i s: q), 

~ k &2 2 q 2t q 
Vi = ; ir = "" (ni - 1)a. (N - k), N = "" nj ile değişt i ri lir. Elde 

2p n· ~ ı ~ 
IB;Ju;lil- ";[1)2 ;=1 ;=1 

j=1 

edilen test i statistiği nin Ho altında dağı lımı (q-ı, N-k) serbestl ik dereceli F olur. 

Öte yandan varyansların eşitliği dunımunda Ho:oı = Cıı = ... = Oq hipotezi 

H ı :ôj ;;t. Oj (bazı i * j = 1,2, .. " q değerler i için) altematifhipotezine karşın test edilmek 
istenir ise test istatistiği 

VI 
- I 

ii ı - ii O O 

2 (, , , , V2 O 
(29) X = OI -O, ... ,Oq - O 

Vq iiq - o 
olur. Burada S , denklem (24)'dek i gibi Ôj ' lerin ( I :5 i::;; q) birl eştiri lmesi ile elde edil ir. 

Ho altında dağı l ı mı (q- ı , N-k) serbestlik dereceli F o lur. 

7, SONUÇLAR 

Uygulamada sık rastlanan nonnal olmayan inovasyonlu bağımsı z basit doğrusal 
otoregresif modeller sisteminde ML tahmin edicilerinin hesaplanmasında sorunlar 
yaşanmaktadı r. Dolayısı ile çoğunlukla pratikte LS tahmin edicileri kullanılmaktadır. 
Ancak LS tahmin edicilerin in kullanı lması etkinl iği n kaybına sebep olmaktadır. 

Bu çalışmada uzun~kuyruklu simetrik aile incelenmiştir. MML tahmin edicileri 
bulunmuş ve etkili ve sağlam oldukları gösteri lmişti r. Ayrıca LS tahmin edici lerinin 
etkinliğinin MML tahmin edicilerine göre daha düşük olduğu görülmüştür. Bunların 
yanısıra MML tahmin edicilerine dayalı test istatistikleri gelişt i rilmiş ve bunların güçlü 
ve sağlam oldukları göster i lmiştir. Yine LS tahmin edicilerine dayanan test istatistikleri 
ile karş ı laştırıldığında bulunan test istatistiklerinin daha güçlü olduğu görülmüştür. 

Dol ayısı ile normalolmayan inovasyonlu otoregresif modellerde LS yerine MML 
tahmin edicilerinin kullanı l ması tavsiye edilmektedir. 
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ESTIMATION OF PARAMETERS AND 
HYPOTHESIS TESTING 

IN THE SYSTEM OF SIMPLE 
AUTOREGRESSIVE MODELS: 
SYMMETRIC INNOVATIONS 

ABSTRACT 

In ıhis study. the simpfe autoregressive modeJs system having 
symmetric imlOvaıiol/s have been iııvestigated aııd the methodology 
uııder ııon-norma/iıy has beeıı exıeııded to various independeııt sourees 
of iııformatioıı. Modifted /ikelihood esıimalors are obtained; robust 
and efficieııt statistics for testilig whether the parameter vee/or remains 
the same from oııe souree to another are developed. The estimalors 
al/d the test stalisıies obtained are eoıııpared /0 the eorrespondiııg 
least squares statislies wlıich are widely used bı this eoııtexl in 
applieations, andfound to give more aeeurale results. 

Key Words: Maximum Likefihood Estimators, Least Squares 
Es/imators, Modified Likelihood Eslimalors, 
Autoregressioıı, RobUSlness, NOIl-lıormality. 
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