Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi, 13(4), 1351-1360, 2023. DOI: 10.31466/kfbd.1272911

KF B D Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi
The Black Sea Journal of Sciences
ISSN (Online): 2564-7377  https://dergipark.org.tr/tr/pub/kfbd
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Biiyiik (Grand) Lorentz Uzaylarimin Bazi Temel Ozellikleri

Ilker ERYILMAZY ) Gokhan ISIK?

Oz

Lebesgue uzayi kavrami bilyiikk Lebesgue uzay1 kavramina agirlikli ve agirliksiz olarak genellestirilmis olup klasik
Lorentz uzay1 kavramida benzer mantikla blyik Lorentz uzaylarina genellestirilmistir. Bu ¢alismada biiyiik Lorentz
uzaylarin1 yeniden diizenleme fonksiyonu ile normlandirmak yerine maksimal fonksiyon kullanarak 1< p,q <oo igin

yeniden diizenlemeler altinda degismez olan bir Banach fonksiyon uzay1 oldugu gosterilmistir. Ayrica biiyiik Lorentz
uzaylarindaki kapsama 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Distribution fonksiyonu, Lorentz uzayi, bityiik Lorentz uzay:.

Some Basic Properties of Grand Lorentz spaces

Abstract

The concept of Lebesgue space has been generalized to the large Lebesgue space with non-weight and weight, and the
classical Lorentz space concept has been generalized to large Lorentz spaces with a similar logic. In this manuscript, it is
demonstrated that there is a Banach function space that is invariant under rearrangements using the maximal function
instead of normalizing the large Lorentz spaces with the rearrangement function for 1< p,q < oo. In addition, coverage

and inclusion properties in large Lorentz spaces are investigated.
Keywords: Distribution function, Lorentz space, grand Lorentz space.
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1. Giris

(Iwaniec ve Sbordone, 1992) calismasinda Lebesgue uzayr kavramini genellestirip biiytlik
(grand) Lebesgue uzaylar1 adin1 verdikleri yeni 6lgiilebilir, hemen her yerde esit integrallenebilir

fonksiyon siniflarin uzayini tanittilar. Buna gore (grand) biiyiik Lebesgue uzaylar1 1< p < oo olmak

lizere L ile gésterilen (0,1) tizerinde tanimli tiim Ol¢iilebilir fonksiyonlarin denklik siniflarinin

1
p-¢
,u

seklinde tanimli norma gore bir (rearrangement-invariant) yeniden diizenlendiginde degismez kalan

uzayidir. Herhangi bir g € L” igin

O<e<

o1, = 0 [ a0

Banach fonksiyon uzayidir. Ayrica 0 < & < p—1 oldugunda L” = L” < L"** kapsamalari gergeklesir.
Biiytlik Lebesgue uzaylar1 iizerinde elde edilen yeni sonuglar (Fiorenza, 2000; Fiorenza ve Karadzhov,
2004; Kokilashvili, 2009; Kokilashvili, 2010; Kokilashvili ve Meskhi, 2009; Meskhi, 2015; Meskhi,
2011, Samko ve Umarkhadzhiev, 2011a; Samko ve Umarkhadzhiev, 2011b) calismalarinda

gozlemlenebilir. 1< p<o ve w bir integrallenebilir agirlik fonksiyonu olsun. LP) ile gdsterilen

agirlikl biiyiik Lebesgue uzaylari (0,1) iizerinde tanimli ve her u e L?) igin

ol = 200 <ffaCol” wixiaut|

O<e

normunu sonlu kilan fonksiyonlar uzayidir. Bu uzaylar (Fiorenza ve ark, 2008) calismasinda

tanimlanmis olup yine ayni ¢aliymada L? uzayi iizerindeki maksimal operatdriin smirliligimni
incelemislerdir. L' uzaylar iizerindeki Riesz potansiyelinin siirhlign (Kokilashvili ve Meskhi,

2009) calismasinda karakterize edilmistir. Burada belirtilmesi gereken bir nokta, biiyiik Lebesgue
uzaylarmin (agirlikli veya agirliksiz) sonlu 6l¢lim kiimeleri {izerinde tanimlandigidir. (Samko ve
Umarkhadzhiev, 2011a; Samko ve Umarkhadzhiev, 2011b) gibi baz1 makalelerde bu uzaylar genel
kiimeler {izerinde de tanimlanmistir. Bunlarin yani sira (Pankaj ve Kumari, 2012) ¢calismasinda klasik
agirlikli Lorentz ve agirlikli biiylik Lorentz uzaylarinin kavramlar1 karsilagtirilmistir ve maksimal
operatoriin sinirlilig incelenmistir. Biiylik Lorentz dizi uzaylarinin temel 6zellikleri ve bu uzaylar

tizerindeki ¢carpim operatorleri (Ogur, 2020) calismasinda incelenmistir.
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2. Materyal ve Metot

Bu caligmada X :(X,Z,,u) ile bir o —sonlu dlgiim uzayni, L(,u) ile X iizerinde taniml
2 —0l¢iilebilir fonksiyonlarn denklik siniflarinin lineer uzaymi ve y, ise A kiimesinin karakteristik
fonksiyonu gosterilecektir. Herhangi bir v fonksiyonu X 6l¢tim uzayi tizerinde Olgiilebilir

(measurable) bir fonksiyon olsun ve 4, (-) fonksiyonunu y >0 icin
2 (y) = uixe XV (x) > v}
seklinde tanimlansmn. Bu A4, (+) fonksiyonuna, v fonksiyonunun dagilim fonksiyonu denir. Ayrica
t>0 ve infJ=o0, supd =0 olmak lizere
vV (t)=inf{y>0:4(y)<t}
=sup{y >0:4,(y)>t}

seklinde tanimlanan v~ fonksiyonuna v fonksiyonunun yeniden diizenlenmis (rearrangement)

fonksiyonu, x>0 olmak Uzere

biciminde simgelenen v~ fonksiyonuna da v fonksiyonunun ortalama fonksiyonu denir.
Yine 4, () v () vev’ () fonksiyonlariin tanim kiimeleri lizerinde artmayan ve ayni zamanda

sagdan siirekli fonksiyonlar oldugu biliniyor (Blozinski, 1972a; Blozinski, 1972b; Chen ve Lai, 1975;
Hewitt ve Ross, 1963).

Tanmm 1. f, (X,Z,,u) 6lgtim uzay1 tizerinde tanimli, 6l¢tlebilir bir fonksiyon olsun ve

o 21 q %
{%_[Otp (f(t)) dtJ ;0<p<oo,0<g<o
|f

p.q.u

=|f
p.g

1

suptgf*(t) 0<p<oo,q=00

t>0

seklinde tanimlansin. O zaman || f ”; ¢ <@ kosulunu saglayan X {izerinde taniml ve dlcilebilir f

fonksiyonlarinin hemen hemen her yerde esitlik bagintisina gore olusan denklik smiflarinin vektor
uzaymna Lorentz uzay1 denir ve L( p,q)(X): L( p,q,,u)(X) ile gosterilir (Hewitt ve Ross, 1963;
Rieffel, 1967).

Ozel olarak p=r=q almirsa
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|f

IR I : "
Ay a) <[fireorase| <o
oldugu literatirden biliniyor. Bunun sonucu L(r,r, z)(X)=L"(X) ¢ikar (Hewitt ve Ross, 1963).

Eger L( p,q)(X) Lorentz uzay1 tizerine her f e L(p,q)(X) igin

- %
e 0T a] ocpenocacs

1

supth**(t) 0<p<oo, =

t>0

[#lloq =1, =

seklinde tamimlanan ||||pq fonksiyonu konulursa bu fonksiyonel bir norm olup

=1l
(L(p,q)(X),“-”pyq) uzayl bu norm altinda 1< p<o,l<g<oo; p=1=q veya p=owo=q Iigin bir

Banach uzayidir. Son olarak 1< p<o ve 1<g<o iken X iizerinde tanmimli, 6l¢llebilir bir f

fonksiyonu igin

*

p
L L LA

*
p.q

esitsizligi vardir. Yani |- ||pq fonksiyoneli ||- ||p , hormuna denktir (Chen ve Lai, 1975; Hewitt ve Ross,

1963).

(Pankaj ve Kumari, 2012) calismasinda tanimlanan Biiyiilk Lorentz uzaymin taniminda
kullanilan f*(-) yerine f**() kullanarak Banach fonksiyon uzay1 olan (grand) biiyiik Lorentz
uzaylar1 agagidaki gibi tanimlanir.

Tanmm 2. X = (0, 1) tizerinde tanimli, Ol¢iilebilir ve

[l =]
p.a)

fonksiyoneline gére normu sonlu olan kompleks degerli 6lgiilebilir fonksiyonlarin denklik siniflarmin

olusturdugu uzaya (Grand) Biiyiik Lorentz uzayi denir ve L, (X,Z, ,u) semboliyle gosterilir.
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3. Bulgular ve Tartisma
Lemma 1. Herhangi g € L(p,q)(X) icin

trg” (t)g[ng lgl.. (3.1)

esitsizligi vardir (Castillo ve Rafeiro, 2016).

Teorem 1. (X,%,u) bir c-sonlu olgim uzayi, 1<p<ow ve l<r<c olsun. O zaman
L( p, I’)(X ) c Lp,r) (X,Z,,u) kapsamasi gerceklesir.

Ispat. Herhangi bir feL(p,r)(X) i¢in l<r<oo olmak uzere (3.1) esitsizligi ile

O<e

1
1 r-¢ e —e
111, = Sup {L{[(t”f** J tpldtJ olmak tizere
0

1
r-¢ r-¢

[1],,, = s Cofloee@)] oa| < su _gj ||f|| o
PO ocpara| P g 0<s<r-1 pr

1

1
(5T 101 e [ e[ ] 1,

elde edilir. Sonug olarak 1<r<oo oldugunda L(p,r)(X)c Lp’r)(X) kapsamas1 saglanir. Yine

=

r=o0 oldugu durum i¢inde herhangi bir uel(p,o)(X) icin
1 1

If]],.., =supt®f(t) < stljg)tE f*(t) =] f||,, esitsizligi saglandigindan 1< p<oo,l<r<oo icin

O<t<1

L( p, r)( X ) <L,y (X ) kapsamasi bulunur.

1

Ornek 1. 1<r<w olmak lzere X =(0,1) kiimesi iizerinde tammli olan g(x):ﬂx '
r

fonksiyonunu alalim. g, X tizerinde tanimli Olgiilebilir (stirekli) bir fonksiyon olup bu g

fonksiyonunun dagilim fonksiyonu
4, (y)=D, (y)zu{xE X g (x)|>

olarak bulunur.
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Ayrica 1 >0 olmak lizere g fonksiyonunun yeniden diizenlenmis fonksiyonu

0, t>1
g*(t):inf{y:y>0,/19(y)st}: r— 1tﬁ 0<te1
r
ve g fonksiyonunun ortalama fonksiyonu da
1t 0, t>1
f! t?, 0<t<1

seklinde bulunur. Sonug olarak g(x)= r=1, fonksiyonu igin 1< q <o olmak tizere,
r

0" 1 9 g (1 1)d
”g”r,q: ?_([ trg (t) T =

elde edilir. Yani g & L(r,q)(X) bulunur. Ote yandan

L 1
1\ Jae —
“g"rqrofipl[r () J - [3ef e <q e

olur. Buise g €Ly q)(X) demektir. Boylece L(r,q)(X)0 L, (X) oldugu goriliir.
Teorem 2. (X,Z,u) bir sonlu 6lgiim uzay1 olmak tizere

) 1<r<oo, 1<g<m<oo icin Ly gy (X)c Ly m(X) ve

i) 1<r<k<oo, 1<q<oo igin Lk,q) (X ) c Lr,q) (X) kapsamalar1 gerceklesir.

fspat.

1356

(i) Kapsamanin varligin1 gostermek icin bazi esitsizliklere ihtiyag duyulacaktir. Bunun igin

1<g<m<oco oldugundan

Lom, Yo (o e s
[s' (f(s)) dsj :Us r (f(s)) s T ds]

0

integralinde a=J" 8, b

o
”
o]
|
3

kullanilirsa,

parametreleri ve s T ds ol¢limiine gore Holder esitsizligi



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 13(4), 1351-1360, 2023 1357

Lom, L Ve (L) e e
Usf (f7(s)) ds] = Is " (f(s)) s dsJ
0 0
\os N
1 (m-e) 3 (er) e 1 (e Yo |
< [I(s r (f**(s))mgj s T ds} (J'lbs f dsjb
0 0
(55 e ™ g = rjm—(gxnn?—s)
S IGRGOINE
elde edilir. Sonug olarak
1 m i 1 q r; &
[J 5771( f(s))" ds} < U 5771( f(s))"" dsj (Lj(q_g)(m_g) (3.2)
0 0 2
esitsizligi bulunur. Buradan
1 1
B m ! ?—1 . M—e E_ qm 1 ?—1 m-e m-¢
”f”r'm) _oil;lnEJl[ r 8'!8 (f (S)) dSJ _0<ilin91[r q g‘([s (f (S)) dS]
1

1 1
sop L s (o) as |
- oiligfl ( r 8) ( q J ('([S ( f (S)) dSJ

ifadesinde (3.2) esitsizligi kullanilirsa C(r,q,m,¢) bir sabit olmak tzere

1 1 =
q Yoe(m\nef ~2 L me, |™°
”f”r’m) :osupl [Fg) [aj Ljsp (f (S)) dS]
<e<Mm— 0

Lo qi (9-m)
q m-z (M \m-¢ a4 q-e (1 \(g-¢&)(m-¢)
S L - r f d J—
o 2] (qJ [{S () ] 2
1 1
=C(r,q,m,¢) su (q jq_g j‘s?l(f**‘(s))qus -
= 4, ’80<g<5—1 rg 0
:C(r’q’m’g)”f”r,q)

bulunur. Sonug olarak || [}, <C(r,q,m,&)-[f] . esitsizligiyle kapsama goriiliir.

q 9
(i) g=o ise 1< p<k, %<1<1 ve te(0,1) oldugundan t* >t" yazilir. Herhangi bir
p

1 1

vel,, (X) icin her iki tarafin supremumu almirsa ||v||pw) =supt’v” (t)<suptv™(t)= ||v||kw) elde
' O<t<1 O<t<1 '
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edilir. B ise Ly o) (X) € Lp ooy (X) demektir. Simdi kabul edelim ki 1<q<oo olsun. 1< p<k,

9. a4,
%<1<1 ve t (0,1) oldugundan t ">t?  olup herhangi bir f e L, (X) igin
0 ,
1
19,

1 a-¢ q 1
1 1 & -& =
|1, = sup ﬂej(tpf**(t)J todt| = sup [ﬂg_[tp ()" dt}q

O<e<qg-1 p 0 0<e<g-1 p 0

1 1
La. e Jae q-¢
< sup (g—igjtk 1(f"‘*(t))q dtjq = sup (%jq [
0

O<e<qg-1 O<e<q-1

k
= B” f ”k,q)

elde edilir. Sonug olarak her iki durumdada 1< p <k <o ve 1<q<o igin Ly oy (X) < Lpq)(X)
kapsamasi gerceklesir.

Ornek 2. (X,Z,u) bir o— sonlu o6lgiim uzayr olmak lizere herhangi bir Eex igin

L4(8)

} bulunur. Yine l<s<o ve 1<r<ow igin
S

Z;(S):Z[O,y(E))(S) ve Z:(s)zmin{

1

s 1 1
el . :[gj (1(E))" ve |zel,, =(#(E))" oldugundan y_eL(r,s)(X) olur. Teorem 1 ile

Ze €L, (X) yazilir. Ayrica

1

S

L s T Y
lel,. - s (3 0 ) ssenfuie)y, 1eses
Ellrs) —

1 r _
supt 7" (1), S=00 (u(E)), 3=

O<t<1

bulunur.

4. Sonug ve Oneriler

Bu caligmada bazi topolojik oOzellikleri verilen biiylik (grand) Lorentz uzaylari, Lorentz
uzaylari, Lebesgue uzaylar1 ve Hardy uzaylar1 dahil olmak iizere ¢esitli diger fonksiyon uzaylarinin
genellestirilmesidir. Bu uzaylar, Lebesgue ve buyuk (grand) Lebesgue uzaylari tarafindan iyi
yakalanamayan, sonsuzda bozulma davranisi sergileyen fonksiyonlarin incelenmesinde 6zellikle

faydalidirlar.
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Buyuk Lorentz uzaylarinin, kismi diferansiyel denklemler teorisi, harmonik analiz ve
fonksiyonel analiz dahil olmak tizere ¢ok ¢esitli matematiksel alanlarda uygulamalar1 vardir. Biiytlik
Lorentz uzaylar: ve ilgili kavramlarin uygulandigi bazi 6nemli alanlar sunlardir:

Buylk Lorentz uzaylari, 6zellikle Fourier analizi baglaminda fonksiyonlarin davranigin
incelemek i¢in harmonik analizde uygulanabilir. Fonksiyonlarin bozunum 6zelliklerini ve Fourier
serilerinin yakinsamasini anlamak i¢in daha genis bir ¢erceve saglayabilirler.

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin incelenmesinde Lorentz uzaylarinin yetersiz
kaldig1 durumlarda biiyiik Lorentz uzaylar1 kullanilabilir. Eliptik, parabolik ve hiperbolik denklemler
dahil olmak iizere gesitli kismi diferansiyel denklem tiirlerine yonelik ¢oziimlerin diizenlilik ve
bozunum 6zelliklerinin analiz edilmesine yardime1 olurlar.

Buylk Lorentz uzaylari, agirhigin uzaydaki p 6lgiisii ile belirlendigi agirlikli fonksiyon
uzaylar1 olarak goriilebilir. Bu agirlikli uzaylar, biiyiikliiklerine bagli olarak davraniglar1 degisen
fonksiyonlarin incelenmesinde 6nemlidir.

Kismi diferansiyel denklem teorisinde 6nemli olan Sobolev uzaylar1 bllylk Lorentz uzaylari
ile iligkilendirilebilir. Blylk Lorentz uzaylari, fonksiyonlarin Sobolev uzay1 6zelliklerini bozunma
ve diizenlilik agisindan incelemek i¢in kullanilabilir.

Bunlarin yanisira Dagitim teorisi, Olasilik teorisi ve Dalgacik (wavelet) analizinde yeni

sonuglarin elde edilmesinde yardimci olabilir.

Yazarlarin Katkisi

Tiim yazarlar calismaya esit katkida bulunmustur.

Cikar Catismasi1 Beyani

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.

Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan caligmada arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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