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Oz

Elipsoit yiizeyinde egriliklerin degisken olmasi nedeniyle temel 6dev problemlerinin diizlem ve kiirede oldugu
gibi her kosulda sonu¢ veren basit bagmtilart yoktur. Jeodezinin tarihsel gelisiminde problem, uygulamada
yeterli oldugundan uzakliklarin 100km den kiigiik oldugu nokta konumlarina yonelik ele alinmis ve gesitli
¢Oziim yontemleri gelistirilmistir. Bilimsel ve teknolojik gelismeler sonucu uzak noktalar arasinda da gecerli
¢Oziimler ortaya ¢ikmistir. Bu ¢aligmada kaynaklarda yer alan ¢ok sayida yontemden yaygin kullanimi olan {ig
yontem ele alinmis birbirleri ile kargilastirilmigtir. Elde edilen sonuglar her tiir uzunlukta biiyiik uzunluklar igin
gelistirilmis Vincenty yontemin tercih edilmesi gerektigini gostermektedir..

Anahtar Kelimeler: Matematiksel jeodezi, elipsoit, temel ddev ¢ozumleri

A Review on Fundamental Calculation Solutions on the Ellipsoid
Surface

Abstract

Because the curvatures of the ellipsoid surface are variable, there is no simple relation that yields results under
all conditions, such as the fact that the Fundamental calculation problems are plane and spherical. In the
historical development of geodesy, the problem has been dealt with in terms of locations where the distances
are 100 km small, and various solution methods have been developed. Valid solutions have also emerged
among the far-reaching points of scientific and technological development. In this study, three methods which
are widely used in many of the sources in the sources have been discussed and compared with each other. The
results show that the Vincenty method developed for large lengths of any length should be preferred.

Keywords: Mathematical geodesy, ellipsoid, fundamental calculations solutions

1. GIiRis

Temel 6dev ¢ozumleri bir ylizey Uzerinde iki
koordinat sistemi arasinda doniisiimden bagka
bir sey degildir. Birinci temel 6devde bir
noktanin dik koordinatlari, bir baska noktaya
olan dogrultu acist ve uzaklik biliniyorken
ikinci noktanin dik koordinatlar1 bulunur.
Burada dik koordinat kutupsal koordinat
doniisiimii s6z konusudur. Ikinci temel d6devde

ise iki noktanin dik koordinatlar1 biliniyorken
aradaki kenar ve bu kenarin dogrultu agisi
bulunur. Problemi kiire ylizeyine tasirsak
burada cografi koordinat kursel kutupsal
koordinat (azimut, biiyiik daire yay uzunlugu)
doniisiimii  s6z konusudur. Diizlemde ve
kirede analitik geometri ve  kiiresel
trigonometri yardimiyla problem noktalarin
birbirlerine goére uzakliklarindan bagimsiz
olarak ¢ozulir.
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Elipsoit yuzeyinde problemin ¢6zimi basit
degildir. Uydu jeodezisi dncesi triyangiilasyon
yontemi ile aglarin olusturuldugu doénemde
noktalarin birini gérme zorunlulugu nedeniyle
uzakliklar en c¢ok 100km olabiliyordu. Bu
donemde 100km alti uzakliklarda gegerli
¢o6zim  yontemleri  ortaya c¢ikmis  ve
kullanilmigtir. Uydu tekniklerinin jeodezide
kullanimi ile noktalarin birbirini gorme
zorunlulugu ortadan kalkmis ve aralarindaki
uzakliklar1 ~ binlerce  kilometreye ulasan
noktalar arasinda da temel 0dev ¢Oziimlerine
gerek duyulmus ve bunu ¢ozen yontemler de
ortaya ¢ikmugtir.

Elipsoit ylzeyinde temel 6dev c¢ozimleri 4
grupta toplanabilir (Demirel ve Ustiin 2013,
Grossman 1976).

1. Jeodezik egrinin diferansiyel denklemleri
ile elde edilen Legendre serilerine dayanan
yontemler: Bu kapsamdaki seriler cabuk
yakinsamadigindan hesaplama giigliikleri
s0z konusudur. Serilerde bazi kisaltilmalar
yaparak daha hesaplamaya elverisli seriler
elde edilmistir. Bunlarin en ¢ok bilinenleri
Screiber’in birinci temel 6dev ¢6zimi ve
Gauss Ortalama Enlem Yontemi’dir. Bu
yontemler biylk uzunluklar icin sonug
vermez.

2. Jeodezik egriyi olusturan noktalar ve
kutbun olusturdugu elipsoidal liggen ile
kiiresel  iliggen arasindaki iligkiden
yararlanilan  yontemler: Bu yaklagim
biiyiik uzunluklar icin gelistirilmis olup, en
yaygm kullanilan1 Vincenty Ydéntemi’dir
(Vincenty 1975).

3. Elipsoidin diizleme ya da kiireye izdiigiimii
yapilip, hesaplama bu yiizeylerde yapilir.
Daha sonra elipsoide ters izdiisim ile
cozim elde edilebilir. Bu grupta
uygulamada en c¢ok kullanilan1 Gauss-
Kriiger  Projeksiyonu’nda  indirgeme
bagintilar ile yapilan ¢oziimdiir (Demirel
ve Ustiin 2013, 5.180).

4. Baz ¢oziimlerde jeodezik egri yerine kiris,
normal kesit yayi, loksodrom ya da ug
noktalarindaki azimutlar1 bu noktalardan
gecen normal kesit egrisinin azimutlarina
esit olan egriler kullanilir.

Arastirmanin Amaci

Bu caligma ile temel 6dev ¢oziim yontemleri
bir biri ile karsilastirilacak, hangi durumlarda
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hangi yontemin uygun oldugu irdelenecektir.
Uzak noktalar arasinda ¢o6ziim saglayan
Vincenty yontemi yakin noktalar arasinda da
gecerlidir. Ancak bu yontemin hesap yuki
daha fazladir. Noktalar arasi uzakliga bagh
olarak Vincenty yodntemine altenatif daha az
hesap yiikii olan yontemlerin kullamlabilirligi
irdelenecektir.

Bu c¢alismada kullanilan notasyon Ek A’da
verilmistir.

2. TEMEL ODEV ¢OzUM
YONTEMLERI

Temel 6dev cozumlerinde temel olarak iki
hesaplama/doniisiim s6z konusudur. Birinci
temel 6dev probleminde bir noktanin cografi
koordinatlar1 (elipsoidal enlem ve boylam),
ikinci noktaya olan jeodezik egri uzunlugu ve
jeodezik egrinin birinci noktadaki azimutu
biliniyor iken ikinci noktanin cografi
koordinatlarinin ve ikinci noktadaki azimutun
bulunmas: istenir. Kiire ve elipsoitte jeodezik
egri meridyenleri sabit a¢1 ile kesmediginden
jeodezik egrinin azimutu iizerinde bulunan her
noktada farkhdir. Ikinci temel odev
¢oziimiinde ise iki noktanin  cografi
koordinatlar1 biliniyorken aralarindaki jeodezik
egri  uzunlugu ile jeodezik egrinin ug
noktalarindaki azimutlarin bulunmasi istenir
(Sekil 1). Kisaca ozetlemek gerekirse temel
odev ¢ozuimleri asagidaki gibi ifade edilir.

Birinci Temel Odev:
Verilenler: ¢, A, ;, S Istenenler: @,, 4,,a,
Ikinci Temel Odev:

Verilenler: ¢, 4, ®,, A, Istenenler: S, a,, a,
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Sekil 1: Temel 6dev ¢oziimi

Bu baslik altinda kiiciik ve biiyiik uzakliklarda
kullanilan ii¢ yontem ele alinacaktir. Tim
bagintilarda ag1 birimi radyan olarak alinmustir.
Ikinci noktadaki azimut ise P1P, dogrultusunda
almmustir (Sekil 1).

Schreiber’in Birinci Temel Odev Coziimi

Schreiber, Legendre serilerinde kisaltma
saglamak i¢in jeodezik egri uc¢ noktalan ile
ikinci noktadan birinci noktadan gecen
meridyene inilen dik ayagi noktasiin (Py)
olusturdugu dik ti¢genden yararlanilir. Bu
icgen bu bolgede elipsoide yakinsayan bir
kirede kiresel dik l¢gen kabul edilir. Bilyuk
uzunluklar i¢in gecerli bir yontem degildir
(Grossman 1976).

Sekil 2: Schreiber’in birinci temel 0odev

¢Ozuma
u=Scosg,
: 3)
v=_Ssing,
2
Vv
X=U1l+—
3R¢,
4)
2
u
6RS;
X 3pitx’
N 2N?
¢f :(01 +V12 ' 2.3 12 2 242 (5)
X (l_tl +1 _5771t1)+m
2N
tey?
2N 6
Py = Py "’Vf2 v ©)
e 43 2 —opt?)

24N}
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y iy’
1 | Ny 3NY
A=A+ ()
? cos @, +tfy5(1+3t$)
15N°

Gauss Ortalama Enlem Yontemi

Gauss ortalama enlem yodnteminde jeodezik
egrinin ortasinda bulunan noktadan
yararlanilarak Legendre serilerinde kisaltmalar
yapilmistir. Bu sekilde elde edilen Gauss
ortalama enlem bagintilari, ortalama enlem,
boylam ve azimut,

g0:¢1+¢2,l:/11+/12,a=a1+a2 ®)
2 2 2
olmak zere,
1+2+3t2+2772v2+
u 24N?
Ap=—- )
M 232 )
n (t 21u2
8N
2
S t ~V2 -
Al = 24N (10)
Ncose| 2+7n° —-9p%* ,
24N?
2 2
vt +2+2t4;2277 v
Ao =— ) - (11)
N| 2+7n°+9n% ¥
24N?

seklindedir. Birinci temel 6dev probleminde
ortama degerler (8) bilinmediginden iteratif
olarak ¢oziim gereklidir. Baslangig degeri
olarak @=¢,, a=q; almp, (9) ve (11)
esitliklerinden iteratif olarak ¢, a, A@ ve

A« belirlenir. Elde edilen son degerler (10)
esitliginde yerine konularak ¢Oziim
gergeklestirilir.

Ikinci temel 6devde ortalama degerler (8) belli
oldugu i¢in yontem daha kullanighidir (Demirel
ve Ustiin 2013, Grossman 1976). Bu amagla
ortalama enlem bagintilarinda u ve v (3)
parametreleri ¢ekilerek diizenleme yapilir.
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1- (ALcosgy
u=MAg 24 (12)
772 tZ _1 )
— i Ap® +
1 . )
l——4(A/15|ngo)
v =NAACOS @ s (13)
+1n” -9t Ag? +
24v*
1 2
1- Ig (ALcosp)
Aa =Alsing (14)
+3+8772A 2,
vt 7
tang =—
u
A
n=a-—- (15)
A
a,=a+—
2
S =u®+Vv? (16)

Vincenty Yontemi

Blyuk uzunluklarda ¢oziim saglayan bu
yontemde yarigapi ekvator yarigap: kadar olan
bir yardimci kiireden yararlanilir. Jeodezik egri
ile yardimer kiirede olusan biiyiik daire yayi
arasinda iliski kurularak olusturulan i¢ ice
esitliklere dayali bir ¢oziim yapilmistir
(Vincenty 1975).

Birinci Temel Odev

[lk olarak birinci noktanin enlemi

(£),
yardimer kiire iizerinde ekvatordan birinci
noktaya kadar acisal biiyilk daire yay1
uzunlugu (o1) ve jeodezik egrinin ekvatordaki

azimutu (cex) hesaplanir.

1
tan B, = ———=tang, (17)
V1+e'”?
tan
tano, = cosg 1 (18)
1
sina,, =Cos g, sing, (19)

A ve B biiyiikliikleri hesaplanir.
U’ =e'cos’ a,
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u’ _ _ _
A:1+m{4096+u2[— 768+ 1°(320 -17507 )

o2

B = {256 +u°[-128.+ 0°(4 - 4707 ]

(20)
Ao parametresi, o baslangic degeri,
S
o=—
bA

almarak, Ao parametresindeki degisim 104
degerinden kiiciik oluncaya iteratif olarak
asagidaki bagintilarla hesaplanir.

20, =20,+0

Ao = Bsin a{cos 20, + % B[cos 0'(—l+ 2cos’ Zom)
—% Bcos 20, (~ 3+ 4sin® o |- 3+ 4cos? 20m)}

G=i+AO'

bA (21)

Bu sekilde o, ve o parametreleri de iteratif

olarak belirlenmis olur. ikinci noktanin enlemi,

sin B, coso +cos S, sino cos o,

tang, = T
@-f )[sin2 a+(sin B, sino —cos B, COSJCOSai)ZF
(22)
boylami,
tan A = sinosina,
cos S, coso —sin S, sino cos o,
f
C= Ecos2 a4+ 1(4-3cos )
o+Csino
ALl =Aw—-(1-C)fsina{[cos2a,
+Ccosa(-1+2cos? 20,
Ay, =4 +AL (23)
ikinci noktadaki azimut,
tana, = SIN e, (24)

—sin f;sino + €os f, Coso CoS

seklinde hesaplanir.
ITkinci Temel Odev

Ikinci temel d6dev c¢ozimiinde ilk olarak ilk
olarak iki noktamin indirgenmis enlem
degerleri hesaplanir.
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tan ¢,

1
+

1
+

Yardimer kiirede boylam farki degeri (Aw),
baslangi¢ degeri,

Aw=AA

almarak degisim 10 den kigik oluncaya
kadar asagidaki bagmtilar tekrar edilerek
iteratif olarak hesaplanir.

tan ¢, (25)

sin? o = (cos B, sin Ao’ +(cos 3, sin 8, —sin B, cos B, cos A )
coso =sin S, sin 3, +Cos 3, cos 3, COSAw
sina,, = CoS f3,cos B,sinAw/sinc

cos 20, = cosco —2sin B, sin B, / cos’ a,,
C= %coszozek [4+ f(4—300520¢ek )]

Aw=AA+(1-C)fsina,
{o-+ Csinolcos 20, + Ccosa(-1+ 2c0s? 26, ||
(26)

Jeodezik  egri  uzunlugu, A, B ve
Ao parametreleri (20) ve (21) bagmtilariyla
hesaplandiktan sonra,

S =bA(oc - Ao)

bagmtis1 ile bulunur. Jeodezik
azimutlar1 asagidaki bagintilardan hesaplanir.

(27)

egrinin

cos 3, sin Aw
tanga, = : -
cos S, sin B, —sin B, cos 5, cosAw
cos g, sinAw
tana, = — 2 -
—sin f, cos S, + cos S, sin S, CosAw

(28)

llgili bagintilardan goriildiigii iizere Vincenty
Yontemi hesap yiuki fazla ve iteratif
hesaplamalara duyarl: bir yontemdir. Biiyiik ya
da kiigiik tim jeodezik egri uzunluklarinda
gegerlidir.

3. ARASTIRMA

Bu Dbaslik altinda Schreiber ve Gauss
yontemlerinin hangi kosullar altinda yeterli
dogrulukta ¢6ziim sagladigi irdelenecektir. Bu
amacla belli uzakliklarda bir nokta etrafinda
elipsoit ylizeyinde bir ¢ember olusturan 1°
azimut farkiyla noktalar olusturulmustur.
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Elipsoit ylizeyinde egriliklerin degisimi enlem
ve yone bagli oldugundan boylam sabit tutulup
yukaridaki  hesaplama  10°-80°  enlem
araliginda 10°nlem farklar1 ile tekrar
edilmistir. Bu sekilde degisik enlemlerde ve
yonlerde ¢ok sayida nokta elde edilmistir. Bu
noktalarin ~ Vincenty  yOntemine gore
koordinatlart dogru kabul edilerek, Schreiber
ve Gauss Ortalama Enlem ydntemlerinden elde
edilen degerlerle farklarindan yararlanilarak
standart sapmalar hesaplanmustir.

Matematiksel jeodezide cografi koordinatlarda
0.0001",  azimutta  0.001"  dogrulukta
hesaplama istenir (Demirel ve Ustiin 2013,
s.104). Schreiber yéntemi ile elde edilen ikinci
noktanin cografi koordinatlari ve azimutunun
standart sapma  degerleri tablo 1°de
gorilmektedir. Bu yodntem ikinci noktadaki

azimut (o,) degerleri agisindan 50km iizeri

kenarlarda yeteri kadar dogru degildir. Cografi
koordinatlar agisindan ise 90km uzakliklara
kadar yeterli dogruluk saglamaktadir.

Gauss Ortalama Enlem Yontemi i¢in yapilan
test sonuglar1 Tablo 2°de goriilmektedir. Tkinci
noktadaki azimut acisindan 100km ye kadar
kenarlarda yeterli dogruluk saglanmaktadir.
Cografi koordinatlar agisindan bakildiginda
70km kadar kenarlarda elde edilen standart
sapmalar uygundur. Tablo degerlerinden
goriildiigii tizere iki yontem dogruluk agisindan
farkli sonuglar vermistir.

Tablo 1: Schreiber Yontemi Test Sonuglari
" Nokta Uzaklik
o Sayist  (m)
0.001280 2880 50000
0.003184 2880 60000
0.006886 2880 70000
0.013443 2880 80000
0.024271 2880 90000
0.041197 2880 100000
0.066525 2880 110000
0.103093 2880 120000
0.154338 2880 130000
0.224368 2880 140000
0.318033 2880 150000

s, s) S
0.000003 0.000002
0.000009 0.000006
0.000022 0.000018
0.000050 0.000046
0.000101 0.000104
0.000191 0.000218
0.000339 0.000426
0.000574 0.000787
0.000930 0.001384
0.001455 0.002338
0.002208 0.003811

Kaynaklarda her iki yontem icin de 100km’e
kadar uzakliklarda kullanilabilecegi bilgisi
yapilan test ile tam olarak
dogrulanmamaktadir. Bu iyimser degerlerin
orta enlemli bolgelerde yapilan hesaplamalara
dayandig1 diisiiniilebilir. Burada yapilan analiz
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daha genis bir enlem

gerceklestirilmigtir.

araliginda

Tablo 2: Gauss Ortalama Enlem Yo&ntemi Test

Sonuglari
" Nokta Uzaklik

Sf/’ S;{ SZ Sayist (m)
0.000009 0.000030 0.000031 2880 50000
0.000022 0.000075 0.000078 2880 60000
0.000048 0.000164 0.000170 2880 70000
0.000094 0.000320 0.000332 2880 80000
0.000169 0.000578 0.000600 2880 90000
0.000286 0.000982 0.001020 2880 100000
0.000461 0.001588 0.001648 2880 110000
0.000713 0.002464 0.002557 2880 120000
0.001066 0.003694 0.003833 2880 130000
0.001546 0.005377 0.005578 2880 140000
0.002185 0.007632 0.007917 2880 150000

4. SONUC

Bu calismada elipsoit ylizeyinde gelistirilmis
temel Odev ¢oziim yontemlerinden Schreiber,
Gauss Ortalama Enlem ve Vincenty yontemleri
ele almmustir. Biiyllkk uzunluklar i¢in
gelistirilmis yontemler kiiciik uzunluklar igin

de gecerli sonuglar verir. Bu c¢alismada
Schreiber ve Gauss Ortalama Enlem
yontemleri Vincenty yontemi ile

karsilastirilmigtir. Her iki yontemin de genel

kaninin aksine 100km ye kadar yeterli
dogrulukta  sonu¢  vermedigi, 50-70km
uzakliklara ~ kadar  gilivenilir  olduklar1

belirlenmistir. Bu sonuglara gére daha fazla
hesap yiikii getirmesine ragmen Vincenty

yonteminin  hem wuzak hem de yakin
uzakliklarda kullanimimin  uygun oldugu
gorilmektedir.
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EK A: NOTASYON ve KISALTMALAR

a, b

a2
C=—

b

a-b

f
a
a’-b’
e=, =
' a? _p?
e' =, =

®

™ |

Aw

t=tang
772 _ e cos? @

V =41+e?cos’ ¢

C
M:\F
N=Z

Vv

C

RG :V—2

Elipsoit
yarigaplari
Kutup egrilik
yarigapt
Basiklik

Birinci dis
merkezlik

Tkinci dis
merkezlik

Enlem
(elipsoidal)
Boylam
Jeodezik egri
uzunlugu
Azimut
Indirgenmis
enlem

Yardimci bir kiire
tizerinde boylam
farki

Kirede blyiik
daire yay
uzunlugu (acisal)
Kisaltma

Kisaltma

Kisaltma

Meridyen egrilik
yarigapt

Capraz egrilik
yarigapt

Gauss kdiresi
yarigapt
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