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Oz

Bu ¢alismada, S, - metrik uzaylarda sabit figiir problemleri icin yeni ¢oziimlerden

bahsedilecektir. Ozellikle, Cassini Egrisi ve Apollonius ¢emberi iizerinde durulacaktir.
Bunun icin ilk olarak Moradi tipinde C, , -S,-daralma, Geraghty tipinde C, , -S,-
daralma, Skof tipinde C, , -S,-daralma, Moradi tipinde A, , -S,-daralma, Geraghty
tipinde A, , -S,-daralma ve Skof tipinde A, , -S,-daralma kavramlar: verilecektir. Bu

kavramlar yardimi ile S,- metrik uzaylar iizerinde sabit Cassini egrisi ve sabit

Apollonius ¢cemberi teoremleri elde edilecektir.

Anahtar kelimeler: S, -metrik uzay, Cassini egrisi, Apollonius ¢emberi, sabit figiir,
daralma.

On some fixed curves in S, - Metric spaces

Abstract

In this paper, we mention new results to the fixed-figure problem on S, - metric spaces.

Especially, we emphasize Cassini curve and Appolonius circle. To do this, first of all
we give the new notions of Moradi-type C, , - S, -contraction, Geraghty-type C, , -S,-

contraction, Skof-type C, , -S,-contraction, Moradi-type A, , -S,-contraction,
Geraghty-type A, , -S,-contraction and Skof-type A, , -S,-contraction. With the help

of these notions, we obtain some fixed-Cassini curve and fixed-Apollonius circle
theorems on S, - metric spaces.

Keywords: S, -metric spaces, Cassini curve, Apollonius circle, fixed-figure, contraction.

" Hiilya AYTIMUR, hulya.aytimur@balikesir.edu.tr, http://orcid.org/0000-0003-4420-9861

650


http://orcid.org/0000-0002-0798-XXXX

AYTIMUR H.

1. Giris

Klasik anlamda “Sabit Nokta Teorisi” ilk olarak “Banach Sabit Nokta Teoremi” ile
ortaya c¢ikmistir [1]. Bu teori topoloji, analiz, geometri, uygulamali matematik,
mihendislik gibi bir¢ok alanda uygulamasi olan matematiksel calismalardan biridir.
Metrik sabit nokta teorisi ¢esitli yaklagimlar ile ¢alisilmistir. Bu yaklasimlardan 6nemli
ve kullaniglh olanlarindan birisi de daralma kosullaridir.

Birgok aragtirmaci farkli genellestirilmis metrik uzaylarda ¢esitli sabit-nokta
problemleri ¢alismiglardir [2-6]. Son zamanlarda sabit nokta teorisinin genellemesi
olarak sabit-cember problemleri ele alinmaya baslandi. Bu problem ilk olarak [7]’de
baslad1 ve daha sonra farkli yaklasimlar kullanilarak bu probleme farkli ¢oziimler elde
edildi [8-15]. Cember, elips, hiperbol, Cassini egrisi ve Apollonius ¢emberi gibi
uzaklik fonksiyonuna dayali olarak yazilan geometrik sekiller verilen bir doniistim
altinda nokta-nokta sabit kaliyorsa, bu sekillere verilen doniisiimiin sabit sekilleridir
denir. Bir doniisiim altinda sabit kalan bu sekillerle ilgili literatiirdeki [16,17-23]
caligsmalar temel referanslardir.

Bu calismada S, -metrik uzaylar iizerinde ¢esitli daralma kosullar1 kullanilarak Cassini

egrisi ve Apollonius ¢emberini nokta-nokta sabit birakan doniistimler ile ilgili bazi
sonugclara yer verilecektir.

1.1. Tanim[24]
U bos olmayan bir kiime, b >1 herhangi bir reel say1 ve d:U —-U, Vu,v,weU igin

asagidaki kosullar1 saglayan bir fonksiyon olsun:
(b1) d(u,v)=0<=u=y,

(b2) d(u,v)=d(v,u),

(b3) d (u,w)<b[d (u,v)+d(v,w)].

Bu durumda d fonksiyonu U {izerinde bir b -metrik olarak adlandirilir. (U ,d) ciftine

ise b -metrik uzay denir.

1.2. Tanim|[25]
U bos olmayan bir kiime ve S:UxUxU —>[0,oo), vu,v,w,aeU i¢in asagidaki

kosullar1 saglayan bir fonksiyon olsun:

(S) S(u,v,w)=0=u=v=w,
(S2) S(u,v,w)<S(u,u,a)+S(v,v,a)+S(w,w,a).

Bu durumda S, U iizerinde bir S -metrik olarak adlandilir ve (U , S) ciftine de S -
metrik uzay denir.
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1.3. Tanim|[26]
U bos olmayan bir kiime, b >1 herhangi bir reel say1 olsun. Bir S :U xU xU — [0,oo)

fonksiyonunun S, -metrik olarak adlandirilmasi igin gerek ve yeter kosul Vu,v,w,aecU
icin asagidaki kosullar1 saglamasidir:

(S) S, (u,v,w)=0<=u=v=w,
(S2) S, (u,v,w) <b[S, (u,u,a)+S, (v,v,a)+S, (w,w,a)].

Bu durumda (U, S,) ciftine de S, -metrik uzay denir.

b=1 i¢in her S,-metrik bir S-metrik oldugundan S, -metrik uzay S -metrik uzaymn
daha genel halidir. Fakat tersi dogru degildir:

1.4. Ornek[27]
U =R ve S, fonksiyonu Vu,v,weU i¢in

S, (u,v,w)= S(u,v,w)2 = (|u —v|+|v—w|+|u—w|)2,

1
16
seklinde olsun. S,, b=4 ig¢in bir S, -metrik olur. Fakat S-metrik degildir. Ciinkii

Tanim 1.3 deki (S2) sartt b=4 olmasi durumunda saglanmaktadir. Tanim 1.2 de
verilen sartlardan (S2) sartin1 S, fonksiyonu saglamamaktadir.

1.5. Tanim|[21]
(U,S,), b>1 i¢in bir S,-metrik uzay, u,,u, €U, p [0,%0) olsun. Bu durumda

e (Cassini egrisi
C> (uy,u,)={ueU S, (u,u,u)S, (uu,u,)=p}
e Apollonius cemberi

O R

olarak tanimlanir.

2. Sabit egriler iizerinde bazi sonuglar

Bu béliimde S, -metrik uzaylar iizerinde Cassini egrisi ile Apollonius ¢emberini sabit
birakan bazi sonuclar verilecektir.
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[lk olarak literatiirde sabit nokta teoremi elde etmek icin kullanilan ve Moradi tarafindan
tanitilan esitsizligi dikkate alalim [28]. Bu esitsizligi modifiye ederek asagidaki tanimi
verelim.

2.1. Tanim
(U,S,) bir S, -metrik uzay, f :U —U bir fonksiyon olsun. Eger u,,u, €U igin

S,(u,u, fu)>0=

#(S, (uu, fu))Sa((,zS(Sb(u,u,ul)Sb(u,u,uz))) 1)

sartim saglayan VueU \{u,,u,} i¢in ¢:[0,0) >[0,0), #(0)=0 ve 0<g(t)<t Vvt
olacak  sekilde azalmayan bir ¢  fonksiyonu ve  «:[0,00)—>[0,)
a(0)=0, O<a(t)<t Vt>0, seklinde bir a fonksiyonu var ise f , Moradi tipinde

Cul’uz — S, -daralma olarak adlandirilir.

2.2. Teorem
U.S,), S,-metrik uzay, f:U—>U u,u,eU Moradi tipinde C,  —S, -daralma

olsun ve p yarigapi asagidaki sekilde tanimlansin:
p=inf{S,(u,u, fu):u= fuueU}, )
Eger fu,=u, ve fu,=u, ise f, CE" (u,,u,) Cassini egrisini sabit birakur.

ispat

flk olarak p=0 olsun. Bu durumda u,=u, ve C>(u,u,)={u}={u,} olur.
Hipotezden fu, =u,, fu, =u, dir.

Simdi p>0 ve ueC>(u,U,), U= fu olacak sekilde herhangi bir nokta olsun. (1)

esitsizligi kullanilirsa

B(S, (u.u, fu)) <a(4(S, (u,u.u,)S, (uu,u,)))=ag(p) < 4(p)
<¢(S, (u,u, fu))

elde edilir ki bu da ¢eliskidir. Buradan f CE*’ (ul, u2) Cassini egrisini sabit birakir.

Literatiirde sabit nokta teoremi elde etmek i¢in kullanilan ve Geraghty tarafindan
tanitilan esitsizligi dikkate alalim [29]. Bu esitsizligi modifiye ederek asagidaki tanimi
verelim.

2.3. Tanim
(U,S,), S,-metrik uzay, f :U — U bir fonksiyon olsun. Eger u,,u, €U i¢in
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S,(u,u, fu)>0=

(S, (u,u, fu))< (S, (u,u,uy)S, (u,u,u,))é(S, (u,u,u,)S, (u,u,u,)) ©

sartim saglayan VueU \{u,,u,} i¢in ¢:[0,00) —>[0,o0) azalmayan bir ¢ fonksiyonu
ve f3:(0,00) >(0,1) seklinde bir S fonksiyonu varise f , Geraghty tipinde C, , —S,
-daralma olarak adlandirilir.

2.4. Teorem

U.S,), S,-metrik uzay, f:U —->U u,u,eU Geraghty tipinde C, , —S, -daralma
olsun ve p, (2) ile tanimlansin. Eger fu, =u, ve fu,=u, ise f, C*(u,u,) Cassini
egrisini sabit birakir.

ispat

ilk olarak p=0 olsun. Bu durumda u,=u, ve C>(u,u,)={u}={u,} olur.
Hipotezden fu, =u,, fu, =u, dir.

Simdi p>0 ve ueC>(u,U,), U= fu olacak sekilde herhangi bir nokta olsun. (3)

esitsizligi kullanilirsa

#(S, (u,u, fu)) < B(S, (u,u,u,)S, (u,u,u,)) (S, (u,u,u,)S, (u,u,u,))
=B(p)¢(r)<B(p)#(S, (u,u, fu))

elde edilir Ki ,Be(O,l) oldugu i¢in geligkidir. Sonug olarak f, C;b (ul,uz) Cassini

egrisini sabit birakir.

Literatiirde sabit nokta teoremi elde etmek icin kullanilan ve Skof tarafindan tanitilan
esitsizligi dikkate alalim [30]. Bu esitsizligi modifiye ederek asagidaki tanimi verelim.

2.5. Tanim

(U,S,), S,-metrik uzay, f :U — U bir fonksiyon olsun. Eger u,,u, €U i¢in

S, (u,u, fu)>0=

(S, (u,u, fu)) < a(¢(Sb(u,u,ul)Sb(u,u,uz)))+b¢(8b(u,u, fu)) 4)
+c(¢(Sb(ul,u1, fu,)S, (u,,u,, fuz)))

olacak sekilde VueU \{u,,u,} i¢in a,b,ce[0,1) 0<a+b+c<1 ve ¢:[0,00) —>[0,)
¢(t)=0<:>t=0 seklinde azalmayan bir ¢ fonksiyonu var ise f , Skof tipinde

Cul’u2 — S, -daralma olarak adlandirilir.
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2.6. Teorem
U.S,), S,-metrik uzay, f:U —>U u,u,eU Skof tipinde C, , —S, -daralma olsun

ve p, (2) seklinde tanimlansm. Eger fu, =u, ve fu,=u, ise f, C;" (u,u,) Cassini

egrisini sabit birakir.

ispat
p =0 olma durumu agiktir.

Simdi p>0 ve u EC;h (ul,uz), u=# fu olacak sekilde herhangi bir nokta olsun. (4)

esitsizligi kullanilirsa

B(S, (u,u, fu))<a(4(S, (u,u,u;)S, (u,u,u,)))+bg (S, (u.u, fu))
(¢( » (U, Uy, fuy) (uz,uz,fuz)))

ag(p)+bg (S, (u,u, fu))

<ag(S, (u,u, fu))+bg(S, (u,u, fu))

(a+b)4(S, (u,u, fu))

bulunur. a+b<1 oldugu i¢in geliski elde edilir. Buradan f, Cjb(ul,uz) Cassini

egrisini sabit birakir.

2.7. Tanim
(U,S,), S,-metrik uzay, f :U — U bir fonksiyon olsun. Eger u,,u, €U i¢in

S,(u,u, fu)>0=
(S, (u,u, me@{%D (5)

sartin1 saglayan VU eU\{ul,uz} i¢in ¢:[O, )— [ ), ¢( ) 0 ve O<¢(t)<t vt
azalmayan bir ¢ fonksiyonu ve «:[0,0)—>[0,»), «(0)=0, O<ea(t)<t, Vt>0
seklinde bir « fonksiyonu var ise f , Moradi tipinde A,  —S, -daralma olarak

adlandirilir.

2.8. Teorem
U.S,), S,-metrik uzay, f:U —>U u,u,eU Moradi tipinde A, , —S, -daralma ve

p. (2) seklinde olsun. Eger fu =u, ve fu,=u, ise f, A»(u,u,) Apollonius
¢emberini sabit birakir.

ispat
p =0 durumu agiktir.

Simdi p>0 ve ueA»(u,U,), U= fu olacak sekilde herhangi bir nokta olsun. (5)

esitsizligi kullanilirsa

655



BAUN Fen Bil. Enst. Dergisi, 25(2), 650-660, (2023)

elde edilir ki bu da celiskidir. Buradan f, Aﬁ" (u,u,) Apollonius gemberini sabit
birakr.

2.9. Tanim
(U,S,), S,-metrik uzay, f:U — U bir fonksiyon olsun. Eger u,,u, €U i¢in

S,(u,u, fu)>0=

sartim saglayan VueU \{u,,u,} i¢in ¢:[0,00) —>[0,o0) azalmayan bir ¢ fonksiyonu
ve f3:(0,00) >(0,1) seklinde bir S fonksiyonu varise f , Geraghty tipinde A, , —S,
-daralma olarak adlandirilir.

2.10. Teorem
U.S,), S,-metrik uzay, f:U —->U u,u,eU Geraghty tipinde A, -S, -daralma

olsun ve p, (2) ile tanimlansin. Eger fu,=u, ve fu,=u, ise f, Ajﬁ(ul,uz)
Apollonius ¢gemberini sabit birakir.

ispat

flk olarak p=0 olsun. Bu durumda u =u, ve A>(u,u,)={u}={u,} olur.
Hipotezden fu, =u,, fu, =u, dir.

Simdi p>0 ve ueA”(u,U,), U= fu olacak sekilde herhangi bir nokta olsun. (6)

esitsizligi kullanilirsa
S, (u,u,u,)
¢ S
o (U, U,U,)

(P)#(S; (u.u, fu))

$(S, (u.u, fu)) < ﬂ( b((lljlljtt;
=B(p)p(p)< B

elde edilir ki S e (0,1) oldugu igin ¢eliskidir. Sonug olarak f, A;b (ul,uz) Apollonius

¢emberini sabit birakir.

2.11. Tanim
(U,S,), S,-metrik uzay, f :U — U bir fonksiyon olsun. Eger u,,u, €U i¢in
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S,(u,u, fu)>0=

(S, (u,u, fu))Sa[¢(%ﬁl)D+b¢(Sb(u,u, fu)) (7

olacak sekilde VueU\{u,u,} (u,= fu,) i¢in ab,ce[01) O<a+b+c<l ve
¢:[0,00) >[0,0) ¢(t)=0<>t=0 seklinde azalmayan bir ¢ fonksiyonu var ise f |,
Skof tipinde A, —S, -daralma olarak adlandirilir.

2.12. Teorem
U.S,), S,-metrik uzay, f:U —>U u,u,eU Skof tipinde A, , —S, -daralma olsun

ve p, (2) seklinde tanimlansin. Eger fu, =u, ise (u, # fu,) f, Aj“ (u,,u,) Apollonius

¢emberini sabit birakir.

ispat
p =0 olma durumu agiktir.

Simdi p>0 ve ue Ajb (ul,uz), u= fu olacak sekilde herhangi bir nokta olsun. (7)

esitsizligi kullanilirsa

bulunur. a+b<1 oldugu i¢in geliski elde edilir. Buradan f, A;b (ul,uz) Apollonius

¢emberini sabit birakir.

Uyari: Teorem 2.12 ye gore Skof tipinde daralma kosulu uygulandiginda Apollonius
cemberinde merkez noktalardan biri olan u, noktasi sabit kalmaz.

2.13. Ornek
U =[—1,1]u{—7,—\/§, \/5,2,7,8,21} seklinde tanimlanan bir kiime ve Vu,v,welR

icin S -metrik

657



BAUN Fen Bil. Enst. Dergisi, 25(2), 650-660, (2023)

S(u,v, W) =|u—w|+u+w-2v|

seklinde olsun [29]. Bu S-metrik b=1 i¢in bir S, -metriktir. Bir f:U ->U
fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlansin [19]:

fu={u' U\{8}

7, u=8

0, t=0
t

u=-1 ve u,=1 alindiginda a(t)=¢(t)= olarak tamimlanan «(t) ve

, t>0

2
#(t) fonksiyonlar igin f fonksiyonu Moradi tipinde C,, —S, -daralma olur. Bu

durumda f, p=2 ile C2Sb (—1,1) ={—\/§,O,\/§} Cassini egrisini sabit birakir.

u, =-1 ve u, =1 alindiginda f(t) =% ve ¢(t)= ﬁ fonksiyonlari i¢in f fonksiyonu

Geraghty tipinde C, , —S, -daralma olur. Bu durumda f, p=2 ile

Uy, Uy

Cy> (-11)= {—\/E 0,42 } Cassini egrisini sabit birakir.
0, t=0 1 1
u=-1 ve u,=1 alindiginda @(t)=1t fonksiyonu i¢in a= o7 b=c= 3

, t>
2

olarak alimirsa f fonksiyonu Skof tipinde C, , —S, -daralma olur. Bu durumda f,

p=2ile C» (-11)= {—\/E 0,42 } Cassini egrisini sabit birakir.

0, t=0
t olarak tanimlanan a(t) ve

u=-7 ve u,=7 alindiginda a(t)=4¢(t)= t>0

#(t) fonksiyonlar igin f fonksiyonu Moradi tipinde A, , —S,-daralma olur. Bu

durumda f, p=2 ile A} (—7,7) :{2,21} Apollonius ¢emberini sabit birakir.

u, =—7 ve u, =7 alindiginda fS(t) :% ve ¢(t) :% fonksiyonlar: i¢cin f fonksiyonu

Geraghty tipinde A,  —S,-daralma olur. Bu durumda f, p=2 ile

A2s b (—7, 7) = {g , 21} Apollonius ¢emberini sabit birakir.
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3. Sonugclar ve tartisma

Bu ¢aligmada S, metrik uzaylar lizerinde Cassini egrisi, Apollonius ¢emberi gibi bazi

sabit egriler kavramindan bahsedildi. Moradi tipi, Geraghty tipi ve Skof tipi daralma
kosullar1 bu egrilere uygulanarak bazi sabit figiir teoremleri elde edildi. Gelecek
calismalarda bu ii¢ tipte elde edilen sonuglarin yakinsama hizlar1 ve birbirleri ile
iliskileri ele alinabilir. Bu agik problemler okuyucuya birakilmistir. Ayrica burada sunu
da belirtmek gerekir ki, bu sekilleri nokta-nokta sabit birakmayan ancak sekli sabit
birakan doniisiimler 1ile ilgili literatiirde bir c¢alisma inceledigimiz kadariyla
yapilmamistir. Nokta-nokta olmadan geometrik sekli sabit birakan doniisiimler var
midir? Varsa hangi kosullarda sekil nokta-nokta olmadan sabit kalir? gibi problemler bu
konudaki agik problemlerdir.
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