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SUREKLI DEGISKENLER iCEREN GRAFIiKSEL
MODELLERDE KULLANILAN SAPMA VE F-
iISTATISTIKLERININ KARSILASTIRILMASI

Fikri GOKPINAR*

OZET

Cok degiskenli normal dagilima sahip degiskenler icin kullanilan
grafiksel modeller kovaryans seg¢imli modeller olarak adlandirilir.
Bayle modeller degisken ciftlerinin kosullu bagimsizligina dayanarak
belirlenir. Bu ¢alismada kovaryans se¢imli modeller igin test isleminde
kullamalan sapma ve F istatistikleri farkli érnek g¢aplan, degisken
sayillart ve kosullu bagimsizik yapilart altinda simiilasyon yoluyla
karsilastirilmistr.

Anahtar  Kelimeler:Kosullu  bagimsizlik, Kovaryans  secimli
modeller, Sapma, F istatistigi

1. GIRIS

Cok degiskenli normal dafilima sahip degiskenler icin elde edilen grafiksel modeller
kovaryans se¢imli modeller olarak adlandirilir. Bu modellerde, ters kovaryans matrisinin
elemanlar: sifir olanlar dikkate alinarak model olugturulabilir. Grafikte, V kose kiimesini, E
koseler arasi kenar kiimesini temsil eder. Eger bir kose ¢ifti arasi birden fazla kenar yoksa
grafik basittir. Kenar (o,B)eE ve (B,a)€E geklinde ise yon verilmemis kenar, (o,B)€E
ve(B,o)¢E ise yon verilmig bir kenardir. Grafigin tiim koseleri arasinda ¢izgi ya da ok varsa
bu grafige tam grafik denir. V'nin bir alt kiimesine, eger buna iligkin grafik tam ise, tamdir
denir. V'nin tam alt kiimelerine klik denir. &’dan [3’ya bir ok varsa o’ya [’nin ailesi, }’ya da
o'nin gocugu denir. B'min aile kiimesini pa(f), o’mmn gocuklar kiimesi ch(c) seklinde
gosterilebilir. o ile B arasinda bir ¢izgi varsa o ve [3’ya bitigik ya da komsu denir. o kdsesinin
komsu kiimesi ne(c) seklinde gosterilebilir. Grafiksel modellerin temeli rasgele degiskenlerin
kosullu bagimsizligina dayanir. Bu modellerin grafikleri kosullu bagimsizhik iligkilerini
gosterir.

X, Y, Z siirekli rasgele degiskenleri i¢in X L Y/Z kosullu bagimsizlig

XLYIZ & fyy17 (6, 12) = fy12(x1 2) fy,2(y! 2) (L.1)
biciminde ifade edilir.

XLY/Z iligkisi asagidaki 6zelliklere sahiptir.

XLY/Z =Y 1X/Zdir.

XLY/Z ve U=h(x) = ULY/Z dir. (1.2)

X LY/Z ve U=h(x) = X LY/Z,U) dir.
XLY/Z ve XLWI(Y,Z) = X L(W,Y)/Z"dir.
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Kovaryans se¢imli modellerin olugturulmasina iligkin kural Dempster(1972) tarafindan
verilmigtir. Ayrica Wermuth(1980) aynistirilabilir modeller kovaryans se¢imli modeller ile
Wright(1923) tarafindan Onerilen path Analizi arasindaki iligkiyi ortaya koymustur. Daha
sonra Cox ve Wermuth(1993) yaptiklari calismada kovaryans matrisi ile iligkilendirilen gesitli
ozel dogrusal yapilarim  modellenmesi igin  grafiksel ~modelleri  kullanmglardir.
Whittaker(1990) bu modeller i¢in sapma test istatistifi vermistir. Ayrica Eriksen(1996)
sapma(d) test istatistifine alternatif olarak gelistirdigi F test istatistigini onermistir. Fakat bu
test istatistikler birbirleriyle testin giicii bakimindan karsilagtirtlmamis F ve d’nin hangi sartlar
altinda birbirlerine Ustiinliik sagladiklart ortaya konmamistir. Bu ¢alismada siirekli degisken
iceren grafiksel modeller i¢in kullanilan bu iki test istatistigi farkli ornek ¢aplari ve farkh
degisken sayilan icin degisik kismi korelasyon yapilart dikkate alinarak testin giicii
bakimindan karsilagtirtlmis ve test istatistiklerinin daha iyi olan durumlar ortaya konmustur.

2. SUREKLI DEGISKEN iCEREN GRAFIKSEL MODELLER
Grafiksel modeller siirekli degiskenler icin kovaryans se¢imli modeleri temel alir. Kovaryans
se¢imli modeller ilk ©nce Dempster(1972) tarafinda kullamlmistir. Bu modeller

Whittaker(1990) tarafindan gelistirilmistir.

Y=(Y),...,Yq) q boyutlu rassal degiskenler vektorii olmak iizere

yea )
My
H= - (2.1)
H Q)
ortalama vektorii ve
( o, 0, .. O,
Oy Opn . . Oy
x=| . Ce e (2.2)
Jal o'fﬂ aqq /

kovaryans matrisi ile c¢ok degiskenli normal dagilima sahiptir. Burada dikkate alinan
kovaryans matrisinin tersidir.

(11 12
w W w'
W W= s Wt
4
kexio| @3
!
w1 w?
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Karillaitmlmas:

(W' w2 |, . W)
w?.l “v:‘.?. . . qu

K=3'=| . e da B (2.3)
\w"' w? . W )

Bu matris kesinlik matrisi ya da konsantrasyon matrisi olarak adlandirihr(Lauritzen and
Wermuth,1989).

(Y3,.....,Yq) verilmigken (Y,Y2)"in kogullu dagilim (2.4)deki kovaryans matrisine sahip iki
degiskenli normal dagihimdir.

w' o ow"? _I_ | e
w2 w2 _wuwzz__(wn)z Y. - S | (2.4)

(2.4)deki kovaryans matrisli dagilima iligkin korelasyon katsayist (2.5)te verildigi gibidir.

2

—

Pl W : (2.5)
(W' w?)?

Ayrica

pIZ,N...q — 0 Py wlZ e 0 (26)

denkligi (2.5)ten agikga goriiliir.
Geri kalan degiskenler verilmisken iki degiskenin bagimsiz olmast i¢in gerek ve yeter kosul
konsantrasyon matrisinde karsilik gelen elemanlarin sifir olmasidir(Cox and Wermuth 1993).

Bu sekilde konsantrasyon matrisinin elemanlar, log lineer modeldeki iki faktorlii
etkilesimlerle ayni rolii iistlenir.

(2.6)daki kosullu bagimsizlik Y’nin olasilik yogunluk fonksiyonu dikkate alinarak kanonik
parametreler yardimiyla goriilebilir. Y’ nin yogunlugu

)= o exo- 4 (- ) 27 - ) @)
seklinde yazilir. Bu yogunluk,

f(y)=exp(g +1'y 5y Ky) (2.8)
ile ifade edilir. Burada K=2", h="u ve g normallestirme sabiti olup

g =—4In[g— L 'S~ LIn27) (2.9)
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Y;LY/(geri kalan) < wi*=0 @.11)
bigiminde ifade edilir.

Grafiksel gauss modellerde log lineer modellerde oldugu gibi hiyerarsik ya da grafiksel
olmayan model ayrimi yoktur. Tiim modeller grafikseldir ve grafiklerle modeller arasinda
birebir iliski vardir. Grafiksel modeller kosullu bagimsizlik iliskilerini ortaya koymak i¢in d

ve F istatistiklerinden faydalanir. d ve F istatistiklerinin hesaplanmasinda en ¢ok othabilir]ik
(1) N) 5

fonksiyonlarindan faydalanilir. Bu fonksiyonu olugturmak i¢in N gozlemlik y*”,.... y* Ornegi
N
almsin. y = y® /N 6rnek ortalamast vektoriidiir. Ornek kovaryans matrisi
k=1
N
§=2 0% -NOC-IN
k=1
olsun. log-yogunluk
In(f () =—qIn@z)/ 2~ g/ 2~ (y - u) 57" (y - u)/ 2
seklinde yazilabilir. Ayrica log-olabilirligi
N
(1, K)=—=NqIn@2m)/ 2= Nn[g|/2-Y (y* - p) K (y* —w)/2 (2.12)
k=1

dir. Son terim

N N
DY - KOY ~0=3 (0" =5 KOG =3+ NG~ K5~ )
k=1 k=1
seklinde yazilabilir. Bu ifade iz fonksiyonu kullanarak asagidaki gibi basitlestirilebilir..

Y ~FYKG® - 5) = Nir(KS)

k=1
Boylece log-olabilirligi asagidaki esitlik ile verilir.

(4, K) =—=NqIn(27)/ 2= N n|g|/ 2 = Ntr(KS)/ 2= N(y — 1) K (5 — )12 (2.13)

acTl olan degisken altkiimesi igin, £*, S™ a’ya karsilik gelen X ve S’in alt matrisleri olsun.
q1,92,-...,q liretecleriyle belirlenen model i¢in, minimal yeterli istatistikler kiimesinin, y 6rnek
ortalamas: ve iireteglere karsilik gelen 6rnek kovaryans matrisinin marjinal alt kiimelerinin
kiimesi (S™, a=qi,qa,....,q. i¢in) oldugu gosterilebilir. Olabilirlik esitlikleri model altinda
beklenen degerleriyle birlikte bunlari (minimal yeterli istatistik) esitleyerek olusturulur.

Boylece a=q,qz,....qc igin =7 ve 3" =8 esitlikleri elde edilir.

Bu sonuglart kullanarak, model altinda olabilirligi maksimize etmek icin ifade

»

basitlestirilebilir. 2=y oldugunda (2.13)deki son terim yok olur ve %ve S, w'=0 olan
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acT olan degisken altkiimesi i¢in, £*, ™ a’ya karsilik gelen X ve S’in alt matrisleri olsun.
q1,92,....,qq Uretegleriyle belirlenen model i¢in, minimal yeterli istatistikler kiimesinin, y 6rnek
ortalamas: ve lreteglere karsilik gelen 6rnek kovaryans matrisinin marjinal alt kiimelerinin
kiimesi (S™, a=qi,qa,.....q: i¢in) oldugu gosterilebilir. Olabilirlik esitlikleri model altinda
beklenen degerleriyle birlikte bunlart (minimal yeterli istatistik) esitleyerek olusturulur.

Boylece a=q,qz,...,q: igin =Y ve S = gaa esitlikleri elde edilir.

Bu sonuglart kullanarak, model altinda olabilirlifi maksimize etmek igin ifade
basitlestirilebilir. 22=7 oldugunda (2.13)deki son terim yok olur ve 3ve S, w'=0 olan

elemanlar icin kesin olarak farklilhik gosterdiginde 1r(KS)=1r(K3)=qelde edilir Boylece
model altinda maksimize edilen log-olabilirlik

Iy ==NqIn(27)/2~Nn[$/ 2~ Ng /2

ifadesine basitlestirilebilir. Tam model M, altinda $ =8 dir. Boylece bu modelin maksimize
edilmis log-olabilirligi

I, =~NgIn(27)/2~N1n|3|/2-Ng/2

dir.

Grafiksel modellerde bir kenarin ¢ikarilip ¢ikarilmayacagina iligkin test i¢in sapma istatistigi
asagidaki gibi tantmlanir.

Bir My modelinin sapmasi M; doymus modeline kargi My 1n olabilirlik orani testidir. Boylece
modelin sapmasi

G* =20, ~)
= Nin([8]/s]) (2.14)

olur. Burada S, 2’nin doymus model altindaki tahminidir 3 ise karsit (doymamis) model

altindaki tahminidir. S bilinen 6rnek kovaryans matrisidir. 3 ise modelde hangi degiskenler
arasinda kosullu bagimsizlik oldugu varsayiliyorsa S’in tersinde o elemanlara karsilik gelen

elemanlarin 0 olarak belirlenmesiyle elde edilir.

MoCM, igin sapma farki ise

d=N lnqi(,Mi,D (2.15)
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3. UYGULAMA

Uygulama olarak, bolim 2’de tamimlanan d ve F test istatistikleri 3, 4 ve 5 degiskenli
modellerde farkh bagimhhk yapilan ve 6rnek caplan verilmigken testin giicii bakimindan

karsilagtinlacaktir.

3,4 ve 5 degiskenli modeller i¢in yigin konsantrasyon matrisleri sirastyla

0.5301
K =|0.2471

W,

(0.029
-0.016
-0.008

\ Wa

(0.011
-0.005
K =| -0.001
-0.001

\ w

XL

0.2471
1.0465 0.5673

wxz

0.5673 1.5854

-0.016

0.050
-0.006
-0.015

-0.005

0.027
-0.007
-0.005
-0.003

olarak alinmigtir.

Iki test istatistigi icin kullamilan formiillerde ygin ortalamasi olmadigindan yigin ortalamalari
tiim degiskenler i¢in 50 alinmistir. Ornek ¢aplan 5, 10, 20 ve 50 géz 6niine alinmis ve X ile Z
arasindaki kismi korelasyona farkh degerler verilerek Sekil 3.1-Sekil 3.3 elde edilmistir.

-0.008
-0.006

0.039
-0.037

-0.001
-0.007
0.010
-0.020
0.010

-0.015
-0.037
0.089

-0.001
-0.005
-0.020
0.007
0.020

-0.003
0.010
0.020
0.005
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Siirekli Degiskenler igeren Grafiksel Modellerde Kullamlan Sapma Ve F-istatistiklerinin
Karsilagtirilmas:

o1t '__,,_,,,._/wf"f
e
o A ' L - L L 1 1 1 o 1 A L L 1 1 L 1
(1] 01 1] fek<] 0.4 0.8 0.6 o7 0.8 0.8 o 0.1 02 03 04 06 0.6 07 0.8 0.9
X-Z arasi kismi kometasyon X-Z aras) kismi korelasyon

(a) ()

L L f L L f L . i i L L 4 L L L
0 a1 02 03 04 05 06 07 08 08 0 01 02 03 04 05 06 07 08 08
X-Z arasi kisml koreksyon X-Z aras| kismi korelasyon

() (d)
Sekil 3.1: Ug degiskenli yapida a)N=5, b)N=10, c)N=20, d) N=50 6rnek ¢aplarinda d ve F icin
testin giicleri
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testin gooo

s 1 1 L i L
o [ ] 02 03 0.4 05 0.6
X-Z aras| kismi korelasyon

(a)

testin giou
o o

o 01 02 03 04 05 06
%2 aras| kismi koreksyon

(©)

Sekil 3.2: Dort degiskeli yapida a)N=5, b)N=10, ¢)N=20, d) N=50 6rnek caplarinda d ve F

icin testin giicleri

i
a7

x
08

[15:]

62

T

b

. " s ' i s
1] 01 oz 0.3 04 05 06

X-Z arasi kisml koreasyon

(b)

L
o7

08 [18: ]

' L L L i
o LB 0z 03 04 0.5 06

XZ aras| kismi korelasyon

(d)

4
07

'
o8 08



Siirekli Degiskenler Iceren Grafiksel Modellerde Kullamlan Sapma Ve F-Istatistiklerinin

1
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0 o1 o2 0.3 0.4 2.5 0.6 07 0B 0§ 1] o1 0z 03 0.4 0e 0.6 07 0.8 [1R:]
X< nresl kiarni korelasyon %2 aras| kisml komiasyon
(c) (d)

Sekil 3.3: Bes degiskeli yapida a)N=5, b)N=10, ¢)N=20, d) N=50 6rnek ¢aplarinda d ve F igin
testin giicleri

Sekil 3.1-Sekil 3.3 incelendiginde 6rnek ¢api kiigiik iken d ile F arasindaki fark ¢ok biiyiiktiir.
Fakat iki tahmin edici i¢in de testin glici yiiksek degerler almamaktadir. Burada dikkat
edilecek nokta kiigiik 6rnek caplarinda iki degisken arasindaki kismi korelasyon 0’a yakin
iken bile d’nin F'ye gore ¢ok yiiksek degerler aldigidir. Bu fark degisken sayisi arttik¢a
artmaktadir. Sekil 3.1a, 3.2a, 3.3a incelendiginde kismi korelasyon 0 iken F igin elde edilen
testin giici degeri 0.05 yakin degerler alirken, d igin testin giicli degeri degisken sayisi
arttikca yiikselmektedir. Bu durum istenilen bir sonu¢ degildir. Kismi korelasyon 0’a
yakinken testin giicliniin 0’a yakin olmasi beklenir. Ancak kismi korelasyon degeri yliksek
iken testin giicliniin de yiiksek olmasi diigliniiliir. Fakat N=5 i¢in F, kismi korelasyon degeri
0.90 iken testin giictiniin 0.2 civan deger aldigt goriiliiyor. Bu durumda ¢ekilen 6rnek ¢api
kiigiikken, iki test istatistigi farkli durumlarda degisik sonuglar vermektedir. Kiigiik yigim

kismi korelasyonlar i¢gim F daha iyi sonuglar verirken yiiksek kismi korelasyon degerlerinde
d daha uygun sonuglar vermektedir. Omek cap1 arttikga d, kismi korelasyonun diisiik oldugu
durumlarda F’e yaklagirken, kismi korelasyonun yiiksek oldugu durumlarda F, d’ye yakin
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kismi korelasyonlan i¢im F daha iyi sonuglar verirken yiiksek kismi korelasyon degerlerinde
d daha uygun sonuglar vermektedir. Omek ¢api arttikga d, kismi korelasyonun diisiik oldugu
durumlarda F'e yaklagirken, kismi korelasyonun yiiksek oldugu durumlarda F, d’ye yakin
sonuglar vermektedir. Ozellikle rnek ¢apr 50 iken iki test istatistigi arasinda farkin gok az
oldugu goriilmiigtiir,
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COMPARISON OF DEVIANCE AND F STATISTICS
USED IN GRAPHICAL MODELS CONTAINS
CONTINUOUS VARIABLES

ABSTRACT

Graphical models for variables, which was distributed multinormal is
called covariance selection models. Covariance selection models were
determined by conditional independences. In this study, deviance and F,
which is used to test conditional independences, is compared under different
sample size, different number of variables and different conditional
independence structures by simulation.

Key Words: Conditional independence, Covariance selection model,
Deviance, F-statistics



