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SÜREKLi DEGişKENLER iÇEREN GRAFiKSEL 
MODELLERDE KULLANILAN SAPMA VE F­
iSTA TisTİKLERİNİN KARŞILAŞTIRILMASI 

Fikri GÖKPıNAR' 

ÖZET 

Çok değişkeııli ııormal dağl/ııııa ,wlıip değişkenler için kul/amimı 
grafiksel modeller kovaryans ,feçimli modeller olarak adlandırılır. 

Böyle Illodeller değişken çift/erinin kOŞllllll bağııııs ızlığıııa dayaııarak 

belirlenir, Bıı çalışmada kovaryans seçimli modeller içiıı test iş lemilU/e 

kı ıllaııılaıı sapma ve F ista/j,wikleri farklı örnek çapları, değişken 

sf/yılan ve kaşullıı bağımsızlık yapıları aliliıda simülasyon yoluyla 
ko rşılnşı i n Im ışıır. 

AııaJıtar Keliıııeler:Koşlıllu bağııııs/zlık, Kovaryaııs seçimli 
modeller, Sapıııa, F jsıaıisıiği 

Çok değişkenli normal dagılıın ıı sahip deği şkenler için elde edi len grafiksel modeller 
kovaryans seçimli modeller olarak ad l andırıl ı r . Bu modellerde, ters kovaryans maıri sinİn 
e lemanları s ı fır olanlar dikkate alın arak model ol uşlUrul abili r. Grafikte, V köşe kümesini, E 
köşeler arası kenar kUmes in i temsi l eder. Eğer bir köşe çi ni arası birden fazla kenar yoksa 
grafik basittir. Kenar (a,p)EE ve (p,a)EE şek linde ise yön veri l memiş kenar, (a,p)EE 
ve(~,(ı)EE ise yön veri lmi ş bir kenardır. Grafiğin tüm köşeleri arasında çizgi ya da ok varsa 
bu grafiğe tam grafik deni r. V'nin bİr alt kümesine, eğer buna i lişkin grafik tam ise, tamdı r 

deni r. V'n in tunı alt kii melerine klik den ir. (l'dan j3 'ya bi r ok varsa (l'ya Wnın ailesi, j3 'ya da 
(l' nın çocuğu denir, Wnın aile kiimesi ni pa(~), (l'nın çocuklar kümesi ch(a.) şek l inde 

gösteri lebi li r. CI ile ~ arasında bir çizgi varsa (l ve Wya bilişik ya da komşu denir, (l köşesinin 
komşu kümesi ne(a) şeklinde gösteri lebilir. Grafiksel mode llerin temeli rasgele degişken lerin 

koşullu bağı msızlığına dayanır. Bu modellerin grafikleri koşullu bağıms ı zlık ili şki lerini 

gösterir. 

X, Y, Z sürek li rasgele değişken l eri için xl YIZ koşullu bağımsı zl ı ğı 

xl YIZ "" i x,"" (x, y i ı) = Ix " (x i ı)/", (yı Z) 

biçi minde ifade edilir. 

xl Y/Z ili şk i s i aşağıdaki özell iklere sahiptir. 

xl YIZ =>Y J.X1Z'dir. 
xl Y/Z ve U=h(x) => UJ. YIZ'dir. 
xl YIZ ve U=h(x) => xl Y/(Z,U)'dir. 
xl YIZ ve xl W/(Y,Z) => Xl(W,Y)IZ'di r. 

55 

( I. I ) 

( 1.2) 



Kovaryans seçimli modellerin ol uşturu l masına ilişkin kura l Dempster(19?2) tarafından 
veıiImişt ir. Ayrıca Wermuth(1980) ayrıştırılabilir modeller kovaryans seçimli modeller ile 
Wright(1923) tarafından önerilen path Analizi arasındaki i l i şkiyi ortaya koymu şt u r. Daha 
sonra Cox ve Wermuth(1993) yapt ı kları ça l ışmada kovaryans matrisi ile i l işkilendiri len çeşitli 
özel doğrusal yapı l ann modellenmesi ıç i n grafiksel mode lleri k u llan mış l ardır. 

Whittaker(1990) bu mode ller için sapma test is ıatist i ğ i vermişt ir. Ayrı ca Eriksen(1996) 
sapma(d) test istaıist i ğine alternat if o larak gel i ştirdiği F test istatist iğini önermişt i r. fakat bu 
test istatistikler birbirleriy le testin gücü bakı mından karşIIHştı rı lmaın l ş F ve d 'nin hangi şaı11ar 
altında birbi rlerine üstünlük sağladık l arı ortaya konmamıştı r. Bu çalışmada sürekli deği şken 

içere n grafik sel modeller iç in ku llanılan bu iki test istati stiği farklı örnek çapl arı ve fark lı 

deği şken sayıları iç in değişi k kısmi korelasyon yapılan dikkate a lı narak testin gücü 
bakımından karş ı laştırılmış ve test istatistiklerinin daha iyi olan duru mlar ortaya konmuştur. 

2. SÜREKLi DEGişKEN iÇEREN GRAFiKSEL MODELLER 

Grafiksel modeller sürekl i değişkenler için kovaryans seçimli modeleri temel a l ır. Kovaryans 
seç imli modeller ilk önce Dempster(l972) tarafın da kullanıl mıştır. Bu modeller 
Whiltaker( 1990) tara rı ndan gelişti rilmişt i r. 

y=(yı, ... ,yq) q boyutlu rassa l değişken ler vektörü olmak üzere 

1" 
il , 

1'= (2. i ) 

1', 

oıtalama vektörü ve 

lT" lT" lT" 

lT" (Tn lT" 

~ = (2.2) 

lT" lT,ı lT" 

kovaryans maırisi ile çok değişkenl i normal dağıl ı ma sahi ptir. Burada dikkate a lınan 
kovaryans matrisinin tersidir. 

W
LL 

W
l 2 WLI/ 

W " \,11 22 w21/ 

K =L-1 = (2.3) 

ıvı/I 1v1/ 2 wl/i/ 
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W
LL 

11l
12 w1q 

w" 1v
22 

1v
2q 

K = "L-1 = 

Iv
Q1 wQ2 w" 

(2.3) 

Bu matris kesi nli k maırisi ya da konsantrasyon matrisi olarak adlandırılır(Lauriızen and 
Wemıuıh,1989). 

(Y) ..... ,Yq) veri lmişken (Yı,Yz)' in koşu ll u dağılımı (2.4)deki kovaryans ml.lıris i ne sahip iki 
değişkenli normal dağı lımdır. 

(2.4) 

(2.4)dek i kovaryans matrisli dağılıma ilişkin korelasyon katsayı s ı (2.5)te veri l diği gi bidir. 

(2.5) 

Ayrıca 

pl1.14 .. Q = O <=> wl l = O (2.6) 

denkliği (2.5)ten açıkça görü lür. 

Geri kalan deği şken l er verilmi ş kcıı iki değişkeııin bağı msız olması için gerek ve yeter koşul 
konsantrasyon matrisinde karşılık gelen elemanların sıfır olmasıdır(Coi\ and Wcrmuth 1993). 
Bu şekilde konsantrasyon matrisinin eleman l arı. log lineer modeldeki iki faktörlü 
etkileşim l erle aynı rolü Ustlenir. 

(2.6)daki koşullu bağımsızlık Y'nin olası lı k yoğunluk fonksiyonu dikkate a lınarak kanOlıik 

parametreler yardımı y la görülebili r. Y'nin yoğunluğu 

(2.7) 

şek linde yaz ılır. Bu yoğunluk, 

f( y ) = exp(g + lı' y - t y' Ky) (2.8) 

i le ifade edi IiI'. Burada K;ı;', 11=1:' jJ. ve g noımalleşıirme sabiti olup 

(2.9) 
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'k 
YjL Y,/(gel; kalan) *" wl =0 

biçiminde ifade edilir. 

(2. 11 ) 

Grafiksel gauss modeııerde log lineer modellerde olduğu gibi h iyerarşik ya da grafiksel 
olmayan model ayrımı yoktur. Tüm modeller grafikseldir ve grafiklerl e modeller arasında 
birebir ilişki vardır. Grafiksel modeller koşu llu bağımsızlık ili şkileri ni ortaya koymak için d 
ve F istatistikleri nden fayda lanır. d ve F istati stiklerinin hesaplanmasında en çok olabilirlik 
fonksiyonlarından fayda lanılı r. Bu fonksiyonu ol uştunnak için N gözlemli k ll, .... LNl örneği 

N 

alınsın. y = I/t) i N örnek ol1alaması vektörüdür. Örnek kovaryans matrisi ,., 
N 

S = z: (y''' - y)(y''' - yı' i N 
k '=L 

olsun. ıog-yoğunluk 

In(j(y») = - q In(lı) 12 - Inl~ 12 - (y - f.')'r; ~ ' (y - f.')/2 

şeklinde yazı labilir. Ayrıca l og-olabilirli ği 

N 

I(f.', K) = - Nq In(2,,) 12 - N Inlr;1/2 - Z: (y'k! - f.') ' K Vk) - f.') 12 (2. 12) 
k" 

dir. Son teri m 

N N Z: (y'k) - f.')' K(y''' - f.') = Z: (y''' - yı' K(y'" - y) + N(y - f.') ' K(y - f.') ,., 
şeklinde yazılabi li r. Bu ifade iz fonksiyonu kullanarak aşağıdaki gibi basitleşıi rilebilir. 

N Z: (y'k) - yl' K(y 'k! - y) = Nır(KS) 
k· i 

Böylece log-olabilirliği aşağıdaki eşitlik ile verili r. 

I(f.', K) = - Nq In(2,,)/2 - N Inlr;1/2 - Nlr(KS)/2 - N(y - f.')' K(y - f.')/2 (2. 13) 

aç;r olan değişken altkümesi için, Laa
, Saa a'ya karşılık ge len L ve S'İn alt matrisleri olsun. 

qı,qı, .... ,qı üreteçleriyle belirlenen model için, minimal yeterli istatistikler kümesinin, y ömek 

ortalaması ve üreteçlere karşılık gelen örnek kovaryans matrisi ni n marj inal alt kümelerin in 
kümesi (S~a, a=qı,qı, .... ,QI için) olduğu gösterilebili r. Olabilirlik eşi tlikleri model altında 
bek lenen değerleriyle birl ikte bunları (minimal yeterli istatistik) eş itl eyerek oluşturulur. 

Böylece a=qı.Qı, ... ,ql içi n jJ. = y ve t na = 5(1(/ eşitlikleri elde edilir. 

Bu sonuçları kullanarak, model altında o l abilirliği maksimize etmek için ifade 

basitleştiri lebiliL j2 = y olduğunda (2.13)deki son terim yok olur ve t ve S, wij=O olan 
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aç r olan deği şken aı ık ümesj için, Laa , SM a'ya karşılık gelen L ve S'in alt matrisleri olsun. 
Qı,Q2, .... ,ql üreteçleriyle bel irlenen model için, minimal yeterli jstati stikler kümesinin, y örnek 

orta l aması ve üreıeçlere karşılı k gelen örnek kovaryans matrisinin marj ina l alı kümelerinin 
kümes i (Saa. a=qı.q2 •.... ,q, için) o l duğu gösterilebi lir. Olabilirlik eşi tlikleri model altında 
beklenen değerleriy le birlikte bunları (minimal yeterli istatistik) eşi tleyerek oluşturulur. 

Böylece a=qı,Q2,. .. ,qt için ii = Y ve i"" = Snn eşitlik leri elde edili r. 

Bu sonuçları kullanarak, model altında olabil i rliği maksimize etmek için ifade 

basitleştirilebilir. ii = Y olduğunda (2. 13)deki son terim yok olur ve i ve S. wij=O olan 

elemanlar için kesin olarak farklılık gösterdi ğ i nde tr(KS) = (r(.Ri) = q elde edi lir Böylece 

model altında maksimize edilen log-olabilirlik 

Lo = - Nq In(21l)/2 - N In 1i:1/2-Nql2 

ifadesine basitleştirileb i lir. Tam model Mı altında i = S 'di r. Böylece bu modelin maksimize 
edilmiş log-olabilirliği 

I, =-NqlI1(21l)/2 - NlnlsI/2 - NqI2 

dir. 

Grafiksel modellerde bir kenann çıkarı lıp çıkarılmayacağına ili şkin test içjn sapma istatistiği 
aşağıdaki gibi tanım l anır. 

Bir Mo modelinin sapması Mı doymuş modeline karşı Mo'ın olabi lirlik oranı testidir. Böylece 
modelin sapması 

2 " G = 2(1, - 10 ) 

= Nln(li:l/ısl) (2,14) 

olur. Burada S, L'nın doymuş model altındaki tahminidi r i ise karşıt (doymamış) model 

altındaki tahminidir. S bilinen örnek kovaryans matrisidir. i ise modelde hangi değişkenler 

arasında koşullu bağımsızlık olduğu varsayılıyorsa S'in tersinde o elemanlara karşıl ık gelen 

elemanların O olarak belirlenmesiyle elde edilir. 

Mo!::M ı için sapma fark ı ise 

(2,15) 
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3. UYGULAMA 

Uygulama olarak , bÖlilm 2'de tanım l anan d ve F test istatistikleri 3, 4 ve 5 değişken l i 

modellerde farklı bağım lılık yapılan ve örnek çaplan verilmi şken testin gücü bakımından 
k arşıhış tı rı lacaktır. 

3.4 ve 5 deği ş kenli modeller için yığın konsantrasyon matrisleri sıras ı yla 

[ 0.5301 0.2471 

iv J K = 0.247 1 1.0465 0.5;73 

ivu 0.5673 1.5854 

0.029 -0.016 -0.008 iv r. 

-0.0 16 0.050 -0.006 -0.015 
K= 

-0.008 -0.006 0.039 -0.037 

IY~ -0.015 -0.037 0.089 

0.01 1 -0.005 -0.001 -0.001 1V~ 

-0.005 0.027 -0.007 -0.005 -0.003 

K = -0.001 -0.007 0.010 -0.020 0.010 

-0.001 -0.005 -0.020 0.007 0.020 

iv r. -0.003 0.010 0.020 0.005 

olarak alınmı ştır. 

iki test i s ta l istiği için ku ll anılan formüllerde yğın ortalaması olmadığından y ı ğın ortalamalan 
tüm değişkenler için 50 alınmıştır. Örnek çaplan 5, 10,20 ve 50 göz önUne alınm ı ş ve X ile Z 
arJsındaki kı smi korelasyona farklı değerler verilerek Şekil 3.1-Şekil 3.3 elde edilmiştir. 
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!!'I' IlII!lı;::ı i HIIIIIIHII!HE !Illi::!: iii i !II 
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" 1= :1 •• 1= :1 
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o. " 
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(a) (b) 
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il 04 ii 0.4 

" " " 
o, /" o, 

o, " 
o 0
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~.;ı:_ı k" "'Io.<l .. ~" ~.;ı: .... '.H ..... _)O<' 

(C) (d) 
Şekil 3.1: Üç değişken li yapıda a)N=S, b)N=10, c)N=20, d) N=SO örnek çaplannda d ve F için 
testin güçleri 
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--, 1= :1 
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(c) (d) 
Şekil 3.2: Dört deği şkeli yapı da a)N=S, b)N=IO, c)N=20, d) N=SO örnek çapların da d ve F 
için testin güçleri 
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111 1111 ıllıılilll ::HE 3 ::::: IlE iii: Em:ıııı ıı ıııı 

., 

(a) 

••• 
••• --, --, ., 

., 

.. , .. 
•• ı-"t.". , ";,;",t,,c-,iti,c-t ... t,., o .'e, ,.'0. ----;", 
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., 
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., 

" .. 
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(b) 

-, --, 

0,1 O~ 0,3 0.4 0,6 o.~ 0.7 0.8 o.v 

(c) (d) 
Şeki l 3.3: Beş değişkeli yapı da a)N=5, b)N=IO, c)N=20, d) N=50 örnek çaplannda d ve F için 
testin güçleri 

Şekil 3.1-Şekil 3.3 incelendiğinde örnek çapı küçük iken d ile F arasındaki fark çok büyüktü, 
Fakat iki tahmin edici için de testin gücü yüksek değerler almamaktadır. Burada dikkat 
edilecek nokta küçük örnek çapıannda iki deği şken arasındaki kısmi korelasyon O'a yakın 
iken bile d'nin F'ye göre çok yüksek değerler aldığıdır. Bu fark değişken sayıs ı artlıkça 

artmaktadır. Şekil 3.1a, 3.2a, 3.3a incelendiğinde kısmi korelasyon O iken F için elde edi len 
testin gücü değeri 0.05 yakın değerler alırken, d için testin gUcü değeri değişken sayıs ı 

artlıkça yükselmektedir. Bu durum istenilen bir sonuç değildir. Kısmi korelasyon O'a 
yakınken testin gücünün O' a yakın olması beklenir. Ancak kısmi korelasyon değeri yUksek 
iken testin gücünün de yüksek olması düşünülür. Fakat N=5 için F, kısmi korelasyon değeri 

0.90 iken testin gücünün 0.2 civan değer aldığı görülüyor. Bu durumda çekilen örnek çapı 
küçükken, iki test istati stiği farklı durumlarda değişik sonuçlar vermektedir. Küçük yığın 
kı smi korelasyonlan içim F daha iyi sonuçlar verirken yüksek kısmi korelasyon değerlerinde 
d daha uygun sonuçlar vermektedir. Örnek çapı arttıkça d, kısmi korelasyonun düşük ol duğu 
durumlarda F'e yaklaşırken , kısmi korelasyonun yüksek olduğu durumlarda F, d'ye yakın 
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kısmi korelasyonlan içim F daha iyi sonuçlar verirken yüksek kısmi korelasyon değerlerinde 
d daha uygun sonuçlar vermektedir. Örnek çapı arttıkça d, kısmi korelasyonun düşük olduğu 
durumlarda P'e yaklaşırken, kısmi korelasyonun yilksek olduğu durumlarda F, d'ye yakın 
sonuçlar vermektedir. Özellikle örnek çapı 50 iken iki test i st3tistiği arasında farkın çok az 
olduğu görülmUştOr. 
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COMPARISON OF DEVIANCE AND F STATISTICS 
USED IN GRAPHICAL MODELS CONTAINS 

CONTINVOUS V ARIABLES 

ABSTRACT 

Grapltieal models for variables, wJıidl was distribUled multiflonnal is 
called covariance selec/ion models. Covar;aııce se/ec/iolJ models were 
deıermj,ıed by condilioııd independeııces. /n this study, devitl1lce and F, 
whiclı ;s used lo lesı conditional independeııces, İS compared under differem 
sample siıe. differetıt number of variables and diffcreııı coııdilioııal 
illdepeııdence slrııClures by simlılatioll. 

Key Words: Condit;oııal indepeııdc1Ice, Covariallee seleetion model, 
Deviallee, F-slatisıics 
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