RASGELE SIKISTIRMA YOLUYLA
WEIBULL DAGILIMININ YENI BIR
KARAKTERIZASYONU
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OZET

Bu ¢alismada Wesolowski ve Ahsanullah (2003) tarafindan one
siiriilen  rasgele sikigtrma teknigi ele alimmgtir. Rekor degerlerin
dagilim fonksiyonu icin yeni bir ardisik iliski bulunmus ve bu iligki
yardimyla Weibull dagilimi i¢in yeni bir  karakterizasyon verilmigtir.
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1. GIRIS

X,,X,,...X,,.. birbirinden bagimsiz ve aym mutlak siirekli F(x) dagilimma
sahip rasgele degiskenler olsun.

Eger X, >max(X,,X,,..X,,) ise X;,’ye X,,X,,..,X,,...dizisinin j. rekor

degeri denir. U(n) ,n. rekor zamanm ve X U(n)s rekor deger olmak iizere ,
Uiy=1, U(n)zmin{j JUn=-1).X,>X 0 },n >1 (1)

olarak tanimlanir. XU(I)'XU{:!,)v'-' dizisine rekor degerler dizisi denir.

k rekor deger X, 'mn dagihm fonksiyonu Fj (x) ve olasilik yogunluk
fonksiyonu f; (x) olmak iizere,

R
Fi.(x)=P(Xyuy S x)= IL))—(IF() (2)

(k1)
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ve

fix)= U{—id(R(x))""f(x) 3)

dir ve burada R(x)=~In(/ - F(x)) dir (Ahsanullah, 1995).

Rasgele sikigtirma teknigi, sira istatistikleri i¢in Nevzorov (2001), rekor degerler
igin - Wesolowski ve Ahsanullah (2003) tarafindan kullanilmigtir. Rekor degerler
hakkinda Chandler (1952), Ahsanullah (1995), Arnold, Balakrishnan ve Nagaraja
(1998), Balakrishnan ve Rao (1998) tarafindan yapilan galigmalar literatiirde 6nemli bir
yer tutmaktadir.

Rasgele sikigtirma teknigi soyle ifade edilebilir: U , siirekli F dagilimina sahip
rasgele degisken ve X, U’dan bagimsiz pozitif bir rasgele degisken olsun. Bu
durumda XU 'nun dagilimi, X ’in dagilimmin sikistirtlmigidir.

Bu g¢aliymada yeni bir rasgele sikigtrma bigimi geligtirilmis ve bunun
aracihgiyla Weibull dagiliminin yeni bir karakterizasyonu verilmistir. Ozel olarak

U’nun dagihmt Power dagilimi olarak se¢ilmigtir. Buna gore a ve o pozitif
parametreleriyle Power dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

f)=0a *x*"1 (0.a) (x) 4)

dir ve kisaca Power(a,a ) olarak gosterilir. Eger a=l olarak segilirse (4) esitligi

f()=acx“ g, (x) (5)
olarak ele alimir. Weibull dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu ise

f(x)=2p xﬁ"cxp%hﬁ }!(O_m)(x), A>0, B>0 (6)
dir ve kisaca Weibull (4, B) olarak gosterilir.

2. REKOR DEGERLERIN DAGILIM FONKSIYONU iCiN ARDISIK BiR
ILISKI
k .rekor deger X, 'mn dagihm fonksiyonunda t = R(u) doniigiimii yapilirsa (2)

esitligi ,

R(x) -1
Fr(x)= | ——=e 'dt,~o<x<o

) &

olarak elde edilir. Ahsanullah (1995) tarafindan



Rasgele ni Bir Karakterizasyonu

— —, k=t j k=1 i
Fi(x)=F(x)Y, (_R_(TT)L = fWY (R(J:)) o
=0 I =0 J
oldugu gosterilmigtir. Burada F(x)= 1-F(x) dir.

Buna gore (7) esitligi kullanilarak  ardigtk iki rekor degerin dagilim
fonksiyonlar arasindaki fark

F(x)=Fp,;(x) = F(x)@ ,V k21 igin (8)

olarak elde edilmistir.
3. KARAKTERIZASYON TEOREMI

Bu bolimde Power dagihmmmn sikigtirmas: ile  Weibull  dagiliminin
karakterizasyonu hakkinda yeni bir teorem verilecektir.

Teorem: U rasgele degiskeni Power(l;c) , o >0 dagilimina sahip olsun. X,,X,,...
birbirinden bagimsiz ve aym dagilima sahip pozitif rasgele degiskenler dizisi, U
rasgele degiskeninden bagimsiz olmak iizere, X, rasgele degiskeninin A >0 ve keyfi
ke{l,2,...} icin - Weibull (Aot k) dagilimina sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul,

d
Xvwy=Xvuk+nU- )

dir.

ispat:  Gereklilik kismu icin; A>0, o>0 olmak iizere X,’in dagihm

Weibull(ﬂ.,ﬁ:%) ve U 'nin dagilimi Power(/,&) olsun. (6) esitliginden X, ’in

AP :
dagihm fonksiyonu F(x)=1-e AT ve R(x)= Ax? dir. Buna gore;

Xy k+1yU "nin dagihm fonksiyonu,

1
P(XU({'H)U <x)= IF“; (x/u)au“"du (10)
]

(10) esitligi ile verilen integralde 7 = s degisimi yapilirsa
u

= x7 [ Fy,y(oa™ dt (11)



elde edilir. (11) esitligi ile verilen integralde u=F,,,(t) * ve dv=0t"""'dt v=—t

doniisimii yapilirsa,
= xY[- F,, ()t “| + [ Len O dt)=Fy ) (1) +2% [ fi (O ar (12)
X X

elde edilir. k. rekor degerin olasilik yogunluk fonksiyonu,

BAxP Y Exp(~AxP)

x(k —1)! v

fio@) =R F) Ik - D)l=

dir. Buna gore (k + I).rekor degerin olasilik yogunluk fonksiyonunu (12) esitliginde
yerine yazilirsa,

a7 Bl ¥ epab) o,

oo Byk+lp. o 2 B
Fi g (0) +x [ = BAT) ™ Ep(-A7) ~a-1,, (14)

L o
E k+l(x) i * k!

elde edilir. (14) esitliginde yer alan integral igindeki ifadede f=a/k veya =Pk
yazilirsa,

ﬁAkHIﬁ_!EXp(—Af il )

- dt (15)

Fkt!(x) +xﬁk I
X

elde edilir. (15) esitliginde yer alan integrali alabilmek igin

d | Aexpa?) | AP exp(-At?)
dt k! k!

tirevinden yararlanmilirsa (15) esitligi,

A* exp(—=At” )I“ (Ax? ) exp(=AxP)
pr| _ L
Fra) +2 { T k! (16)

olarak bulunur. (8) formiiliine gore,

(AxP )k exp(-AxP )
!

Fy(x) = Fppy(x) =

oldugundan (16) formiilii k. rekor degerin dagilim fonksiyonu F, (x) e esittir.
Yeterlilik kismu icin (5) ve (9) esitliginden x>0 igin,

4



|
F (x)= I F,, (x/wyou” " du
0

yazilir.

A7)

a= sup{x >0:F(x)< I} olsun. a<eo olmast durumunda(a =<0 da segilebilir)

(17) esitligi ile verilen integral parcalanip ¢ = x/u doniigtimii yapilirsa,

xla /
Fk(‘\-ﬁ = _[F‘(k-u)(x“i)aua_’du+ J.F(km(«‘i/u)au“""du

0 xla
xla i
= Iau“"du + o:f Foeuny@®x%t™ " dt
0 X

=x%/a” + ax“_[Fk,”,(r)r‘“"'dr
elde edilir. (18) esitliginin her iki tarafindan x’ e gore tiirev alinir,
fr@ =" Ja® + @ x* [ Fyy (0™ dt — o™ Fyy ()

=ax™!| x* 1 a® + o [ Fy (007 dt = Fyy (%)

X
ve (18) esitligi, (19) esitliginde yerine kondugunda,
of, (x) = F ()~ Fyy (0]

elde edilir.

Simdi her 0 < x<a i¢in R(x) >0 veya denk olarak F(x)> 0 oldugunu
gosterelim. (17) esitliginin sag tarafindaki integral, u — 0 i¢in pozitif oldugundan

negatif olmayan siirekli fonksiyondur. Boylece 0 < x< a, Fj(x)>0 dir.

(3) ve (8) esitlikleri (20) esitliginde yerine konursa

(18)

(19)

(20)



(x))

x(R(x))i. 1
(k—1)!

f(x)= P(X)(

dF(x) _a

1-F(x) xk R(x),

R(x) «

R(x) xk’

InR(x)=1In x** +1n c,
R(x)=cx**, ¢>0

1-F(x)=expl-R(x)}= exp% O Sk }
olmak iizere
F(x)= I—exp{— cx ™k } , x>0  (c keyfi)

elde edilir ve a =0 igin F(a) =1 dir.

Boylece, F(x)=1 —exp{—cxmk} ,x20 olmak iizere A=c,B=alk
parametreli Weibull dagilimi elde edilir.

4. SONUC

Rekor degerler yardimiyla dagilmlarin karakterizasyonu problemi, istatistik
teorisinde ©nemli bir yer tutmaktadir. Bunun nedeni, verilen karakterizasyonlar
sayesinde Orneklemin ozelliklerini kullanarak dagilim hakkinda bilgi edinmek ve
tersine, dagilimi bildigimizde 6rneklemin bazi 6zelliklerini sdyleyebilmektir. Ongorii
problemlerinin ¢oziimii i¢in rekorlarin yardimiyla verilen karakterizasyonlar hakkinda
son yillarda pek ¢ok caligmanin yapildifn ve daha ¢ok siirekli dagilimlar iizerinde
duruldugu goriilmiistiir.

Bu c¢alismada rekor degerleri kullanarak Weibull dagilimi i¢in karakterizasyon
sonucu, yeni bir teorem ile verilmigtic. Bu karakterizasyonu verirken rasgele
degiskenlerin sikigtirilmasi teknigi kullanilmstir,
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A NEW CHARACTERIZATIONS OF WEIBULL
DISTRIBUTION VIA RANDOM
CONTRACTIONS

ABSTRACT

In this paper we investigate a random contraction scheme
proposed by Wesolowski and Ahsanullah (2003). The distributional
recurrence relations found for the distribution functions of record

statistics. This reccurrence relations leads to new characterizations of
Weibull distributions.
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