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1. Genel Tanimlar ve Teoremler

M, g yari-Riemann uzayinda g simetrik tensor alani dejenere olan bir hiperyiizey (M, g)
olsun. Yani, M hiperyiizeyinde dyle bir § # 0 vektdr alan1 vardir ki her X € I'(TM) icin
g(&, X) = 0 sartin1 saglar.

RadTM = {§ € TM: g(¢,X) = 0,vX € TM}
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ile tamiml altuzaya TM tanjant uzaynin radikali ya da null uzayr adi verilir. Tanjant
uzayinin

TM = RadTM L S(TM)

ayristminda S(TM) vektor demetine M hiperyiizeyinin bir ekran dagilimi denir. Lightlike
hiperylizeylerde tanjant ve normal uzaylari ayrik olmadigindan bu hiperyiizeylere 6zel
olarak, ortonormal bazlar yerine quasi-ortonormal bazlar tanimlanmustir.

Teorem 1.1 [2] (M, g, S(TM)), yari-Riemann manifoldu (M, g) de bir lightlike hiperyiizey
olsun. Bu durumda M hiperylizeyinde ranki 1 olan tek bir tr(TM) vektor demeti vardir oyle
ki U € M koordinat komsulugunda TM* nin sifirdan farkli herhangi bir & vektdr alani igin
U da tr(TM) demetinin

gN,§) =1,g(N,N) = g(N,W) = 0,vX € T(S(TM)|y) 1)
esitliklerini saglayan tek bir N vektor alan1 bulunur.

Burada tr(TM) bir lightlike vektor demetidir ve tr(TM) N TM = {0} dir. Boylece asagidaki
ayrisim yazilabilir:

TM|y = S(TM) L (RadTM®tr(TM)) = TM&tr(TM) (2)

tr(TM) demetine M hiperylizeyinin S(TM) ekran dagilimina gore lightlike transversal
vektor demeti denir.

Yari-Riemann manifoldu (M, g) de, bir (M, g,S(TM)) lightlike hiperyiizeyin Gauss-
Weingarten formiilleri her X,Y € I'(TM) i¢in

VyY =V,Y + B(X,Y)N,
VyN = —AyX + 1(X)N

olur. Burada V koneksiyonu M hiperyiizeyinde torsiyonsuz ve indirgenmis lineer bir
koneksiyondur. h(X,Y) = B(X,Y)N simetrik bilineer formuna M hiperyiizeyinin ikinci
temel formu ve Ay lineer operatdriine M hiperyiizeyinin sekil operatorii adi verilir. B
formuna M hiperyiizeyinin yerel ikinci temel formu adi verilir. M uzayinda V metrik
koneksiyon oldugundan

B(X,&) = 0,vX € I(TM) ?)

elde edilir. M hiperylizeyindeki V koneksiyonu metrik koneksiyon olmayip her X,Y,Z €
['(TM) igin

esitligini saglar.

Tanjant uzaymm ayrisiminda T'(S(TM)) tizerine I'(TM) uzaymin izdisim morfizmi P
olsun. S(TM) ekran dagilimi i¢in yerel Gauss-Weingarten denklemleri her X,Y € I'(TM)
icin agagidaki sekilde verilir:

V4PY = ViPY + C(X, PY)E,
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Vié = —ApX — t(X)E.

Burada h*(X,PY) = C(X, PY)¢ bilineer formuna ekran dagiliminin ikinci temel formu ve
AE lineer operatoriine de ekran dagiliminin sekil operatorii denir. Her iki ikinci temel form,

sekil operatorleri ile asagidaki denklemlerle iliskilendirilir:

B(X,Y) = g(4;X,Y), g(A;X,N) =0,
C(X,PY) = g(AyX,PY), g(AyY,N) = 0.

Ekran dagilimi iizerindeki V* koneksiyonu metrik koneksiyondur. A: sekil operatori,
S(TM)-degerli ve self-adjoint olup lightlike hiperyiizey igin

A6 =0 4)
esitligini saglar. Boylece
Ve = V& = —1(8)¢ )
esitligi bulunur [2].

M lightlike hiperyiizeyinin h(X,Y) ikinci temel formunun ve AyX sekil operatoriiniin
kovaryant tiirevleri her X,Y,Z € I'(TM) icin asagidaki formiillerle verilebilir:

(Vxh)(Y,Z) = V)t(h(Y, Z)—h(VyY,Z) — h(Y,VyZ),
Vx(AnY) = (VxAp)Y + Ay (Vi Y).

B formunun kovaryant tiirevi
(VxB)(Y,Z) = X(B(Y, 2)) — B(VxY, Z) — B(Y,VxZ) (6)
dir.
(M, g,S(TM)), yari-Riemann manifoldu (M, g) de bir lightlike hiperyiizey olsun. M
lightlike hiperyiizeyi ve M yari-Riemann manifoldunun egrilik tensorleri sirasiyla R ve R
olmak tizere her X,Y,Z € I'(TM) i¢in Gauss egrilik denklemi
RX,VZ = RUK,VZ + AnnyY — AnwpX + (T (Y, 2) — (Wh)(X,Z)  (7)

ile verilir. Esas uzay, c sabit egrilikli bir yari-Riemann uzay formu oldugunda ise Gauss
denklemi

RX,Y)Z=c{glV,2)X —g(X,Z)Y}— Ah(X,Z)Y + Ah(y'z)X
ve Codazzi denklemi
(Vxh)(Y,Z2) = (Vyh) (X, Z)
olur.

(M, §) yan-Riemann uzaymin Ricci tensorii her X, Y € ['(TM) igin
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Ric(X,Y) = trace{Z - R(X,Z2)Y}

ile tanimlidir. Bu durumda (M, g, S(TM)) lightlike hiperyiizeyinin indirgenmis R(®? Ricci
tensoru

m

RO2(x,Y) = Z ead(R(X,E))Y,Ey) + g(R(X, &)Y, N)

a=1

ile verilir. Burada &, = g(Eq, E,) dir ve {&;E.}, (M, g,S(TM)) lightlike hiperyiizeyi
tizerinde indirgenmis bir quasi-ortonormal c¢ati olup Rad(TM) = span{é} ve
S(TM) = span{E,} tanimlidir. Genel olarak Ricci tensorii simetrik degildir. Bu yiizden
R©2) tensorii simetrik oldugunda indirgenmis Ricci tensérii olarak adlandirilacak ve Ric ile
gosterilecektir.

Tamm 1.2 (M, g,S(TM)), yari-Riemann manifoldu (M, g) de bir lightlike hiperyiizey
olsun. M hiperytizeyinin her U koordinat komsulugunda bir p diferensiyellenebilir
fonksiyonu bulunmak iizere

B(X,Y) =pg(X,Y), VX, Y eT'(TM|y)
esitligi saglaniyorsa M hiperylizeyine total umbiliktir denir.
Esdeger olarak M hiperylizeyinin total umbilik olmas1 i¢in gerek ve yeter sart
Az (PX) = pPX, vX eI'(TM|y)
esitliginin saglanmasidir. p = 0 olmas1 durumunda ise M total geodeziktir denir.

Bir Riemann manifoldunun yerel simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart VR = 0 esitligini
saglamasidir. Ayn1 tanim ve teorem yari-Riemann uzaylar ve altmanifoldlar1 icin de
gecerlidir [5]. Bir yerel simetrik yari-Riemann manifoldunda lightlike hiperylizeylerin
yerel simetrileri i¢in asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 1.3 [3] M bir yerel simetrik yari-Riemann manifoldu ve Ay¢ bir null vektdr alani
olmayacak sekilde M manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi M olsun. Bu durumda M
lightlike hiperyiizeyinin yerel simetrik olmasi icin gerek ve yeter sart total geodezik
olmasidir.

Bir acik aralik I € R ve irtibathi 3-boyutlu sabit egrilikli bir Riemann manifoldu F olmak
tizere I X F ¢arpim manifoldunu diislinelim. m ve o, sirasiyla I ve F lizerine izdiisiim
doniistimleri olsun. I {izerindeki standart d /dt vektor alaninin I X F manifoldundaki lifti 9,
timelike birim vektor alani ve

F(t)=txF ={(t,p):p € F}

olmak tizere d; L F(t) olsun. Boylelikle her F(t) uzay: bir Riemann uzay1 olur. Her t € [
icin f(t) > 0 fonksiyonu alinir ve X,Y vektorleri F(t) uzayina teget olmak tizere

gx.Y) = g(dn(X),dn(¥)) + f*(0)g(do(X),da(Y))
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tanimlanirsa, (I X F, g) manifoldu I tabanli, (F, g) fiberli bir katli ¢arpim manifoldu olur.
Simdi bu gosterimler yardimiyla Robertson-Walker uzay-zamani su sekilde tanimlanir:

Tanmim 1.4 irtibath n-boyutlu k = —1,0 veya 1 sabit egrilikli bir Riemann manifoldu F ve
I C R} agik araliginda taniml diferensiyellenebilir pozitif bir fonksiyon f olmak iizere,

M* (ke f) = (I X; F, §), g = —dt* + f2(£) g
katli garpim manifolduna bir Robertson-Walker uzay-zamani ad1 verilir [6].

Burada F uzayi i¢in standart segimler sirasiyla -1,0,1 sabit egrilikleri igin H", R", S" uzay
formlaridir. F ve I uzaylarindaki tanjant vektor alanlarinin yatay ve diisey liftleri sirasiyla
L(F) ve L(I) ile gosterilir. d; timelike birim vektor alaninin gelecek yonlii secilmesiyle
M1 (k, f) manifoldu zaman yénlendirilmis olur. Her X € I'(TM) vektor alani igin

X=X-g(X,0,)0.,X € L(F) 9)

ayrisimi yazilabilir. MP*1(k, f) uzay-zamaninda koneksiyon ve Riemann egrilik tensorii
ile ilgili asagidaki yardimci teoremler biliniyor [1],[4]:

Yardimer Teorem 1.5 M1 (k, f) manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu 7 olsun. Her
X,Y € L(F) i¢in

ﬁatat = O,

f’
VX = Vxd, = G)x,

1
2
.= _ !
3. g(VxY,0,) = —g(X,Y) (),
4. F uzayinin Levi-Civita koneksiyonu V7 olmak tizere, VyY vektor alaninin disey lifti
VY dir.

Yardimer Teorem 1.6 M?*'(k,f) uzay-zamaninin Riemann egrilik tensoérii R olmak
tizere, her X,Y,Z € L(F) i¢in

1. R(3,X)d, = (f?)X,

2. R(X,0)Y = —g(X,Y) (’%) o,
3. R(X,Y)a, =0,
4. R(X,Y)Z = U}Z—j" G, 2)X — g(X, 2)Y)

olur.

M}*1(k, f) uzay-zamaninin Riemann egrilik tensdriinii bulmak icin yukaridaki yardimei
teoremin son esitliginden faydalanabiliriz. Her X,Y,Z € I'(TM) i¢in (9) ayrisimi ve egrilik
tensorilintin dogrusallig: kullanilirsa

N2 k no__ N2 _ k
(f)f—f G 2% - gex, 2y + 2L ]E’; =k Gk 002,807

—-g(Y,0)9(Z,0)X + (g(Y,0)3(X,2) — g(X,0,)g(Y,Z))d,) (10)

Rx,")Z =
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bulunur.

Not 1.7 [1] Eger f katli carpim fonksiyonu (ff"” — (f')* — k) = 0 denklemini saglarsa
((F)?*+K)/f>' =0 esitligini de saglayacagi agiktir. Dolayisiyla (10) esitliginden,
MY(k, f) uzay-zamanmin sabit egrilikli oldugu gorilir. (ff” — (f)*—k)=0
diferensiyel denkleminin ¢6ziimiinden su sonugclar elde edilir:

e MI""!(k, f) uzay-zamaninin Riemann egriliginin sifir olmasi icin gerek ve yeter sart
f(@) = at + b, (k = —a?) olmasidur.

o MI1(k, f) uzay-zamaninin c>>0 sabit egrilikli olmast icin gerek ve yeter sart f(t) =
aet + be~°, (k = 4c*ab) olmasidur.

o MI1(k,f) uzay-zamaninin —c* < 0 sabit egrilikli olmasi igin gerek ve yeter sart
f () = asin(ct) + bcos(ct), (k = —c*(a® + b?)) olmasidir.

2. Robertson-Walker Uzay-zamaninda Lightlike Hiperyiizeyler ve
Simetri Ozellikleri

Bir (M, g) yari-Riemann uzay-zamaninm bir alt uzay1 V ve Riemann egrilik tensorii R
olsun. Eger her X,Y,Z € V icin R(X,Y)Z € V oluyorsa, V alt uzayina R ye goére egrilik-
invaryant'titr  denir. Burada 06zel olarak V =TM alinirsa, M uzay-zamam egrilik-
invaryant'tir denir. Benzer sekilde bir lightlike hiperylizey (L, g,S(TL)) icin su dnerme
verilebilir:

Onerme 2.1 [4] Bir M1(k, f) uzay-zamanmn bir lightlike hiperyiizeyi (L, g,S(TL))
olsun. O halde

1. L lightlike hiperylizeyinin egrilik-invaryant olmasi i¢in gerek ve yeter sart
M}*1(k, f) uzay-zamanmin sabit egrilikli olmasidir.

2. Eger S(TL) ekran dagilimi egrilik-invaryant ise Mt (k, f) uzay-zamam diiz-diir.

3. Eger Rad(TL) null dagilimi egrilik-invaryant ise M**'(k, f) uzay-zamani sabit
egriliklidir.

4. Eger tr(TL) null transversal dagilimi egrilik-invaryant ve rank(S(TL)) > 1 ise ya
M1 (k, f) uzay-zamam diiz ya da S(TL) ekran dagilimi L(F) fiber uzaylarina
tegettir.

M}*1(k, f) uzay-zamaninin sabit egrilikli olmasi durumunda Teorem 1.3 ten, Ay¢ sifirdan
farkli bir vektor alan1 olmak tizere, L lightlike hiperylizeyinin yerel simetrik olmas1 igin
gerek ve yeter sart total geodezik olmasidir. Uzay-zamanin sabit egrilikli olmamasi
durumu ise asagida incelenecektir. d, timelike vektor alaninin, bir L lightlike hiperyiizeyine
gore durumunu belirleyen asagidaki yardimci teoremi biliyoruz:

Yardimcr Teorem 2.2 [4] Bir M"*'(k,f) uzay-zamanimmn bir lightlike hiperyiizeyi
(L, g,S(TL)) olsun. O halde 0, vektor alaninin (2) ayrisimina gore transversal izdiisimii
of" olmak iizere
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1. 9, vektor alan1 L ye teget olamaz, yani 0f" # 0
2. 0; vektor alan1 L ye dik olamaz.

3. MI(k, f) uzay-zamanindaki bir sifirdan farkli null U vektdr alani igin g(U, ;) #
0 dir.

Gorildiugl iizere 9, vektor alan1 L lightlike hiperyiizeyinin RadTL radikal uzaymna veya
tr(TL) transversal vektor demetine ait olamaz. Ancak 0; vektor alam1 S(TL) ekran
dagilimina ait veya dik olabilir.

Onerme 2.3 Sabit egrilikli olmayan bir MI*1(k,f) uzay-zamanmin bir lightlike
hiperytizeyi (L, g,S(TL)) ve rank(S(TM)) > 1 olsun. Asagidaki (i)~(iii) kosullarindan
birinin saglandigini varsayalim:

1. nparaleldir, yani her X,Y € I'(TL) i¢in n(Y) = g(Y, N) olmak iizere Vyn(Y) = 0,
2. Ekran ikinci temel formu h* paraleldir,
3. HerX,Y e I'(TL)ve N € I'(tr(TL)) i¢in (VxA)yY = (VyA)yX dir.

Bu durumda S(TL) ekran dagilimi M}**1(k, f) uzay-zamanmnn spacelike dilimlerine
tegettir [4].

Teorem 2.4 Sabit egrilikli olmayan bir MI*1(k,f) uzay-zamaninin bir lightlike
hiperyiizeyi (L,g,S(TL)) olsun. S(TL) ekran dagiliminin h* ikinci temel tensdriiniin
paralel olmas1 ve f fonksiyonu sabit olmayan diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmasi
durumunda, eger L lightlike hiperyiizeyi yerel simetrik ise total umbiliktir.

Ispat. Simdi M™1(k,f) uzay-zamanmin bir (L,g,S(TL)) lightlike hiperyiizeyini ele
alalm. (10) esitliginden R Riemann egrilik tensdriiniin  kovaryant tiirevi her
X,Y,Z € I'(TL) vektor alani igin

_ F )2 +k, _ _
FuRYXNZ = WE—Z=1g(F, DX = X, 2)Y)
"o__ N2 k
wil (%)+)Mﬂxmw@mw

—g(Y,0)g(Z, 00X +(g(¥,0)g(X, Z)
—9(X,00)9(Y,Z2))0,)

"o_ N2 4+ k 3
i (g)+)«mnmmwwj>

—g(X, Vw0 g(¥,2))0, + (g(¥,0)§(X, Z)

—9(X,0)3(Y,Z))Vy 0, + §(Z,0) (X, Vy0,)Y
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—g(Z,0)g(Y, Vo)X + g(X,0.)3(Z, Vy0,)Y
—g(¥,0)9(Z, Vwor)X)
olarak bulunur. [3] ¢aligmast Yardime1 Teorem 3.2 den her X, Y, Z € I'(TL) igin
(VwR)Y(X,Y)Z = (VywR)(X,Y)Z +B(W,R(X,Y)Z)N

+(VwB)(X, 2)AnY — (VyB)(X, Z)T(Y)N
+B(X,Z)(VwAp)Y + B(X, Z)B(W,AyY)N
—~(VwB)(Y,Z)AyX — B(Y, Z) (Vi Ax)X
—B(Y,Z)B(W,AyX)N + (Vy,(VxB))(Y, Z)N
—(Vw(WyB))(X, Z)N + B(Y, Z)(VyT) (X)N
—B(Y,Z2)t(X)AyW + t(X)t(W)B(Y,Z)N
+(VyB)(X, 2)AyW — (VyB)(X, Z)Tt(W)N
—(VxB)(Y,2)AyW + (VxB)(Y,Z)t(W)N
—B(X,Z)(VT)(Y)N + B(X, Z2)t(Y)AyW
+B(X, 2)t(Y)T(W)N — (Vi xB)(Y, Z)N
+(Vy,,vB)Y(X, Z)N — R(h(W, X),Y)Z
—R(X,h(W,Y))Z — R(X,Y)h(W, Z)
+(VwB) (Y, Z)T(X)N

oldugu biliniyor. R egrilik tensoriiniin W € I'(TL) vektor alanina gore kovaryant tiirevi
yukaridaki esitlik kullanilarak su sekilde elde edilir:

)+ _
TR NZ = W= 1@, X - X, 2)Y)
"o_ N2 4+ k
it (%)+ﬁ@a@wwﬂw

—9(Y,0)9(Z,0)X +(g(¥,0,)g(X, Z)
—9(X,0)g(Y,Z2))0,)

"no_ N2 4k _
Wi <g>+)«ﬂnmmmmm

—9(X,Vw0)g(Y,2))0, + (§(Y,0,) g (X, Z)
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—3(X,0.)g(Y, Z2)Vyo, + §(Z,0) g (X, Vyy 0,)Y
—g(Z,0)g(Y, Vo)X + g(X,0.)g(Z, Vy0,)Y
—g(Y,8,)g(Z, Vyd,)X — BWW,R(X,Y)Z)N
—(VwB)(X, 2)AnY + (VyyB)(X, Z)T(Y)N
—B(X,Z)(VyAN)Y — B(X,Z)B(W, AyY)N
+(VywB)(Y, 2)AyX + B(Y, Z) (Vi Ap) X
+B(Y,Z)B(W,AyX)N — (Vy,(VxB))(Y, Z)N
+(Vw (WyB))(X, Z)N — B(Y, Z)(VyT)(X)N
+B(Y,Z2)t(X)AyW — t(X)T(W)B(Y,Z)N
—(WyB)(X, 2)AyW + (VyB)(X, Z)Tt(W)N
+(VyB)(Y,Z2)AyW — (VyB)(Y, Z)t(W)N
+B(X,Z)(VT)(Y)N — B(X, Z)T(Y)AyW
—B(X,Z)t(Y)T(W)N + (Vy,, x}B)(Y,Z)N
—(Vp,,vBY(X, Z)N + R(h(W, X),Y)Z
+R(X,h(W,Y))Z + R(X,Y)h(W, Z)
—(VwB)(Y, Z)T(X)N. (11)
L yerel simetrik ise (11) esitliginde X = Z = £ alindiginda
fr' =) +k

0 = w[ = 1(§(6,80)°Y = §(Y,0) (€, 9))
"o__ N2 k _
L (;’;) 0 (36,003 Twd)Y

—9(,009(Y, Vw0)§ + 5§, 09, Vwd)Y
—g(Y, 003, Vwd:)§) — BW,R(E, Y)HN
+(VwB)(Y, AN — (Vw (VeB)) (Y, §)N
+(Vw(WyB)) (&, $N + (Vi e B)(Y, $)N

+R(E h(W,Y))§ — (VwB) (Y, §)T(EIN (12)
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elde edilir. h* ikinci temel formu paralel oldugundan, yukaridaki 6nerme yardimiyla S(TL)
ekran dagilimi M+ (k, f) uzay-zamanmin spacelike dilimlerine tegettir. Dolayisiyla
S(TL) ekran dagilimi tanim geregince d; vektor alanina diktir.

Y € S(TL) alinwrsa g(Y,N) = 0 ve g(Y,d,) = 0 sonuglarina ulasilir. Ayrica (9) esitligi ve
Yardimer Teorem 1.5 ten

R P
Vw0, = Vo, = 7 W+ g(W,0a,)0d,)

bulunur. (10) esitliginden bulunan

(F?*+k 2(ff" = (f)?* + k)
F f2

ifadesi ve yukaridaki esitlik kullanilarak (12) esitliginin her iki tarafinin N vektor alan ile

i¢ carpimi alindiginda

no__ AY/ k !
0o = _UI (](f;) > ))-’%g(é,aomww
Ve {7 0)
o r?

gR(,N)E,N) = g(§,00)g(N,0¢)

+Bw, )Y G(€,3)G(N,00) (13)

elde edilir. Bu asamada, eger
(F+k 2(ff" = ((f) + )
F f?
1m_((¢r\2 k
oldugu kabul edilirse, G(&,d,) = 0 ve M

f' =0 bulunur. Hipoteze gore f fonksiyonu sabit olmadigindan, bu bir c¢eliskidir.
Dolayisiyla (13) esitliginden

<ff"—((f')2+k)>

g, 0)g(N,0¢) =0

= 0 oldugundan, (13) esitliginden

!

-
B(W,Y) = g7 gw,v)
e )
f2 f2 (E:at)g (N,at)
elde edilir. Bu ise hiperyiizeyin total umbilik oldugu anlamina gelir. ]

M1 (k, f) Robertson-Walker uzay-zamaninin sabit egrilikli olmasi durumunda ise
asagidaki sonug elde edilir:

Onerme 2.5 M**1(k,f) uzay-zamaninin bir lightlike hiperyiizeyi (L, g,S(TL)) olsun.

Eger hiperyiizeyin h ikinci temel formu paralel ise M}'*'(k,f) uzay-zamani sabit
egriliklidir [4].

Sonug 2.6 M+ (k, f) uzay-zamaninm bir lightlike hiperyiizeyi (L, g, S(TL)) olsun. Ayé
sifirdan farkli bir vektor alan1 ve hiperylizeyin h ikinci temel formu paralel olmak iizere, L
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lightlike hiperyiizeyinin yerel simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart total geodezik
olmasidir.

Ispat. Yukarida verilen 6nerme geregince, h ikinci temel formunun paralel olmasi
durumunda MI**'(k, f) uzay-zamami sabit egriliklidir. Her sabit egrilikli uzay yerel
simetrik oldugundan, Teorem 1.3 e gore L lightlike hiperyiizeyinin yerel simetrik olmasi
icin gerek ve yeter sart total geodezik olmasidir. ]

M1 (k, f) uzay-zamaninin Ricci tensorii asagidaki onerme ile tanimlaniyor:
Onerme 2.7 M**1(k, f) uzay-zamaninin Ricci tensorii her X, Y € M1 (k, f) igin
Ric(X,Y) = —ang(X,Y) + f{(n — DF(X,8,)g(Y,0:) — §(X,¥)}

esitligi ile tanimlidir [4].
M 1(k, f) uzay-zamanmin bir lightlike hiperyiizeyi (L,g,S(TL)) olmak iizere, bu
hiperyiizeyin Ricci tensérii R(*?) ile gosterilirse, her X,Y € I'(TL) icin (7) ve (8)
esitliklerinden

ROD(X,Y) = Ric(X,Y) — B(X,V)trAy + g(A;Y, AyX) + GR(E, V)X, N)  (14)
bulunur. (10) esitligi kullanilirsa

elde edilir. Bu esitlik, yukaridaki 6nerme ile birlikte (14) esitliginde yerine yazilirsa, R(©?
tensort

ROD(X,Y) = —a(n—1DJX,Y) +B{ng(X,0,)g(Y,0:) = §(X,Y)
—3(5,0)g(Y,00)g(X,N) = g(§,00)9(X,Y)g(N, 0¢)}
—B(X,V)trAy + g(A:Y, AyX) (15)
olur.
Sonug 2.8 Diiz bir M**1(k, f) uzay-zamaninin bir lightlike hiperyiizeyi (L, g, S(TL)) ve
An¢€ sifirdan farkli bir vektor alani olsun. Bu durumda L hiperyiizeyinin Ricci diiz olmasi

icin gerek ve yeter sart total geodezik olmasidir.

Ispat. MI'*1(k,f) uzay-zamanmmin diiz olmast durumunda f =a =0 olur. (15)
esitliginden

ROD(X,Y) = —B(X,Y)trAy + g(A;Y, AyX)
bulunur. L hiperylizeyinin Ricci diiz olmas1 durumunda, X = & alinirsa
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olur. Ayn¢ = 0 oldugundan, A} = 0 olarak bulunur. Yani L lightlike hiperylizeyi total
geodeziktir. Diger taraftan, eger L total geodezik kabul edilirse, (15) esitliginden ve a =
B = 0 oldugu gerceginden R*2?) = 0 olacag agiktir. m

Teorem 2.9 MI*1(k,f) uzay-zamanmin bir lightlike hiperyiizeyi (L, g,S(TL)) olsun.
A€ sifirdan farkli bir vektor alani ve S(TL) ekran dagilimi, MI**1(k, f) uzay-zamanmin
spacelike dilimlerine teget olmak flizere, eger L lightlike hiperyiizeyi Ricci simetrik ise,
M (k, f) uzay-zamani sabit egriliklidir.

Ispat. (15) esitliginin kovaryant tiirevini alirsak
(TWRO)(K,Y) = —W(@)(n—1gX,Y)
—an—-D{B(W,X)g(N,Y)+ B(W,Y)g(N,X)}
+W (B {ng(X,0)g(¥,d,) — g(X,Y)
~3(§,003(Y,0)g(X, N) — §(§,0)9(X,Y)g(N, )}
+B{ng (Y, 0)[BW, X)g(N,d,) + §(X, Vi 0,)]
+ng(X,d0,)[B(IW,Y)g(N,d,) + g(¥, Vy0:)]
-B(W,X)g(N,Y)—-B(W,Y)g(X,N)
~g(¥, 003X, N)[=G(A: W, 8,) + §(§, V)]
~3(§,003X, N)[BW,V)G(N,0;) + §(¥, Py dp)]
+3(Y,0)g(§, 0)g(X, AyW)
—g(X, V)GV, 0) [~ G(A:W, 8,) + §(§, V)]
~3(§,009(X, )[=G(ANW,8;) + (N, Py d,)]
~g(§,0)g(N, 0)[BW, X)g(N,Y) + B(W,V)g(X, N)]}
—(VwB)(X,Y)trAy — B(X, Y)W (trAy)
+B(Y, (Vi A)X)

bulunur. Y = W = ¢ alinirsa, L lightlike hiperyiizeyinin Ricci simetrik oldugu diistiniilerek
(3) ve (4) esitlikleri yardimiyla yukaridaki esitlikten

0 = £(BINIX,0)3(E,0) — (§(5,8)) GX, N)}
+B{ng(§,0_)g(X, Ved,) + ng(X, 00 g (%, Veor)
—g(§,0)g(X, N)g(§,Ve0,) — §(§,00)9 (X, N)G(§, Vedy)

+(3(8,0)) g(X, Ay) — (VeB) (X, ©)tray
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elde edilir. Ayrica X € S(TL) almirsa, S(TL) ekran dagilimi1 M1 (k, f) uzay-zamanimin
spacelike dilimlerine teget oldugundan, g(X,d;) = 0 ve g(X,N) = 0 olur. Bu ifadeler
yukaridaki esitlikte yerine yazildiginda (5) ve (6) esitlikleri de kullanilarak

— _ = — 2 _
0 = B{ng(§, 003X, Ved) + (9(§,00)) G(X, Ané) (16)
bulunur. (9) esitligi ve Yardimci Teorem 1.5 ten

‘7¢’at = 7§_g(g,at)atat = Vgat = f?g = f?(s; + g(§,0,)9,)

ve

gX,Ved,) = %{Q(X, $)+3(5,0.6)g(X,0,)} =0

elde edilir. Boylece (16) esitliginden

0= B(g( )" g(X, Ayé)

bulunur. Bu esitlikten, g(&,d,) # 0 ve Ay& = 0 oldugundan § = 0 dir. Yani MI*1(k, f)
uzay-zaman sabit egriliklidir. ]
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