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Ozet - Bu cahsmada erkeklerin heterogametik(XY)
oldugu tiirlerde cinsiyete bagli X iizerinde taginan bir
karakter icin bir gen yerindeki gen frekanslarin erkek
ve digilerde farkl olmasi durumunda (erkeklerde a ve
digilerde b) birbirini izleyen generasyonlarda iki cin-
siyette gen frekanslarinin ne olacaginin belirlenmesi i¢in
rekiirans iligkili say1 dizilerinin ozellikleri kullanilarak
bazi sonuglar elde edilmistir. Erkek annesinin frekansini
aynen aldigi icin hesaplama sadece disiler lizerinden ver-
ilmistir.

Anahtar Kelimeler -
Gen frekansi, populasyon
genetigi, rekiirans iliskili
sayr dizilert, matris deter-
minants.

1Sorumlu Yazar
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Calculation of gene frequency by sequences and matrices with a
reduction relation

Abstract - In this study, using the properties of re-

currence related number sequences, we obtained some

results in order to determine the status of gene frequen- Keywords -

cies in males and females in successive generations, in  Gene frequency, population ge-
cases where gene frequency is different for a gender spe- netic, recurrence related number
cific character in both genders (a for male, b for female) sequences, determinant of ma-
in species where males are heterogametic (XY). Calcula-  ¢riz.

tions were carried out through females only since males

inherit frequency of their mother.
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1 Giris

Giiniimiizde, temel ve uygulamali bilimlerde cesitli sorunlarla kargilagilmaktadir. Bu
sorunlari yerinde ve zamaninda ¢oziimlemek icin disiplinler arasi ¢caligmalar yapmak ve
¢oziim oOnerileri iiretmek gerekmektedir. Coziim odakl caligmalarin belki de en 6nemli
ilk basamag1 sofistike Matematik teknikler kullanmaktir. Bu durumda, kopri gorevi
gorecek Matematige dayali bilimler ve diger disiplinler arasinda yogun ig birliklerine
ihtiyac vardir. Sonucta da Disiplinleraras1 Uygulamali Matematik adi altinda yeni bir
alan dogmustur. Bir olayin ya da sorunun matematiksel olarak ¢oziimlenebilmesi du-
rumunda, ayni sekliyle veya benzer yollarla olayin sorun olugturdugu bilim dalinda da
¢ozuimlenebilir olmas1 onerilmelidir. igte burada matematikte modellenen problem ve
¢ozlim yollari, diger disiplinlere transfer edilebilirliginin ve uygulanabilirliginin ilk du-
rum tespiti bagariya giden yolun da basglangicidir. Bu durum hem matematikgileri hem
de diger genelde Fen ve Teknoloji alaninda, 6zelde de Biyoloji alaninda yeni yontemlere
ulagmak ve yenilikgi yollar agmak i¢in firsatlara donitigebilir[5]. Genetik ¢aligmalarin
temelinde var olan matematik bu caligmada da kullanilmigtir. Insanlar ve tiim canlilar
i¢cin ortak olan degerlerden birisi de meydana gelen neslin devamhiligidir. Devamhhgin
saglanabilmesi icin de tiir ici etkilesimler sonucu olusan yeni nesillerin biyolojik 6zellik-
lerinin tiire 0zgii degerlere sahip olup olmamasi ile denetlenmektedir. Bu gibi denetleme
lerin yapiligt da yeni bir bilim dali olarak kabul edilen Matematiksel Biyolojidir. Biy-
olojik ve Genetik bir problem olan hastaliklarin bugiinkii varhiginin gelecek nesillerde
nasil olacagi zihinlerimizi meggul eden bir sorudur. Bu sorunun cevabini, énlemlerini
ve hatta ¢oziim yollarin1 Matematiksel Biyolojiden destek alarak bulabiliriz. Diger bir
ifade ile toplumda bugiin var olan bir hastaligin yillar sonra ayni toplumda nasil ve
hangi diizeyde olabilecegini yine ayni sekilde yorumlamaya caligiriz. Bu durum bize
spesifik bir hastaliksa; onunla nasil miicadele edecegimiz, nasil koruyucu tedbirler al-
abilecegimiz konusunda yonlendirici bilgiler sunmaktadir. Bu caligmada insan kromo-
zomlarindan esey kromozomlarindan olan X kromozomu iizerinde taginan bir 6zellik
incelenmektedir.
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X kromozomu tizerinde tagman bu &zellik (bir hastalik ya da herhangi bir incelenen
ozellik) incelenen ata canhidan kag nesil sonra ne diizeyde (frekans/yiizde etki) kendini
gostermektedir sorusunun cevabimin aranmasiyla baglamigtir[3, 6].

Sorumuzu matematiksel olarak ele alacak olursak; baslangic kosulu =y = a, 1 = b
olmak tizere n > 2 i¢in x, = %2%*2 seklinde n. generasyonda annenin frekansi
bulunabilir. Bu tarz (bir baglangi¢ kogulu verilip bu baglangi¢ kosulu ve bir indirgeme
bagintisi ile elde edilen) dizilere Fibonacci tip diziler veya indirgeme iligkisine sahip
diziler denir. Bu tip dizilerin terimlerini hesaplamada temel problem sudur; bizden
n. terim istendiginde kendinden onceki n — 1 tane terimin hesaplanmasi gerekir. Bu
calismada n. generasyondaki frekansi rekiiransa gerek kalmadan elde etmemizi saglayan
esitlikler verilecektir.

Machenry [4] genellegtirilmis Fibonacci polinomlarimi agagidaki sekilde tanmimlamigtir.

Fk,n(t) O, n<l1 (1)
Fk,l(t) - tl
Fin(t) = t1Fppn1(t)+ -+t Fpn_i(t)
Teorem 1.1. [2]/ k > 2 bir tamsays, Fy,(t) genellestirilmis Fibonacci polinomu ve
Qk,n = (%‘s)
- i‘r_‘(”'.tt"(;—i‘)l eger —1<r—s<k,
frs = { 0 ’ diger

seklinde tanimlanan n X n tipinde bir Hessenberg matris olmak tzere
det(@hﬂ) = Fk,n(t) <2>
dir. Burada to =1 ve 1 = /—1 dir.

Teorem 1.2. [2]/ k > 2 bir tamsays, Fy,(t) genellestirilmis Fibonacci polinomu ve
Bk,n = (sz)

—t5 eger j=1+1,
bij = 2}{}1 eger 0<i—j<k,
0 diger

seklinde tanimlanan n X n tipinde bir Hessenberg matris ve to = 1 olmak tizere
det(Bk,n) = Fk,n(t) (3)

dir.

2 Gen Frekanslarinin Hesaplanmasi

Ilk olarak problemimizi bir érnekle aciklayalim. Bu 6rnekte basit hesaplama ile annenin
gen frekansinin 0,6, babanin gen frekansinin 0,2 olmast durumunda 4. generasyonda
erkek ve diginin gen frekansinin ne olacagini gosterelim. Burada erkek annenin gen
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frekansini aynen alirken, disi anne ve babasinin gen frekansinin aritmetik ortalamasini
gen frekansi olarak alir.

P X(0,6)X(0,6) X(0,2)Y
Fi 0,4 0,6

B | 2228 =0,5 0,4

Fy | 2295 — 045 0,5

Fy | 222 = 0,475 0,45

Tablodan goriildiigii gibi 4. generasyonda diginin gen frekansi 0,475, erkegin gen
frekansi 0, 45 olarak elde edilir.

Teorem 2.1. Erkeklerin heterogametik(XY) oldugu tirlerde cinsiyete bagh bir karek-
ter icin gen frekanslarinin erkek ve digilerde farkly olmasi durumunda (babanin gen
frekansimn a, annenin gen frekansinan b) n. generasyonda diginin frekansi x,, olmak

uzere a(2" — (—1)") + b(2n+1 _ (_1)n+1>
3.2n

Ty =
dir.
ispat: Ilk olarak bir tablo yardimi ile problemi aciklayalim; Bu tiirlerde bir sonraki

generasyonda erkek annenin gen frekensini aynen alirken, disi anne ve babanin gen
frekansinin toplamlarinin yarisini frekans olarak alir.

| Nesil | Erkek(XY) | Disi(XX) |
P a b
a+b

F b =

atb b+457 _ a43b
1y 2 - 2+3b_ 4

a+3b S+ 3a+5b
F3 4 +3b 23 +5b — »
F 3a+5b T+ _ 5a+tllb

4 8 2 — 16

Tablodan goriildiigii tizere bu hesaplamay1 sadece disi tizerinden yapmak yeterlidir.
Burada a ve b nin katsayilarina bakilirsa 1,1,3,5,11,... gseklinde bir dizi olusturdugu
goriiliir. Bu dizi incelenirse yine indirgeme iligkisine sahip, baslangi¢ kosullar1 ro = 0,
ry = 1 ve genel terimi n > 2 i¢in r, = r,_1 + 2r,_o olan bir dizi oldugu goriiliir. Bu
dizi literatiirde Jacobsthal dizisi olarak bilinir. O halde eger r, hesaplanirsa problem
¢Oziilmiig olur. Kalman [1] baglangi¢ kosullar1 ay = 0, a; = 1 ve genel terimi a,,2 =
Coln +cCra,1 rekiirans iligkisi ile verilen dizinin genel terimini rekiiransa baglh kalmadan

D = ¢ + 4cg

olmak lizere

(¢t + VD)* — (¢1 — VD))"
ay =
2nv/D
esitligi ile vermigtir. Bizim caligmamizdaki 7, dizisi goz oniine alinirsa ¢y = 2 ve ¢; = 1
i¢in a,, dizisi r,, dizisine indirgenir. O halde yukarda verilen esitlik ¢y = 2 ve ¢; = 1 igin
tekrar diizenlenirse

(L+VO) = (1= VO _ 2 = (-1

Tn
on4/9 3
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elde edilir. Problemimizde verilen temel x,, dizisi incelenirse

2y = o T Tkl J;nbrnﬂ (4)

oldugu kolayca goriiliir. Burada r,, = 2n_(3_1)" esitligi yerine yazilirsa

a(2" — (=1)") + (2" — (=1)"*")
3.2n

Ty =—

elde edilmig olur.

Teorem 2.2. Erkeklerin heterogametik(XY) oldugu tirlerde cinsiyete bagl bir karek-
ter i¢in gen frekanslarinin erkek ve digilerde farkly olmasi durumunda (babanin gen
frekansinan a, annenin gen frekansinin b) n. generasyonda diginin frekansi x, olmak
uzere,

1 =2 0 0 0 1 2 0 --- 0 0
1 1 =2 0 0 1 2 0 0
o 1 1 --- 0 0 0 2 1 0 0
Rn: . . . . . . UeKn: . .
0 0 0 1 -2 0 0 O 1 2
|00 0 11 00 0 i1
1¢in
adet(R,—1) + bdet(R,)
Tp =
2n
veya
adet(K,_1) + bdet(kK,)
Ty =
2n
dir.

Ispat: Genellestirilmig Fibonacci polinomlarinda ¢; = 1 ve t, = 2 aldigimizda r,
dizisi elde edilir. Ayrica (2), (3) esitliklerinde £ = 2 igin t; = 1 ve to = 2 alimrak
det(R,) = det(K,) = r, elde edilir. (4) de r,, yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Sonug 2.3. Erkeklerin heterogametik(XY) oldugu tirlerde cinsiyete bagl bir karek-
ter icin gen frekanslarinin erkek ve digilerde farkly olmast durumunda (babanin gen
frekansinan a, annenin gen frekansinin b) n. generasyonda diginin frekansi x, olmak
tizere, erkegin gen frekansi

a2 = (=D" ) +b(2" = (=1)")
3.2n—1

Yn = Tp—1 =

dir.
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