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ML kuralli sezici, tek esikli sezici

Bu ¢aligmada, ikili haberlesme sistemleri simetrik Gauss karigim giiriiltiilii kanal igin ¢alisilmaktadir. Tek
esikli sezici ile optimal olan ML kuralli sezici hata olasiliklar1 agisindan karsilastirilmaktadir. flk olarak,
tek esikli sezicinin optimal oldugu yeter kosul sunulmaktadir. Bu kosulun saglanmadigi durumda, tek
esikli sezicinin giirtiltiisiiz kosullarda dahi oldukea diisiik performansa sahip olabildigi belirtilmektedir.
Daha sonra, ayni kosullar i¢in ML kuralli sezici incelenmekte ve asimptotik sonuglar elde edilmektedir.
Son olarak, ¢esitli senaryolar i¢in benzetim sonuglar elde edilmekte ve teorik bulgulart dogrulamak i¢in
sonuglar ayrintili olarak tartigtlmaktadir.
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ABSTRACT

In this paper, binary communication systems are studied in the presence of symmetric Gaussian mixture
noise channels. The performance of single threshold detectors is compared with that of the optimal
maximum likelihood (ML) detector in terms of  error  probability. First,  sufficient conditions for
the single threshold detector to be optimal are presented. It is discussed that if the conditions are not
satisfied, then single threshold detectors could exhibit significantly inferior performance even
in noiseless conditions. In addition, the ML detector is examined for the identical conditions, and
asymptotic results are derived. Finally,  simulation results are obtained for  various scenarios,  and
the results are discussed in detail to verify the theoretical findings.
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Giris

Ortalama gii¢ kisit1 altinda, kanal giiriiltiistiniin unimodal
(tek tepeli) dagilima sahip oldugu ikili haberlesme sistemi
diisiiniildiigiinde, ortalama hata olasiligin1 minimize eden
optimal alici, tek esikli sezici olarak elde edilmektedir.
Onsel olasiliklarin birbirine esit olmasi durumunda, tek
esikli sezici i¢in optimal esik degeri '0' olmaktadir.
Literatiirde, isaret sezici olarak adlandirilan bu sezici,
Olciimiin sadece isaret degerine bakarak karar vermektedir

[1]-[3].

Isaret sezici, basit yapisindan dolay1r yaygmn olarak
kullanilmakla birlikte, kanal giiriiltiisii frekans bozucu
veya diger kullanicilardan dolay1 unimodal dagilima sahip
olmayabilir [4]-[6]. Ornegin, kanal karigmas1 durumunda
glriilti  simetrik  Gauss karistm modeli  olarak
modellenmektedir [4].

Giiriiltinin  unimodal dagilima sahip olmadigt genel
durum digiiniildiigiinde, optimal alict yapist maksimum
sonsal olasilik (MAP) kurall1 sezici seklinde olmaktadir
[1]. Bu sezici kurali i¢in olabilirlik oran fonksiyonu elde
edilmekte ve bu deger esik degeri ile karsilastirilmaktadir.
Onsel olasiliklarin birbirine esit olmas1 durumunda, bu
sezici maksimum olabilirlik (ML) kuralli sezici olarak
adlandirilmaktadir.

Tek esikli sezici ile ilgili ¢alismalar literatiirde
sunulmustur [8]-[11]. Isaret sezici ve tek esikli sezici
ortalama  hata olasiligi  acisindan  daha  Once
karsilagtinlmistir [11]. Aym ¢alismada isaret sezicinin tek
esikli seziciler arasinda optimal oldugu ve olmadigi
kosullar sunulmustur. Ayrica, tek esikli sezici ve isaret
sezicinin ortalama hata olasiliklar1 arasindaki oran i¢in bir
ist siir elde edilmistir.

Tek esikli sezici ve isaret sezici basit yapisindan dolay1
avantajli  goriilmekle birlikte, giliriiltiniin  unimodal
dagilima sahip olmadigt durumlarda olduk¢a kotii
performanslar gosterebilmektedir [11]-[13]. Literatiirde,
giiriiltiiniin simetrik Gauss karigimi olarak modellendigi
galigmalar mevcuttur [14]-[15]. Bu c¢alismada, kanal
giriiltisti  simetrik  Gauss karisim modeli  olarak
modellenmekte ve optimal olan ML kuralli sezici ile tek
esikli sezici karsilastirilmaktadir. Ilk olarak, isaret
sezicinin optimal oldugu kosul sunulmaktadir. Daha
sonra, kanal giiriiltii varyans degerinin ¢ok diisiik oldugu
durumlar i¢in her iki sezici arasinda karsilagtirma
yapilmaktadir.

Problem Tanim

Ikili haberlesme sistemi diisiiniildiigiinde alicida elde
edilen sayil 6l¢iim, agagidaki esitlik ile verilmektedir.

—\/X+n, H,
x/K+n, H,

Burada, A sinyal giictinii gosterirken, n giiriiltiiyli temsil
etmektedir. Ho ve Hi swrasiyla ‘0’ ve 1’ bitlerinin
iletimlerine karsilik gelen hipotezleri gdstermektedir.

y= ®

Sistem  giiriiltiisii, Gauss karistm  modeli  olarak
modellenmekte ve olasilik yogunluk fonksiyonu (OYF),

f,(n) = ZL‘,/li I:f (n;mi,giz)_,_ f (n;_mi,aiz)] (2)

seklinde ifade edilmektedir. Burada, m <m, <-.-<m_
iliskisi gegerli olup,
(n-m )’
2 l ) 20"
f(n;mi,oi): e 3

Joro

OYF’si ortalama degeri m; ve varyansi o’ olan Gauss

dagihmina karsihk gelmektedir. Iletilen bilgi semboliinii
tahmin etmek i¢in, asagida verilen

H,:YU fN(y+x/X)
H, 1Y O£, (y-v/A)

ikili hipotez testini gergeklestirmek gerekmektedir.
Haberlesme sisteminin alici kisminda, tek esikli sezici
olarak adlandirilan ve bit tahminini asagida verilen kurala
gore yapan sezici ¢esidi kullanilabilmektedir [1],[11].

C))

y>r

11
o(y) ={ ®)
0, y<r

Bu sezici kurali, giiriiltiilii 6l¢iimii (y) 6nceden belirlenen
bir esik seviyesi (r) ile karsilastirmakta ve yukarida
belirtilen sekilde karar vermektedir. Esitlik durumunda ise,
‘0’ veya ‘1’ bitlerinden biri segilmektedir. Bu sezici, esik
seviyesinin 0 oldugu (t = 0) 6zel durumda isaret sezici
olarak adlandirilmaktadir. Tek esikli sezici i¢in ortalama
hata olasiligini minimize eden optimal esik seviyesi
belirlenmekte ve bu deger kullanilmaktadir. Bu durumda
elde edilen ortalama hata olasiligi, asagidaki gibi elde
edilebilir [11].

7 =n 2 ng{gﬂ ©
[ |

Burada, r optimal egik seviyesini gostermekte ve Q(-)

verilmektedir [3]. Tek e$1k11 sezici basit yapisindan dolay1
tercih edilip yaygin olarak kullanilmakla birlikte optimal
degildir [7]. Optimal sezici olarak maksimum sonsal
olasilikli (MAP) sezici kullanilmaktadir. MAP kuralli
sezici asagida verilen kurala gore sezim islemini
gerceklestirmektedir [1].

0 —t/2

fonksiyonu, esitligi  ile
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L Ly)>"Y%
5(y) = ,,0

0 L)<
Esitlik durumunda, iki hipotezden herhangi biri segilebilir.

Burada, m ve m sirasiyla ‘0’ ve ‘1’ bitleri igin 6nsel
olasiliklar1 gostermektedir. L(y) olabilirlik oran fonksiyonu

@)

olarak  adlandirilmakta ve asagidaki esitlik ile
verilmektedir.
p.(Y)
L(y)=—— ®)
P (¥)

MAP kuralli sezici igin ortalama hata olasiligi, asagida
verilmektedir [1]-[2].

= [ min[z,p,(y). 7,p,(y)]dy ©

Onsel olasiliklarn esit oldugu (o = 1 = 0.5) dzel durumda
MAP kuralli sezici maksimum olabilirlik (ML) kuralli
sezici olarak adlandirilmaktadir. Bu c¢alismada, oOnsel
olasiliklarin esit oldugu kabul edilmekte ve ML kurall
sezici ¢aligilmaktadir.

Tek Esikli Sezici ve Optimal Sezici

Calismanin bu kisminda ilk olarak tek esikli sezicinin
optimal olmasi igin yeter kosul sunulmaktadir. Asagidaki
O6nermede sunulan bu kosul isaret sezici ile tek esikli sezici
kargilagtirmasmin yapildig: bir baska ¢alismada daha 6nce
sunulmugtur [11].

Onerme 1: Asagidaki esitsizligin saglanmasi durumunda,
denklem (4) te verilen problem i¢in optimal sezici, isaret
sezici seklinde elde edilmektedir.

m <A

Ispat: Tk olarak, denklem (4)’te verilen ikili hipotez igin
kosullu OYF’ler,

(10)

) (y-va-m) ) (y-vasm )
pl 2cr|2 +e 20,2
(11
C(yARm) (A
p (y) 20'|Z +e 20‘,2
0 Z \/_O'
seklinde elde edilmektedir. Burada,
m++A>0 Vie {l, vy L} esitsizligi gecerli
oldugundan, y > 0 durumunda,
(dEmf (yEom)
(12)

e ¥ se ¥ vie{r..L}

esitsizligi  elde  edilmektedir. Ote  yandan,
\/X— m >0 Vie {1, .y L} esitsizligi  de  gegerli
oldugundan,
p-fFenf (R
- 202 - 202 . 13)
e b >e ' Vie{l..,L}

esitsizligi elde edilmektedir. Dolayisiyla, y > 0 durumunda
P, (y) > po(y) sonucu elde edilmektedir. Benzer bir

sekilde, y < 0 durumunda da p,(y) < p,(y)sonucu elde

edilebilir. y =0 durumunda ise p,(y) = py(y) oldugu

goriilmektedir. Sonug¢ olarak, ML sezici dl¢limiin sadece
isaretine  bakarak  sgn(y) seklinde bit tahmininde
bulunacagindan, isaret sezicinin Optimal oldugu sonucuna
varilmaktadir.

Onerme 1°de problem, sinyal giicii ve giiriilti
bilesenlerinin ortalama degerleri agisindan ele alinmis ve
belirtilen sonu¢ elde edilmistir. Ote yandan, giiriiltii
bilesenlerinin varyans degerleri dikkate alinarak, probleme
bir diger agidan yaklasilabilir.

Onerme 2: Asagidaki kosullarin saglanmast durumunda
ve o, —>0Vie(l..L) durumunda, denklem (9)'da

verilen ortalama hata olasiiigi, P; =0 elde edilmektedir.
. mi¢«/K Vie{l,...,L}
. mi—mj¢2x/x Vizj

. mi+mj¢2\/K Vi# ]

ispat:
durumda, o, >0 Vie (4,...,
kosullu OYF’ler

Giiriilti varyans degerinin ¢ok diisiik oldugu
L), denklem (11)’de verilen

pl(y)=§/1i [5(y—\/x—mi)+5(y—ﬂ+mi)]
. (14)
Po(y) = X 45 [ 8y +JA-m) + sy +JA+m)]

seklinde elde edilmektedir. Denklem (14) incelendiginde,
her iki OYF’nin de 2L adet diirtiiniin toplami seklinde
oldugu goriilmektedir. Giiriiltii bilesenlerinin ortalama
degerleri i¢in verilen kosullar saglandiginda, diirtiiler
arasinda ortiisme olmamaktadir. Bu durumda,

min [z, p,(y), 7,p,(y)] =0 (15)

oldugundan, denklem (9)’da verilen
olasiligi, szO

Dolayistyla, ML kuralli sezici i¢in ortalama hata
olasiliginin ‘0’ degerine esit oldugu goriilebilir.

esitligi gegerli

ortalama hata elde edilmektedir.

Girtiiltii gilicti acisindan yukarida belirtilen senaryo tek
esikli sezici i¢in diigiiniildiigiinde oldukg¢a farkli sonuglar
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elde edilmektedir. Alic1 yapisinda tek esikli sezici kurali
uygulandiginda ve sinyal giicii i¢in

m <JA<m, (16)

i+1?

ie{l..,L-1}

kosulu saglandiginda, ortalama hata olasilig1 i¢in alt sinir
olarak,

an

degeri elde edilmektedir [11]. Dolayisiyla, 4, degerlerine

bagl olarak ortalama hata olasiligi olduk¢a yiiksek
sonuclar verebilmektedir.

Teorik sonuglar incelendiginde, her iki sezici igin de
giiriilti  bilesenlerinin ortalama degerleri ve agirlik
katsayilarmimn performansi dogrudan etkiledigi
anlasilmaktadir. Ote yandan, giiriiltii bilesen sayisinmn
dogrudan bir etkisi bulunmamaktadir.

Sayisal Sonug¢lar

Bu boliimde, tek esikli sezici ve ML kuralli sezici ortalama
hata olasiigi  acisindan  farkli  senaryolar  igin
karsilagtirilmaktadir.  Biitiin -~ senaryolarda,  giiriiltii
bilesenlerinin esit varyans degerine sahip olduklar1 kabul

edilmektedir (o, =oVie(l,..,L)). Denklem (1)de

verilen sinyal giici, A = 1 olarak belirlenmistir. 4/6> orani
kullanilarak farklt ¢ degerleri elde edilmistir. Biitiin
senaryolarda, giiriiltii parametreleri belirlenirken 6nerme 1
ve 6nerme 2’de belirtilen kosullar dikkate alinmustir.

[k olarak, énerme 1’de verilen kosulun saglandig1 durum
calistlmigtir. Giiriiltii bilesenleri i¢in ortalama degerler m
= [0.15 0.42 0.60 0.92] ve agirlik katsayilar1 A = [0.30
0.06 0.09 0.05] olarak secilmistir. Bu senaryoda, ortalama
hata olasilig1 her iki sezici i¢in sekil 1’de sunulmustur.

- — — — — Tek Esikli Sezici
107! N ———— ML Sezici
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Sekil 1. Tek esikli sezici ve ML kurall: sezici igin ortalama
hata olasiliklart, m = [0.15 0.42 0.60 0.92] ve X =[0.30
0.06 0.09 0.05]

Grafik incelendiginde, her iki sezicinin biitiin o degerleri
icin ayn1 performans: gosterdigi gozlemlenmektedir. Bu

senaryo i¢in 6nerme 1’de verilen kosul saglandigindan ML
kuralli  sezicinin  isaret sezici seklinde oldugu
goriilmektedir.

Bir diger senaryo olarak onerme 1’de belirtilen sartin
saglanmadig1 parametre degerleri icin calisilmistir. Bu
senaryo i¢in giiriiltii bilesen sayisinin 10 oldugu durum
diistiniilmiistiir. Bu senaryoda giiriiltii bilesenleri igin
ortalama degerler m = [0.10 0.32 1.15 1.30 1.50] ve agirlik
katsayillan A = [0.24 0.20 0.03 0.02 0.01] olarak
secilmigtir. Bu senaryoda ortalama hata olasiliklar1 farkli
A/0? degerleri igin sekil 2°de gosterilmistir.
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Sekil 2. Tek esikli sezici ve ML kuralli sezici igin ortalama
hata olasiliklari, m = [0.10 0.32 1.15 1.30 1.50] ve A =
[0.24 0.20 0.03 0.02 0.01]

Grafik incelendiginde, ML kuralli sezicinin yiiksek o
degerleri igin tek esikli sezici ile ayni performansi
gosterdigi goriilmektedir. Tek esikli sezici i¢in ortalama
hata olasiligmin o degeri azaldikga monoton olarak
azaldigr, bir noktadan sonra ise sabit kaldigi
goriilmektedir. Tek esikli sezicinin ulasabildigi minimum
hata olasiliginin denklem (17)’de verilen alt siira ulagtigi
goriilmektedir. Ayrica, tek esikli sezici igin optimal esik
seviyeleri incelendiginde yiiksek o degerlerinde isaret
sezicinin optimal oldugu gozlemlenirken, diisik o
degerlerinde optimal esik seviyelerinin sifirdan farkli
oldugu godzlemlenmistir. Ayrica, bu senaryoda Onerme
2’de belirtilen sartlarin saglandifi dolayisiyla ortalama
hata olasiliginin ML kurallr sezici i¢in ‘0’ degerine ulastigi
goriilmektedir.

Son olarak, Onerme 2’de belirtilen sartlarin saglanmadig
bir senaryo ¢aligilmistir. Bu senaryoda giiriiltii bilesenleri
icin ortalama degerler m = [0.20 0.38 0.50 1.25 1.50] ve
agirhk katsayilar1 & = [0.23 0.12 0.05 0.09 0.01] olarak
secilmigtir. Bu senaryoda ortalama hata olasiliklar1 farkl
A/o® degerleri igin sekil 3’de gosterilmistir.

Onceki grafikler ile karsilastirildiginda, bu grafikte farkl
bir gozlemde bulunmak miimkiindiir. ML kuralli seziCi
icin grafik incelendiginde, ortalama hata olasiliginin
monoton olarak azaldigi, ancak ‘0’ degerine ulagmadig1
goriilmektedir. Giliriiltii bilesenleri i¢in ortalama degerler

incelendiginde, m, +m, = 2\/K esitliginin gecerli oldugu,

dolayisiyla Onerme 2’de  belirtilen son  kosulun
saglanmadig1 goriilmektedir. Bu durumda, ML kuralli
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sezici i¢in ortalama hata olasihgmin ‘0’
ulasamayacagi Onerme 2’de belirtilmistir.

degerine

— — — — Tek Esikli Sezici

~ ———— ML Sezici

Ortalama Hata Olasihgi

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Alo?(dB)

Sekil 3. Tek esikli sezici ve ML kuralli sezici igin ortalama
hata olasiliklarr, m = [0.20 0.38 0.50 1.25 1.50] ve A =
[0.23 0.12 0.05 0.09 0.01]

ML  kuralli sezici ile kiyaslandifinda,  giirtiltii
parametrelerine  bagl olarak, tek esikli sezicinin
performansinin  kabul edilemez seviyelerde olabildigi
gozlemlenmektedir.

Sonugclar

Bu ¢alismada, ikili haberlesme sistemi, kanal giiriiltiistiniin
simetrik Gauss karigim modeline sahip oldugu durum igin
calistlmigtir. Tek esikli sezici ile optimal olan ML kuralli
sezici karsilastirilmis ve tek esikli sezicinin optimal oldugu
yeter kosul sunulmustur. Bu sartin saglanmadigi ve giirtiltii
bilesenlerinin diisiik giice sahip oldugu durumda ise tek
esikli sezici oldukga yiiksek ortalama hata olasiligina sahip
olabilirken, ML kurall1 sezici i¢in bu degerin ‘0’ oldugu
sartlar sunulmustur. Sonuglari, dogrulamak maksadiyla
say1sal sonuglar farkli senaryolar i¢in sunulmustur.
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