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Bu çalışmada, ikili haberleşme sistemleri simetrik Gauss karışım gürültülü kanal için çalışılmaktadır. Tek 

eşikli sezici ile optimal olan ML kurallı sezici hata olasılıkları açısından karşılaştırılmaktadır. İlk olarak, 
tek eşikli sezicinin optimal olduğu yeter koşul sunulmaktadır. Bu koşulun sağlanmadığı durumda, tek 

eşikli sezicinin gürültüsüz koşullarda dahi oldukça düşük performansa sahip olabildiği belirtilmektedir. 

Daha sonra, aynı koşullar için ML kurallı sezici incelenmekte ve asimptotik sonuçlar elde edilmektedir.  
Son olarak, çeşitli senaryolar için benzetim sonuçları elde edilmekte ve teorik bulguları doğrulamak için 

sonuçlar ayrıntılı olarak tartışılmaktadır.  
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In this paper, binary communication systems are studied in the presence of symmetric Gaussian mixture 

noise channels. The performance of single threshold detectors is compared with that of the optimal 

maximum likelihood (ML) detector in terms of error probability. First, sufficient conditions for 

the single threshold detector to be optimal are presented. It is discussed that if the conditions are not 

satisfied, then single threshold detectors could exhibit significantly inferior performance even 

in noiseless conditions. In addition, the ML detector is examined for the identical conditions, and 

asymptotic results are derived. Finally, simulation results are obtained for various scenarios, and 

the results are discussed in detail to verify the theoretical findings.                  
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Giriş 

Ortalama güç kısıtı altında, kanal gürültüsünün unimodal 
(tek tepeli) dağılıma sahip olduğu ikili haberleşme sistemi 
düşünüldüğünde, ortalama hata olasılığını minimize eden 
optimal alıcı, tek eşikli sezici olarak elde edilmektedir. 
Önsel olasılıkların birbirine eşit olması durumunda, tek 
eşikli sezici için optimal eşik değeri '0' olmaktadır. 
Literatürde, işaret sezici olarak adlandırılan bu sezici, 
ölçümün sadece işaret değerine bakarak karar vermektedir 
[1]-[3].   

İşaret sezici, basit yapısından dolayı yaygın olarak 
kullanılmakla birlikte, kanal gürültüsü frekans bozucu 
veya diğer kullanıcılardan dolayı unimodal dağılıma sahip 
olmayabilir [4]-[6]. Örneğin, kanal karışması durumunda 
gürültü simetrik Gauss karışım modeli olarak 
modellenmektedir [4].  

Gürültünün unimodal dağılıma sahip olmadığı genel 
durum düşünüldüğünde, optimal alıcı yapısı maksimum 
sonsal olasılık (MAP) kurallı sezici şeklinde olmaktadır 
[1]. Bu sezici kuralı için olabilirlik oran fonksiyonu elde 
edilmekte ve bu değer eşik değeri ile karşılaştırılmaktadır. 
Önsel olasılıkların birbirine eşit olması durumunda, bu 
sezici maksimum olabilirlik (ML) kurallı sezici olarak 
adlandırılmaktadır.  

Tek eşikli sezici ile ilgili çalışmalar literatürde 
sunulmuştur [8]-[11]. İşaret sezici ve tek eşikli sezici 
ortalama hata olasılığı açısından daha önce 
karşılaştırılmıştır [11]. Aynı çalışmada işaret sezicinin tek 
eşikli seziciler arasında optimal olduğu ve olmadığı 
koşullar sunulmuştur. Ayrıca, tek eşikli sezici ve işaret 
sezicinin ortalama hata olasılıkları arasındaki oran için bir 
üst sınır elde edilmiştir. 

Tek eşikli sezici ve işaret sezici basit yapısından dolayı 
avantajlı görülmekle birlikte, gürültünün unimodal 
dağılıma sahip olmadığı durumlarda oldukça kötü 
performanslar gösterebilmektedir [11]-[13]. Literatürde, 
gürültünün simetrik Gauss karışımı olarak modellendiği 
çalışmalar mevcuttur [14]-[15]. Bu çalışmada, kanal 
gürültüsü simetrik Gauss karışım modeli olarak 
modellenmekte ve optimal olan ML kurallı sezici ile tek 
eşikli sezici karşılaştırılmaktadır. İlk olarak, işaret 
sezicinin optimal olduğu koşul sunulmaktadır. Daha 
sonra, kanal gürültü varyans değerinin çok düşük olduğu 
durumlar için her iki sezici arasında karşılaştırma 
yapılmaktadır. 

 

Problem Tanımı 

İkili haberleşme sistemi düşünüldüğünde alıcıda elde 
edilen sayıl ölçüm, aşağıdaki eşitlik ile verilmektedir. 
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Burada, A sinyal gücünü gösterirken, n gürültüyü temsil 
etmektedir. H0 ve H1 sırasıyla ‘0’ ve ‘1’ bitlerinin 
iletimlerine karşılık gelen hipotezleri göstermektedir.  

Sistem gürültüsü, Gauss karışım modeli olarak 
modellenmekte ve olasılık yoğunluk fonksiyonu (OYF), 
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OYF’si ortalama değeri mi ve varyansı 2

i
  olan Gauss 

dağılımına karşılık gelmektedir. İletilen bilgi sembolünü 
tahmin etmek için, aşağıda verilen  
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ikili hipotez testini gerçekleştirmek gerekmektedir.  
Haberleşme sisteminin alıcı kısmında, tek eşikli sezici 
olarak adlandırılan ve bit tahminini aşağıda verilen kurala 
göre yapan sezici çeşidi kullanılabilmektedir [1],[11]. 
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Bu sezici kuralı, gürültülü ölçümü (y) önceden belirlenen 
bir eşik seviyesi (τ)  ile karşılaştırmakta ve yukarıda 
belirtilen şekilde karar vermektedir. Eşitlik durumunda ise, 
‘0’ veya ‘1’ bitlerinden biri seçilmektedir. Bu sezici, eşik 
seviyesinin 0 olduğu (τ = 0) özel durumda işaret sezici 
olarak adlandırılmaktadır. Tek eşikli sezici için ortalama 
hata olasılığını minimize eden optimal eşik seviyesi 
belirlenmekte ve bu değer kullanılmaktadır. Bu durumda 
elde edilen ortalama hata olasılığı, aşağıdaki gibi elde 
edilebilir [11]. 
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Burada, 
*

  optimal eşik seviyesini göstermekte ve ( )Q   
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eşitliği ile 

verilmektedir [3]. Tek eşikli sezici basit yapısından dolayı 
tercih edilip yaygın olarak kullanılmakla birlikte optimal 
değildir [7]. Optimal sezici olarak maksimum sonsal 
olasılıklı (MAP) sezici kullanılmaktadır. MAP kurallı 
sezici aşağıda verilen kurala göre sezim işlemini 
gerçekleştirmektedir [1]. 
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Eşitlik durumunda, iki hipotezden herhangi biri seçilebilir. 
Burada, π0 ve π1 sırasıyla ‘0’ ve ‘1’ bitleri için önsel 
olasılıkları göstermektedir. L(y) olabilirlik oran fonksiyonu 
olarak adlandırılmakta ve aşağıdaki eşitlik ile 
verilmektedir. 
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MAP kurallı sezici için ortalama hata olasılığı, aşağıda 
verilmektedir [1]-[2]. 
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Önsel olasılıkların eşit olduğu (π0 = π1 = 0.5) özel durumda 
MAP kurallı sezici maksimum olabilirlik (ML) kurallı 
sezici olarak adlandırılmaktadır. Bu çalışmada, önsel 
olasılıkların eşit olduğu kabul edilmekte ve ML kurallı 
sezici çalışılmaktadır. 

 

Tek Eşikli Sezici ve Optimal Sezici 

Çalışmanın bu kısmında ilk olarak tek eşikli sezicinin 
optimal olması için yeter koşul sunulmaktadır. Aşağıdaki 
önermede sunulan bu koşul işaret sezici ile tek eşikli sezici 
karşılaştırmasının yapıldığı bir başka çalışmada daha önce 
sunulmuştur [11]. 

Önerme 1: Aşağıdaki eşitsizliğin sağlanması durumunda, 
denklem (4)’te verilen problem için optimal sezici, işaret 
sezici şeklinde elde edilmektedir. 
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İspat: İlk olarak, denklem (4)’te verilen ikili hipotez için 
koşullu OYF’ler, 
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şeklinde elde edilmektedir. Burada, 

 0 1, ...,
i

m A i L+     eşitsizliği geçerli 

olduğundan, y > 0 durumunda, 
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eşitsizliği elde edilmektedir. Öte yandan,  

 0 1, ...,
i

A m i L−     eşitsizliği de geçerli 

olduğundan,   
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eşitsizliği elde edilmektedir. Dolayısıyla, y > 0 durumunda 

1 0( ) ( )p y p y  sonucu elde edilmektedir. Benzer bir 

şekilde, y < 0 durumunda da 1 0( ) ( )p y p y sonucu elde 

edilebilir. 0y = durumunda ise 1 0( ) ( )p y p y=  olduğu 

görülmektedir. Sonuç olarak, ML sezici ölçümün sadece 

işaretine bakarak sgn( )y şeklinde bit tahmininde 

bulunacağından, işaret sezicinin optimal olduğu sonucuna 
varılmaktadır.  

Önerme 1’de problem, sinyal gücü ve gürültü 
bileşenlerinin ortalama değerleri açısından ele alınmış ve 
belirtilen sonuç elde edilmiştir. Öte yandan, gürültü 
bileşenlerinin varyans değerleri dikkate alınarak, probleme 
bir diğer açıdan yaklaşılabilir.  

Önerme 2: Aşağıdaki koşulların sağlanması durumunda 
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İspat: Gürültü varyans değerinin çok düşük olduğu 

durumda, 0 (1, ..., )
i

i L →   , denklem (11)’de verilen 

koşullu OYF’ler 
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şeklinde elde edilmektedir. Denklem (14) incelendiğinde, 
her iki OYF’nin de 2L adet dürtünün toplamı şeklinde 
olduğu görülmektedir. Gürültü bileşenlerinin ortalama 
değerleri için verilen koşullar sağlandığında, dürtüler 
arasında örtüşme olmamaktadır. Bu durumda,   

 
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min ( ), ( ) 0p y p y  =
 

(15) 

eşitliği geçerli olduğundan, denklem (9)’da verilen 

ortalama hata olasılığı, 
†

0
e

P =  elde edilmektedir. 

Dolayısıyla, ML kurallı sezici için ortalama hata 
olasılığının ‘0’ değerine eşit olduğu görülebilir.  

Gürültü gücü açısından yukarıda belirtilen senaryo tek 
eşikli sezici için düşünüldüğünde oldukça farklı sonuçlar 
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elde edilmektedir. Alıcı yapısında tek eşikli sezici kuralı 
uygulandığında ve sinyal gücü için 

  1 1, ..., 1,i i i Lm A m +  −   (16) 

koşulu sağlandığında, ortalama hata olasılığı için alt sınır 
olarak, 
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değeri elde edilmektedir [11].  Dolayısıyla, 
k

  değerlerine 

bağlı olarak ortalama hata olasılığı oldukça yüksek 
sonuçlar verebilmektedir.  

Teorik sonuçlar incelendiğinde, her iki sezici için de 
gürültü bileşenlerinin ortalama değerleri ve ağırlık 
katsayılarının performansı doğrudan etkilediği 
anlaşılmaktadır. Öte yandan, gürültü bileşen sayısının 
doğrudan bir etkisi bulunmamaktadır.      

      

Sayısal Sonuçlar 

Bu bölümde, tek eşikli sezici ve ML kurallı sezici ortalama 
hata olasılığı açısından farklı senaryolar için 
karşılaştırılmaktadır. Bütün senaryolarda, gürültü 
bileşenlerinin eşit varyans değerine sahip oldukları kabul 

edilmektedir ( (1, ..., )
i

i L =   ). Denklem (1)’de 

verilen sinyal gücü, A = 1 olarak belirlenmiştir. A/σ2 oranı 
kullanılarak farklı σ değerleri elde edilmiştir. Bütün 
senaryolarda, gürültü parametreleri belirlenirken önerme 1 
ve önerme 2’de belirtilen koşullar dikkate alınmıştır. 

İlk olarak, önerme 1’de verilen koşulun sağlandığı durum 
çalışılmıştır. Gürültü bileşenleri için ortalama değerler m 
= [0.15 0.42 0.60 0.92] ve ağırlık katsayıları  λ = [0.30 
0.06 0.09 0.05] olarak seçilmiştir. Bu senaryoda, ortalama 
hata olasılığı her iki sezici için şekil 1’de sunulmuştur.  

 

Şekil 1. Tek eşikli sezici ve ML kurallı sezici için ortalama 
hata olasılıkları, m = [0.15 0.42 0.60 0.92]  ve  λ = [0.30 
0.06 0.09 0.05] 

Grafik incelendiğinde, her iki sezicinin bütün σ değerleri 
için aynı performansı gösterdiği gözlemlenmektedir. Bu 

senaryo için önerme 1’de verilen koşul sağlandığından ML 
kurallı sezicinin işaret sezici şeklinde olduğu 
görülmektedir.    

Bir diğer senaryo olarak önerme 1’de belirtilen şartın 
sağlanmadığı parametre değerleri için çalışılmıştır. Bu 
senaryo için gürültü bileşen sayısının 10 olduğu durum 
düşünülmüştür. Bu senaryoda gürültü bileşenleri için 
ortalama değerler m = [0.10 0.32 1.15 1.30 1.50] ve ağırlık 
katsayıları  λ = [0.24 0.20 0.03 0.02 0.01] olarak 
seçilmiştir. Bu senaryoda ortalama hata olasılıkları farklı 
A/σ2 değerleri için şekil 2’de gösterilmiştir.    

 

Şekil 2. Tek eşikli sezici ve ML kurallı sezici için ortalama 
hata olasılıkları, m = [0.10 0.32 1.15 1.30 1.50]  ve  λ = 
[0.24 0.20 0.03 0.02 0.01] 

Grafik incelendiğinde, ML kurallı sezicinin yüksek σ 
değerleri için tek eşikli sezici ile aynı performansı 
gösterdiği görülmektedir. Tek eşikli sezici için ortalama 
hata olasılığının σ değeri azaldıkça monoton olarak 
azaldığı, bir noktadan sonra ise sabit kaldığı 
görülmektedir. Tek eşikli sezicinin ulaşabildiği minimum 
hata olasılığının denklem (17)’de verilen alt sınıra ulaştığı 
görülmektedir. Ayrıca, tek eşikli sezici için optimal eşik 
seviyeleri incelendiğinde yüksek σ değerlerinde işaret 
sezicinin optimal olduğu gözlemlenirken, düşük  σ 
değerlerinde optimal eşik seviyelerinin sıfırdan farklı 
olduğu gözlemlenmiştir. Ayrıca, bu senaryoda Önerme 
2’de belirtilen şartların sağlandığı dolayısıyla ortalama 
hata olasılığının ML kurallı sezici için ‘0’ değerine ulaştığı 
görülmektedir.  

Son olarak, Önerme 2’de belirtilen şartların sağlanmadığı 
bir senaryo çalışılmıştır.  Bu senaryoda gürültü bileşenleri 
için ortalama değerler m = [0.20 0.38 0.50 1.25 1.50] ve 
ağırlık katsayıları  λ = [0.23 0.12 0.05 0.09 0.01] olarak 
seçilmiştir. Bu senaryoda ortalama hata olasılıkları farklı 
A/σ2 değerleri için şekil 3’de gösterilmiştir. 

Önceki grafikler ile karşılaştırıldığında, bu grafikte farklı 
bir gözlemde bulunmak mümkündür. ML kurallı sezici 
için grafik incelendiğinde, ortalama hata olasılığının 
monoton olarak azaldığı, ancak ‘0’ değerine ulaşmadığı 
görülmektedir. Gürültü bileşenleri için ortalama değerler 

incelendiğinde, 
3 5

2m m A+ = eşitliğinin geçerli olduğu, 

dolayısıyla Önerme 2’de belirtilen son koşulun 
sağlanmadığı görülmektedir. Bu durumda, ML kurallı 
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sezici için ortalama hata olasılığının ‘0’ değerine 
ulaşamayacağı Önerme 2’de belirtilmiştir. 

 

 

 

Şekil 3. Tek eşikli sezici ve ML kurallı sezici için ortalama 
hata olasılıkları, m = [0.20 0.38 0.50 1.25 1.50]  ve  λ = 
[0.23 0.12 0.05 0.09 0.01] 

ML kurallı sezici ile kıyaslandığında, gürültü 
parametrelerine bağlı olarak, tek eşikli sezicinin 
performansının kabul edilemez seviyelerde olabildiği 
gözlemlenmektedir. 

 

Sonuçlar 

Bu çalışmada, ikili haberleşme sistemi, kanal gürültüsünün 

simetrik Gauss karışım modeline sahip olduğu durum için 

çalışılmıştır. Tek eşikli sezici ile optimal olan ML kurallı 

sezici karşılaştırılmış ve tek eşikli sezicinin optimal olduğu 

yeter koşul sunulmuştur. Bu şartın sağlanmadığı ve gürültü 

bileşenlerinin düşük güce sahip olduğu durumda ise tek 

eşikli sezici oldukça yüksek ortalama hata olasılığına sahip 

olabilirken, ML kurallı sezici için bu değerin ‘0’ olduğu 

şartlar sunulmuştur. Sonuçları, doğrulamak maksadıyla 

sayısal sonuçlar farklı senaryolar için sunulmuştur.         
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