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0z

Matematik egitiminin baslica amaci, dgrencilere matematigi anlayarak dgrenecekleri
ortamlar sunmaktir. Arastirmalar, bu ortamlarin matematiksel kavramlarin c¢oklu
temsillerini icerecek sekilde diizenlenmesi gerektigine isaret etmektedir. Bu ¢alismanin
amact, 10. smif oOgrencilerinin  ¢oklu  temsillerle zenginlestirilmis  ogrenme
ortamlarinda, diizlem déniisiimlerine yonelik kavramsal anlamalarim gelistirdikleri i¢
temsiller kapsaminda belirlemektir. Bu amag geregi oteleme, donme, yansima ve
homoteti déniisiimlerinin ¢oklu temsilleriyle ¢alisan dort 10. simif ogrencisiyle, soz
konusu doniigiimlere yonelik gérev temelli yari yapilandirilmig birebir gériismeler
gergeklestirilmistir. Bulgular, 6grencilerin matematiksel kavramlarin ¢oklu temsilleri
olan sozel, gorsel, cebirsel temsiller ve manipiilatiflerle gegirdikleri deneyimlerin
kavramsal anlamalarina yén verdigini géstermektedir. Ogrenciler bu temsilleri
kullanarak, kavramlara yonelik uygun i¢ temsiller gelistirebildikleri ol¢iide saglam bir
kavramsal anlama insa edebilmektedir.
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ABSTRACT

The main goal of mathematics education is to provide environments in which students
learn mathematics with understanding. Research studies indicate that these
environments should be arranged to contain multiple representations of mathematical
concepts. This study aims to identify 10th grade students’ conceptual understanding
about plane transformations in terms of internal representations that they developed in
a learning environment enriched with multiple representations. For this purpose, one to
one task-based semi-structured interviews were conducted with four 10th grade
students who gained experience with multiple representations of translation, rotation,
reflection and dilation. The results revealed that students’ mathematical understanding
developed through the experiences they had with standard external representations of
mathematical concepts such as verbal, visual, algebraic representations and
manipulatives. Students developed a deeper conceptual understanding of mathematical
ideas to the extent that they can build appropriate internal representations of these
external representations.

Keywords: Conceptual Understanding, Internal-External Representation, Multiple
Representations, Transformation.

GIRIiS

Matematik 6gretimi ve 6greniminde 80°li yillardan beri benimsenen yapilandirmact
yaklagim, 6grencilerin matematiksel bilgiyi olugturma siireclerini inceleme konusunda
aragtirmacilar1 tesvik etmeye devam etmektedir. Son yillardaki egitim reformlarinin
dayanagi olan bu yaklasimin temel felsefesine gore Ggrenciler, 6grenme siirecinde
cevreleriyle olan etkilesimlerini kendilerine 6zgii bir sekilde uyarlayarak bilgiyi igsel bir
sekilde olustururlar (Confrey, 1990; von Glasersfeld, 1995). Bu igsel siireci
sorgulayarak Ogrencilerin kavramsal anlamalarinin yapisini inceleyen arastirmacilar,
O0grenme ortamlarinda matematiksel kavramlarmn farkli temsilleriyle gecirilen
deneyimlere dikkat cekmektedir. Ornegin, Hiebert ve Carpenter’a (1992) gore
ogrenciler, “matematiksel bir fikri, siireci veya konuyu, igsellestirip zihinsel temsil
sistemlerinden olusan bir agin pargasi haline getirdikleri zaman anlamig demektir” (s.
67). Benzer sekilde Goldin ve Shteingold (2001), &grencilerin matematiksel bir
kavrami, uygun ve birbiriyle baglantili zihinsel temsiller gelistirdigi Olgiide

anlamlandiracaklarini séyleyerek bu fikri desteklemektedir. Matematiksel kavramlarin
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6grenilmesinde ve problem ¢dzme siireglerinde kullanilan temsiller, kavramlar arasinda
iliski kurmada, matematiksel yaklasimlar1 ve tartigmalar1 anlamada ayrica 6nemlidir
(Milli Egitim Bakanligi [MEB], 2010, 2013; National Council of Teachers of
Mathematics [NCTM], 2000). Tiirk¢e alan yazinda “gésterim” olarak da kullanilan
temsil, “herhangi bir seyi betimleyen, o seyin yerine gecen isaretlerin, karakterlerin,
ikonlarin ve nesnelerin bir yapilandirmasidir” (Goldin, 2003, s. 276). Temsiller, i¢c ve

dis temsiller olarak ikiye ayrilmaktadir (Goldin, 2003).
i¢-Dis Temsiller

Dis temsiller, matematiksel kavramlarin, fiziksel olarak sekillenmis ve gézlemlenebilen
standart formlarini igeren temsillerdir (Goldin ve Janvier, 1998; Goldin ve Shteingold,
2001). Ornegin, matematiksel bir kavramin tamminda kullanilan yazili sézciikler;
grafik, resim veya diyagramlar; gercek diinya durumlari; denklemler veya formiiller ile
manipiilatiﬂerT s0z konusu kavramin dig temsillerine 6rneklerdir (Goldin, 2003; Lesh,
1981). “Fikirlerin ve kavramlarin ayni bilgiyi farkli bi¢cimlerde ortaya koyan, somut
matematiksel dis temsilleri” olarak karsimiza ¢ikan bu drnekler, ¢oklu temsiller basligt
altinda toplanmaktadir (Ozgiin-Koca, 1998, s. 1). Kavramsal anlamanin yapisin1 ¢oklu
temsillerle iligkilendiren yaklasima gore birey, matematiksel bir kavrama ait farkli
temsilleri, bu temsiller arasindaki iligkileri ve gegisleri ne kadar iyi yapilandirirsa
anlamasi o kadar giiglii olacaktir (Goldin, 2003; Lesh, 1981; Lesh ve digerleri, 1983).
Bu yiizden, ¢oklu temsillerin 6grenme ortamlarinda kullanilmasi arastirmacilar
tarafindan 6nemle vurgulanmaktadir (6rnegin Ainsworth, 2006; Akkus ve Cakiroglu,
2006; Even, 1998; Ozgﬁn-Koca, 2004; Wood, 2006). Ogrenciler ¢oklu temsillerle
calisirken, Oncelikle, matematiksel bir kavrama ait temsili anlamali ve bu temsil ile
kavramin diger temsilleri arasindaki iligkileri kavrayabilmelidir. Goldin (2003),
arastirmacilarin ¢oklu temsiller fikri ile dis temsillere yaptiklar1 vurguya i¢ temsilleri

dahil ederek, kavramsal anlamanin gelisgiminin dis temsiller kadar, i¢ temsiller

"Bu arastirmada, manipiilatif “soyut matematiksel fikirleri somut ve agik bir sekilde temsil eden”
(Moyer, 2001, s. 176), elle miidahalede bulunularak "hareket ettirilen veya yeniden diizenlenen"
(Kennedy, 1986, s.6) nesneler olarak kullanilmugtir.
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arasindaki iligkilere bagli oldugunu belirtmektedir. Ciinkii 6grenciler, matematiksel
durumlarda birbirinden farkli bu ¢oklu temsilleri kullanarak kavramlarla ilgili ic

temsiller gelistirmeye ¢alisirlar (Behr, Lesh, Post ve Silver, 1983).

Ic temsiller, bireyin c¢evresindeki matematiksel olan veya olmayan davranislari
gozlemlemesiyle olusan, dogrudan gdzlemlenemeyen zihinsel yapilarla sekillenmis
temsillerdir (Goldin, 1998; Goldin ve Kaput, 1996). Goldin (2003), bireyin ¢evresindeki
dis temsiller yardimiyla zihinlerinde olusturduklari i¢ temsil sistemlerini bes kategoride
siiflandirmaktadir. Bunlardan ilki, bireyin matematiksel olan veya olmayan kelime,
ctimle bilgisi gibi kendi diliyle ilgili yeterliliklerini kapsayan sozel/sentetik sistemlerdir.
Ikincisi, kavramlarm anlasilmasina énemli dlciide katki saglayan, gorsel veya uzamsal
bilissel yapilari; jest, mimik veya beden hareketleriyle ortaya konan kinestetik yapilari
ve isitsel-ritmik kodlamalar1 igeren imgesel sistemlerdir. Ugiincii kategoride yer alan
formal-notasyonel sistemler ise, bireyin zihninde, sayilar, aritmetik islemler veya
cebirsel denklemlerle ugrasirken kullandigi sembolik adimlar1 gérsellestiren yapilardan
olugmaktadir. Dérdiincii kategorideki planlama, izleme, uygulama ve kontrol sistemleri,
bireyin bir problemi ¢dzerken yonettigi planlama, izleme ve karar verme gibi stratejik
stireglerini igerir. Son olarak besinci kategoride yer alan duygusal sistemde, bireyin
matematige yonelik tutumlari, inanglari, degerleri ve duygular1 yer almaktadir (Goldin,

2003).

Bu arastirmada, matematiksel kavramlarin c¢oklu temsilleriyle zenginlestirilmis bir
O0grenme ortaminda deneyim gegiren Ogrencilerin kavramsal anlamalari, kavramlara
yonelik olusturduklar i¢ temsiller kapsaminda belirlenmeye c¢alisilmistir. Bu baglamda,
ogrencilerin, doniisiimlere yonelik sdzel, grafiksel ve cebirsel temsiller, sanal ve fiziksel
manipiilatiflerden olusan ¢oklu temsilleri kullanarak gelistirdikleri s6zel, imgesel ve
formal-notasyonel  temsilleri analiz  edilmistir.  Ogrencilerin  i¢  temsilleri
degerlendirilirken -alanda tavsiye edildigi tizere (Goldin, 2003; Janvier, 1987)-, dis
temsilleri kendilerine 6zgii kullanma bigimleri g6z Oniine alinmistir. Aragtirmanin,
ortadgretim seviyesinde manipiilatif kullanimini icerecek sekilde, dgrencilerin ¢oklu

temsillerle uzun siireli etkilesimleriyle olugturduklari matematiksel anlamalarint nitel
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bir yaklagimla Dbelirleyerek alan yazina katki saglayacagi disiiniilmektedir.
Ogrencilerin, s6z konusu etkilesimler sonucu gelistirdikleri i¢ temsillerinin
belirlenmesi, karmasik bir siire¢ olan kavramsal anlama siirecini karakterize etmek
acisindan Onemlidir. Zira Ogrenciler, matematiksel kavramlarin dig temsillerini
kullanarak, kendilerine ozgii bir sekilde zihinlerinde olusturduklart i¢ temsiller
yardimiyla kavramsal anlamalarini sekillendirmektedir (Behr ve digerleri, 1983; Hiebert

ve Carpenter, 1992; Goldin, 2003; Goldin ve Shteingold, 2001).

Bu baglamda arastirma, “10. simf Ogrencilerinin ¢oklu temsillerle zenginlestirilmis
O0grenme ortamlarinda, diizlem doniistimleriyle ilgili kavramsal anlamalari,
gelistirdikleri i¢ temsiller bakimindan nasildir?” sorusu etrafinda dizayn edilmistir.
Diizlem doniisiimleri (bundan sonra doniigiimler ifadesi kullanilacaktir), dgrencilerin,
Ozellikle uzamsal muhakeme ve gorsellestirme becerilerini gelistirmelerine yardimci
olan bir kavram alani olarak 6ne ¢ikmaktadir (NCTM, 2000). Déniigtimlerin, her
seviyedeki 6grenci gruplarina Ogretilmesi gerek Ogretim programlart (MEB, 2013;
NCTM, 2000) gerekse arastirmacilar (6rnegin Edwards, 2003; Flanagan, 2001;
Hollebrands, 2003; Jung, 2002; Yanik, 2006; Soon, 1989) tarafindan desteklenmektedir.
Ayrica alan yazin incelendiginde, her yastaki 6grenci gruplarinin doniisiimlerle ilgili
kavramlarla calisirken zorluk yasadiklart goriilmektedir (6rnegin Flanagan, 2001;
Hollebrands, 2003; Jung, 2002; Siinker ve Zembat, 2012; Yanik ve Flores, 2009;
Yavuzsoy-Kose, 2012). Arastirmada, bu zorluklar da g6z 6niine alinarak, doniigiimlere
yonelik ¢oklu temsillerle zenginlestirilmis bir 6grenme ortami olusturulmus ve
Ogrencilerin bu ortamda sekillendirdikleri kavramsal anlamalari, gelistirdikleri i¢

temsilleri yardimiyla detayli bir sekilde incelenmistir.
YONTEM

Arastirmanin amaci, 10. sinif 6grencilerinin ¢oklu temsillerle zenginlestirilmis 6grenme
ortamlarinda, doniisiimlere yonelik kavramsal anlamalariin, gelistirdikleri i¢ temsiller
kapsaminda nasil gelistigini belirlemektir. Bu yilizden arastirmada nitel metodoloji temel

alimmig ve aragtirma bir durum ¢alismasi olarak tasarlanmuistir.
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Arastirma, Ankara’nin merkez ilgelerinin birinde yer alan bir lisede gérev yapan bir
matematik 6gretmeninin geometri derslerinde yiiriitilmistiir. On dort yillik mesleki
deneyime sahip olan bu 6gretmenle farkli ortamlarda yapilan informal goriismeler
sirasinda, matematik derslerinde manipiilatif kullanimiyla ilgili olumlu disiinceleri
oldugu ve GeoGebra, The Geometer’s Sketchpad gibi matematik yazilimlarini
kullandig1 belirlendigi icin, arastirmada kendisiyle calisiimaya karar verilmistir. ilk
olarak, 6gretmenin geometri derslerini yiriittiigli ti¢ farkli 10. simif subesinde alt1
haftalik pilot ¢alismada, ilk yazar (bundan sonra aragtirmaci ifadesi kullanilacaktir)
tarafindan katilimer goézlemler yapilmis ve arastirmanin yiritilecegi sinifa karar
verilmistir. On yedi kiz ve 15 erkek olmak tizere 32 6grencinin bulundugu arastirma
smifinda pilot ¢alismaya dort hafta daha devam edilmis ve iiggenler iinitesindeki
kavram ve konular 6grencilere ¢coklu temsiller kullanilarak tanitilmigtir. Bu baglamda
dersler, kavramlara ait sozel, grafiksel ve cebirsel temsillere ek olarak sanal ve fiziksel
manipiilatiflerin kullanimiyla zenginlestirilmistir. Pilot ¢alisma boyunca, dgrencilerin
sanal manipiilatifleri kullanabilmesi i¢in, haftalik iki saat olan geometri derslerinin bir
saati Ogretmen tarafindan Dbilgisayar laboratuvarinda yiritilmistir. Boylelikle
O6gretmenin ve Ogrencilerin, manipiilatiflerin de yer aldigi ¢oklu temsillerle dizayn

edilecek dersler hakkinda deneyim kazanmasi amaglanmustir.
Katihmeilar

Arastirmada yiiriitiilecek dersler baslamadan 6nce 6grencilere, doniigiimlerle ilgili 6n
bilgilerini belirlemek amaciyla 6n test, uzamsal yeteneklerini 6l¢mek amacryla Uzamsal
Yetenek Testi uygulanmistir. On testin baslangic kisminda yer alan agik uglu bir soru
ile, 6grencilerden Steleme, donme, yansima ve homoteti doniigiimlerini sdzel, gorsel ve
cebirsel gosterimler kullanarak agiklamalari istenmistir. Ayrica test kapsaminda
Ogrencilere bu donisiimlerle ilgili 26 acik uglu soru yoneltilmistir. Bu sorularla
Ol¢iilmek istenen, 6grencilerin doniisiimlerle ilgili sozel, cebirsel ve gorsel temsilleri
anlama, iiretme, kullanma ve bu temsiller arasinda gecis yapabilme becerileridir.
Hazirlanan test, baska bir sinifta yer alan 10. sinif 6grencilerine pilot olarak uygulanmig

ve bu uygulamadaki gozlemler dikkate alinarak iki matematik egitimi alan uzmaninin
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gorisleri dogrultusunda sekillendirilmistir. Katilimcilar: belirlemek amaciyla aragtirma
smifindaki tiim Ogrencilere uygulanan Uzamsal Yetenek Testi, Ekstrom, French,
Harman ve Dermen (1976) tarafindan gelistirilmis ve Delialioglu (1996) tarafindan
Tiirkgeye cevrilmistir. Uzamsal yetenek, ogrencilerin geometrik kavramlarla ilgili
anlamalar1 etkileyen onemli bir bilesen oldugundan (Battista, 1990) katilimcilari
belirlemek igin ayr1 bir Olglit olarak degerlendirilmistir. Bu uygulamalarin
degerlendirilmesinden sonra, aragtirma sinifindan maksimum gesitlilik ilkesine (Patton,
2002) gore segilen ikisi kiz ikisi erkek 4 6grenci (takma isimler; Defne, Elif, Metin ve
Selim) katilimer olarak belirlenmistir (bkz. Tablo 1).

Tablo 1. Katilimeilarin Ozellikleri

Onceki Seneye Ait
Katihmer Yas Uzamsa}l Yetenek On Test Geometri
Testi Puam Puam Akademik Basari
Puam
Defne 17 67,5 28 71,75
Elif 16 150,25 55 78,50
Metin 17 161,50 40 55
Selim 16 48 32 87

Not: Uzamsal yetenek testinden alinabilecek tam puan=282, On testten alimabilecek tam

puan=100, Geometri akademik basari puani tam puani=100 diir.
Arastirma Siireci ve Verilerin Elde Edilmesi

Arastirma, on haftasi pilot ¢alisma olmak {izere on alt1 hafta siirmiistiir. Doniigiimlerle
ilgili derslere baslamadan 6nce katilimcilarin s6z konusu doniisiimlere yonelik 6n
bilgilerini tespit etmek amaciyla, 6n test sorularina verdikleri cevaplari temel alan 6n
gorismeler gerceklestirilmistir. Daha sonra ilerleyen dort hafta boyunca, arastirma
Ogretmeni sirasiyla Oteleme, donme, yansima ve homoteti doniisiimlerine yonelik
dersleri yiritmistiir. Katilimcilarla her bir dersten sonra gorev temelli yari
yapilandirilmig birebir goriismeler gerceklestirilmistir.

Derslerin planlanmasi siirecinde doniisiimlere yonelik kazanimlar dikkate alinmis ve
kavramlara ait sozel, gorsel, cebirsel temsillere ek olarak sanal ve fiziksel

manipiilatiflere de yer verilmistir. Derslerin icerigi, matematik egitimi alan
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uzmanlarinin goriisleri dogrultusunda gelistirilerek hazirlanmistir. Derslerde kullanilan
fiziksel manipiilatifler, arastirmacilar ve bir devlet {iniversitesinde Ogrenim goren
ortadgretim matematik O0gretmen adaylariyla birlikte hazirlanarak uzman goriisleri
dogrultusunda sekillendirilmistir (bkz. Ek). Fiziksel manipiilatiflerin hazirlanmasi
stirecinde, manipiilatiflerin dogrudan kazanim odakli olmasina, kazanimlarla ilgili diger
temsillerle iliskisinin acik olmasina, hareketli olmasina, ucuz ve kolay bulunabilen
malzemelerin  kullanilmasina, taginabilir  olmasma  dikkat edilmistir.  Sanal
manipiilatifler, Utah State Universitesi tarafindan http:/nlvm.usu.edu web adresinde, 9-
12. sinif 6grencilerinin kullanimi i¢in hazirlanan déniisiimlere ait manipiilatiflerdir (bkz.
Ek). Dersler, okulun bilgisayar laboratuvarinda yiiriitiilmiis ve video kamera ile kayit
altna alinmustir. Ogrenciler kavramlara ait farkli temsilleri, kimi zaman &gretmen
rehberliginde belirli etkinlikler i¢inde, kimi zaman ise kavranmu anlamlandirmak icin
kendi belirledikleri uygulamalar kapsaminda kullanmislardir. Derslerin yiiriitiilmesi
stirecinde, genel olarak, kavramlara yonelik gorsel ve sozel temsillerle manipiilatiflerin
kullanilmasina 6ncelik verilmis, ardindan cebirsel temsiller tanitilarak kavramlarla ilgili
6l¢me degerlendirme sorulari tartisilmistir. Arastirmact bu derslere gozlemci olarak
katilmis ve katilimcilarin ¢oklu temsillerle etkilesimlerini gozlemlemistir. Her hafta
derslerin tamamlanmasindan sonra, katilimcilarla, o hafta tartisilan doniisiime yonelik
sorularin yer aldigi gorev temelli birebir goriismeler (Goldin, 2000) gergeklestirmistir.
Goriismelerde 6teleme, donme, yansima ve homoteti doniisiimlerine yonelik sorularin
bulundugu yart yapilandirilmig goriisme formlart kullanilmistir. Doniisiimlerle ilgili
yapilan arastirmalardan (Jung, 2002; Yanik, 2006) faydalanilarak matematik egitimi
alaninda uzman olan iki 6gretim iiyesinin goriisleri dogrultusunda hazirlanan formlar, o
hafta derslerde tartisilan doniisiime yonelik 6grencilerin kavramsal anlamalari ile
problemleri ¢6zebilme yeterliklerini sorgulayan sorulardan olugsmaktadir. Sorular,
ogrencilerin farkli temsilleri anlama, iiretme, kullanma ve birbirleriyle iliskilendirme
yeterliliklerini belirleyebilmek amaciyla hazirlanmistir. Bilgisayar laboratuvarinda
gerceklestirilen bu goriismelerde, 6grencilerin derslerde kullanmis olduklar1 sanal ve
fiziksel manipiilatifler goriisme ortaminda hazir bulundurulmugtur. Kavramlarin

strasiyla, sozel, grafiksel ve cebirsel temsilleriyle hazirlanan gorevlerin agirlikta oldugu
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gorismeler boyunca katilimcilar, bu manipiilatifleri kullanma konusunda serbest

birakilmiglardir.

Derslerin tamamlanmasindan sonra, siniftaki 6grencilere on test olarak uygulanan test,
doniistimlerle ilgili kavramsal anlamalarinin nasil sekillendigini belirlemek icin son test
olarak tekrar uygulanmistir. Katilimcilarla, son test uygulamasindan sonra da bir araya
gelinmis ve bu teste vermis olduklari cevaplar temel alinarak yar1 yapilandirilmig birebir

goriismeler gergeklestirilmistir.
Verilerin Analizi

Veriler, katilimcilarin 6n ve son testlerine verdikleri yazili cevaplar ile kendileriyle
yapilan birebir goriismeler ve derslerde gergeklestirilen katilimci gozlemlere ait video
kayitlarindan olugsmaktadir. Veri analizine baslamadan dnce ¢oklu temsiller yaklagimi
temel alinarak bir kodlama protokolii hazirlanmistir. Hazirlanan protokol matematik
egitimi alan uzmanlarinin gorisleri dogrultusunda diizenlenmistir. Daha sonra,
Ogrencilerin sirasityla Oteleme, donme, yansima ve homoteti doniisiimiine ydnelik
kavramsal anlamalar1 ¢oklu temsiller baglaminda analiz edilmistir. Katilimcilarn, her
bir doniigsiime ait sozel, grafiksel ve cebirsel temsillerle olusturulan sorulara vermis
oldugu cevaplar, bu ii¢ temel temsili anlamlandirmalari, kullanmalar1 ve birbirleri
arasinda  gecis yapabilme becerilerine ait kodlarla irdelenmistir. Ornegin,
katilimcilardan birisi doniisiime ait bir manipiilatif kullanarak sahip oldugu sozel
temsilleri dile getirdiginde bu durum, manipiilatifle sézel i¢ temsil iliskisi seklinde
kodlanmustir. Veriler analiz edilirken Glaser ve Strauss (1967) tarafindan gelistirilen
stirekli karsilastirmali analiz metodu kullanilmigtir. Bu baglamda goriigmelere ait
transkriptler, 6nce pargalara ayrilarak dikkatlice incelenmis ve ciimleler agik kodlama
ile kodlanmigtir. Daha sonra ac¢ik kodlamanin bir sonraki asamasi olan eksensel
kodlama ile kodlar degerlendirilerek diger kodlarla iligkilendirilmistir. Kodlarin
birbirleriyle iliskilendirilmesinden ilk olarak kategoriler daha sonra temalar

sekillendirilmistir (Glaser ve Strauss, 1967).

Arastirmanin giivenirligi i¢in uzun siireli etkilesim, siireklilik arz eden gdzlemler, veri

cesitlemesi ve katilimer teyidi yontemleri kullanilmistir. Arastirmanin  transfer
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edilebilirligini saglamak i¢in ise arastirmanin deseni, katilimcilari, veri toplama
yontemleri, veri toplama araglari, verilerin analizine ait detayli betimlemeler
yapilmistir. Aragtirmanin tutarli ve teyit edilebilir bir arastirma oldugunu sdyleyebilmek
icin meslektas teyidi alinmig, arastirmanin bulgular1 sunulurken yapilan yorumlar

verilerle desteklenmis, bu veriler ve analize ait dokiimanlar muhafaza edilmistir.
BULGULAR ve TARTISMA

Verilerin analizi, 6grencilerin, s6z konusu doniisiime ait sozel, grafiksel, cebirsel
temsiller ile sanal ve fiziksel manipiilatiflerle gegirdikleri deneyimler yardimiyla

olusturduklar1 temsillerinin etrafinda sekillenmektedir.
Sozel-Sentetik Temsillerin Anlamadaki Rolii

Ogrencilerin kavramsal anlamalari, gelistirdikleri temsiller kapsaminda incelendiginde,
ilk olarak sozel temsillerle ilgili deneyimleri dikkat c¢ekmektedir. Matematiksel
kavramlarin standart sdzel temsillerine uygun i¢ temsiller olusturarak bunlar etkili bir
sekilde kullanmanin 6nemini ortaya koyan en 6nemli bulgu, kavramlarin matematiksel
tanimlarinda gegen ifadelerle ilgilidir. Doniistim, diizlemin noktalarini diizlemin
noktalarina esleyen birebir ve orten fonksiyon olarak tanimlandigindan (MEB, 2010),
oteleme, donme, yansima ve homoteti doniisiimleri, diizlemden diizleme tanimlanan
0zel fonksiyonlardir. Ne var ki, 6grencilerin tanimlar1 agiklarken kullanilan diizlemden
yine diizlemin kendisine, diizlemdeki noktalarn tiimii ve birebir esleme ifadelerini
anlamlandirmalar1 pek kolay olmamaktadir. Bagka bir deyisle, kavramsal anlamalarini
sekillendirirken bu sbzel dis temsillere yonelik uygun i¢ temsiller gelistirmekte zorluk
cekmektedirler. Omegin Defne, dogruya gore yansima déniisiimiiniin diizlemden yine
diizleme tanimlanan bir doniisiim oldugunu belirtirken, kareli kagit iizerine ¢izdigi
yansima ekseninin sag ve solunda kalan bdolgeleri isaret etmis ve doniisiimiin bir
bolgeden digerine birebir eslemelerle yapildigini soylemistir. Agiklamalarindan
yansima doniisiimiiniin iki diizlem parcas1 arasinda gergeklestigini diisiindiigii anlasilan

Defne, baska bir gorevde ¢alisirken, doniistimiin ii¢ boyutlu uzayda, birbirine paralel iki
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diizlem arasinda gerceklestigini diisiindiigiinii gosteren sozel temsillerle ¢aligmistir.
Defne bu fikri, diizlemde verilen bir seklin bir eksene goére yansimasindan ne
anladigimin soruldugu soruya cevap verirken kullandigi jestleriyle de desteklemis ve
diisiincelerini “Iki elimiz gibi diisiinelim mesela, bu bunun (iki elini karsilikli tutuyor)
yansimasi, mesela bu sekilde disiiniirsek, su elimiz su da aynisim getirirsek,

birlestirdigimizde bir biitlin gibi diistinebiliriz.” seklinde ifade etmistir (bkz. Sekil 1).

Sekil 1. Defne’nin s6zel temsillerini desteklerken kullandig jestler

Ilerleyen goriismelerde Defne’ye birebir eslemeden ne Kastettigi soruldugunda ise “Hani
perspektif ¢izimde de (homotetiyi kastediyor) oluyordu, hani direkt kendisini veriyordu
seklin (1 oranli homoteti doniisiimiinii kastediyor). O sekilde diislinebiliriz, bire bir
fonksiyondur.” seklinde cevap vermistir. Defne’nin kavrama yonelik sozel temsillerine
bakildiginda, birebir eslemeyi sekillerin 6zelliklerini birebir koruyan bir islev olarak
anlamlandirdig1 anlagilmaktadir. Benzer sekilde Selim, 6teleme, donme ve yansima
doniistimleriyle ilgili ac¢iklamalarinda birebir ve orten fonksiyon ifadesini kullanmis,
fakat homoteti doniisiimiinii aciklarken bu ifadeyi kullanmamistir. Kendisinin bu dort
doniisiime yonelik yapmis oldugu agiklamalar su sekildedir:
R? - R? (diizlemdeki) bir noktanin veya geometrik seklin bir vektér boyunca
Otelenmesine Oteleme denir. Bir noktanin veya geometrik seklin bir dénme
merkezi etrafinda a acisi yapacak kadar dairesel hareketine donme donisiimi
denir. Bir noktanin bir noktaya veya yansima eksenine gore yansimasi altindaki

goriintiisiinii saglayan fonksiyona diizlemde yansima fonksiyonu denir. Bir
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noktanin veya geometrik bir seklin M homoteti merkezi dogrultusunda k
oraninda kiiciiltiilip biytitiilmesine diizlemde homoteti doniigiimii denir.
Oteleme, donme, yansima, diizlemde alinan her noktay: gene diizlemdeki bir

noktaya eslediginden birebir ve drten fonksiyonlardir.

Selim’in sdzel temsillerine bakildiginda, doniisiimlerin tanimlarinda yer alan ifadeleri
dogru bir sekilde kullanmasina ragmen, bu ifadeleri tam olarak anlamlandiramadigt
sOylenebilir. Zira homoteti doniisiimiinii diizlemde tanimlanan birebir ve oOrten bir
fonksiyon olarak tanimlamayan Selim’in, birebir esleme ifadesinden, sekillerin uzunluk,
ac1 ve acinin dlglisii gibi 6zelliklerinin aynen korunmasini algiladigr diisiiniilmektedir.
Gerek Defne’nin gerekse Selim’in Oteleme, donme ve yansima doniisiimlerinde
doniisim uygulanan sekilleri ve goriintilerini gostererek birebir eslendiklerini
sOylemeleri, homoteti doniigiimiinde Defne’nin 1 oranli bir homotetigi kastederek seklin
direkt kendisini veren bir Ornek vermesi ve Selim’in birebir eslemeyi homoteti

doniistimiinde hi¢ kullanmamasi bu bulgular1 desteklemektedir.

Doniisiimlerle ilgili derslerin tamamlanmasindan sonra, O6grencilerden diizlemin
noktalarin1 yine diizlemin noktalarina birebir esleyen bir yansima doniisimii 6rnegi
vermeleri istendiginde benzer bir tespitle karsilasilmistir. Katilimeilardan sadece Elif,
“yansima doniisiimiinde zaten diizlemin biitiin noktalarinin diizlemin noktalarina birebir
eslendigini” dile getirmis, Metin bdyle bir doniisim olmadigini sdylemis, diger
katilimcilar ise ifadeden bir sey anlayamadiklarini belirtmislerdir. Kavramlarin
matematiksel tanimlarindaki yer alan bu ifadeleri uygun bir sekilde yapilandiramayan
ogrencilerin, bu ylizden doniigiimleri hareket olarak algilayabildikleri fonksiyon olarak
algilayamadiklar1  diisiniilmektedir. Bu durum, farkli &grenim seviyesindeki
katilimcilarla  diizlem doniisiimlerini  ¢alisan arastirmacilar Flanagan (2001),
Hollebrands (2003) ve Yanik’in (2011) da tespit ettigi gibi, dgrencilerin doniisiimleri

hareket olarak anlamaya gosterdikleri egilimi desteklemektedir.

Diger yandan, katilimcilarin, kavramlarin giinlik hayattaki kullanimlarindan
etkilendikleri belirlenmistir. /tmek; kaydirmak, déondiirmek, yansitmak ve birebir olmak

eylemleri donistimlerle, goriiniis ifadesi ise goriintli kavramiyla ilgili 6grencilerin



Giilkalik, Ugurlu & Yiiriik 407

gelistirdikleri s6zel temsilleri sekillendirmektedir. S6z gelimi, 6grencilerin doniisiim
uygulanan bir sekil ile goriintiisii arasindaki iligkileri a¢iklarken, seklin goriintiisiinden
goriiniigiinii anladiklar1 tespit edilmistir. Ogrenciler herhangi bir sekle doniisiim
uygulanirken 6teleme vektorii, ddonme merkezi, yansima ekseni veya homoteti oran1 gibi
doniistimiin parametrelerinde yapilan degisikliklerde “seklin ayni goriinecegini” bu
ylizden goriintiide herhangi bir degisiklik olmayacagini diistinmektedir. Elif ile
arastirmaci arasinda gecen asagidaki diyalog bu duruma bir 6rnek olarak verilebilir:
Arastirmaci:  Peki, bu iiggeni 90 derece dondiirmiistiik, donme agisini 90

derece degil de 60 derece alsaydik, goriintiisiinde herhangi bir
farklilik olur muydu?

Elif: Goriintiisii yine degismezdi, sadece bu mesela buraya (kareli
kagitta c¢izdigi koordinat diizleminin ikinci bdolgesini igaret
ediyor) gelmezdi biraz daha surada (aym diizleminin birinci
bolgesini igaret ediyor) olabilirdi ama yine es liggenler olurdu
yiikseklikleri ve kenarlar1 ayni.

Arastirmaci:  Sekil degismezdi o ylizden her sey ayni m1 olurdu yani?

Elif: Evet, sadece konumlari farkli olurdu.
Bu baglamda, Ogrencilerin gilinlik hayatta kullandiklart kavramlarla, 6grenme
ortamlarinda karsilastiklart matematiksel kavramlarin ¢akismasi durumunda karigiklik
yasadiklart diisiiniilmektedir. Yanik (2011) tarafindan da tespit edilen bu durumun,
ogrencilerin anlamalarini sekillendiren s6zel temsillerin kullaniminda ne kadar hassas

davranilmasi gerektigini vurgulamasi ag¢isindan énemli oldugu diisiiniilmektedir.
Grafiksel Temsiller ve Uzamsal Yetenegin Avantajlar:

Ogrencilerin matematiksel anlamalarinin  belirlenebilmesi icin veri analizinde
odaklanilan temsil g¢esitlerinden birisi de, diizlem doniisiimlerine ait grafiksel temsillere
yonelik gelistirdikleri temsillerdir. Katilimcilardan Elif ve Metin'in kavramlara yonelik
grafiksel temsilleri Defne ve Selim’e gore daha hizli ve etkili bir sekilde kullandiklari
tespit edilmistir. Grafiksel temsiller ve sanal manipiilatiflerle ¢alisirken bir problem
yasamayan bu katilimcilar, ayrica, matematiksel gorevlerle ugrasirken imgesel
temsilleri yardinuyla bazi gorsel stratejiler kullanmislardir. Ornegin, Metin kareli kagit

iizerinde bir iiggeni orijin etrafinda dondiiriirken, kdgidin kendisini dondiirmiis, Elif ise
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bir [AB] dogru parcasim negatif yonde 90° dondiiriirken kullandig: stratejiyi su sekilde
aciklamigtir (bkz. Sekil 2):
Simdi AB dogru pargasini dondiirmek igin ilk 6nce su A’yr diisiindim (A
noktasii belirginlestiriyor) sunu soyle bir kare yaparsam (kdse noktalarindan
biri A noktasi, digeri orjin, diger ikisi ise x ve y eksenleri lizerinde olan
dikdortgeni kastediyor) 90 derece dondiirdiigiimde (¢izdigi dikdortgeni saat
yliniinde dondiiriiyor) A soyle olur. Bunu da (B noktasini kastediyor) ayni

sekilde diisiinebiliriz.

Coézum:

Sekil 2. Elif'in sekilleri dondiiriirken uyguladigr strateji

Gerek Elif gerekse Metin’in kullandig stratejilerin derslerde kendilerine gosterilmedigi
diistintildiiglinde, s6z konusu bulgularin &grenmenin birey tarafindan kendiliginden
olusturulduguna dair fikirleri destekledigi soylenebilir. Diger yandan, iki katilimcinin da
uzamsal yetenek testinden aldiklar1 yiiksek puanlar géz Oniine alindiginda, uzamsal
yetenegin doniisiimlerle ilgili grafiksel temsillerle ¢alisirken biiyiik kolaylik sagladigi
distintilmektedir. Zira Elif ve Metin’in aksine, grafiksel temsillerle ¢alisirken birgok
sorun yasayan Defne ve Selim’in uzamsal yetenek testinden aldiklari puanlar, sinif
ortalamasinin altinda kalmaktadir (Uzamsal yetenek testine ait sinif ortalamasi=99,42,
Standart Sapma=32,18). Bu baglamda, uzamsal yetenek acisindan avantajli olan
ogrencilerin, diizlem doniisiimlerine ait grafiksel temsiller ve diger gorsel Ogelerle
calisirken uygun imgesel temsiller gelistirerek anlamalarini giliglendirebildikleri,
dezavantajli olan dgrencilerin ise bu temsilleri anlamli bir sekilde kullanabilmek igin

daha fazla zamana ve deneyime ihtiya¢ duyduklari diistiniilmektedir.
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Diger yandan, Defne ve Selim’in, bir noktanin bir noktaya veya bir dogruya uzakligini
bulmak istediklerinde koordinat diizlemindeki birim uzakliklar yerine, ortamda bulunan
cetveli yahut farkli nesnelerin uzunluklarint kullanma egiliminde olduklar
belirlenmistir. Bu durum, Elif’in de dikkatini ¢ekmis ve su climlelerle konu hakkindaki
gozlemlerini “Bilgisayarda cetvelle 6l¢iim yapmaya c¢alisanlar var. Uzunluklari ben
gozlerimle takip ettigimde daha rahat oluyor. Siniftakiler santime bagliyorlar iste illa
Olceceksin cetvelle santimlerini falan, ama birim kareler her yerde esit, onu gorseler

daha kolay yapabilirler.” ctimleleriyle dile getirmistir:
Diizlem Geometrisi Temel Kavramlarina ait imgesel Temsillerin Onemi

Ogrencilerin kavramsal anlamalarini etkileyen bir diger faktoriin diizlem geometrisine
ait temel kavramlarla ilgili gorsel temsilleri kullanma yeterlilikleri oldugu
belirlenmistir. Ogrenciler, doniisiimlerin grafiksel temsillerini anlamlandirabilmek igin
onceden kavramig olmalar1 gereken vektor, dogru, uzaklik gibi kavramlara ait farkl
gorsel temsilleri etkin bir sekilde kullanamamaktadir. S6z gelimi, 6grencilerin hepsi de
yansima doniisimiinde grafiksel temsillerle ¢alisirken, noktanin noktaya veya noktanin
dogruya uzakligini tam belirleyemedikleri i¢in doniisiime uygun temsiller gelistirmekte
zorlanmuslardir. Ornegin Selim, diizlemdeki bir ABC iicgenini bir dogruya gore
yansitirken tiggenin kose noktalarinin yansima dogrusuna uzakligini belirleyememis ve
cetvel istemistir. Cetveli kullanirken ise noktanin yansima eksenine dik uzakligini
almadigindan sikinti yagamis, liggenin goriintiisiinii ancak simetri aynasini kullanarak
bulabilmistir. Selim yasadig1 benzer bir sikintry1 Defne 6teleme doniisiimiinde vektor ile
calisirken yasamugtir. Herhangi bir vektorii diizlemde gosterirken zorluk ¢eken
Defne’nin, vektorler iinitesindeki kazanimlarla ilgili imgesel temsillerinin yetersiz
kaldig1 distintilmektedir. Fiziksel manipiilatif tizerinde ¢alisirken koordinat diizleminin
birinci bolgesinde (1,4) vektoriinii cizmeye ¢alisan Defne ile arastirmaci arasinda sdyle

bir diyalog gerceklesmistir:

Aragtirmact: ... Peki, simdi senden (1,4) vektoriinii ¢izmeni istiyorum.

Defne: ... Hocam su sekilde ¢izerim yani... ((1,0) noktas: ile (0,4)
noktasindan gecen dogru pargasini ¢iziyor).
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Arastirmaci:  Anladim, (1,4) vektoriinii bu sekilde ¢izersin? Peki bu vektdrden
daha kisa bir vektor ¢izmeni istesem senden?

Defne: ...Hocam bir dakika bu sekilde ¢izmeyiz ki. Ciinkii surasini sey
yapmas1 gerekiyor su sekilde ((0,0) noktas ile (1,4) noktasini
birlestiren dogru pargasini giziyor).

Arastirmaci:  Peki. Bu (1,4) vektorii degil mi?

Defne: Vektor ¢iinkii su sekilde iste (Bu kez vektoriin yoniinii belirten
ok isaretini ekliyor)

Arastirmact:  Simdi  senden (1,4) vektOriiniin yerini yani konumunu
degistirmeni istiyorum.

Defne: Nasil yani?

Arastirmaci:  Mesela burada (koordinat diizleminin birinci bolgesini isaret
ediyor) degil de burada (koordinat diizleminin ikincisini isaret
ediyor) ¢izerek kullanman gerekse bu vektorii?

Defne: ((-1,4) vektoriinii ¢iziyor). Hocam, o zaman eksi yani... (1,4)
vektorii burada oldugu igin bu (1’1 gosteriyor) pozitif x ama
burada negatif. (-1,4) olur o zaman vektor.

Defne, vektor kavramina ait yeterli imgesel temsiller gelistiremediginden, diizlemde bir
konum vektoriine denk baska bir vektdr ¢izememekte, bdyle bir durumda vektorii temsil
eden noktaya karsilik gelen sirali ikililerin degisecegini diisiinmektedir. Bu durumun bir
sonucu olarak, bir diger gorevde calisirken koordinat diizleminin {igiincii bolgesinde yer
alan bir lggeni (1,4) vektoriiyle oOtelerken problem yasamistir. Bu baglamda,
ogrencilerin doniisiimleri anlamak icin gerekli olan onceki kavramalarina ait ic
temsillerinin, doniigimlere ait uygun imgesel temsiller gelistirmelerini etkiledigi
sOylenebilir. Benzer sonuglar, ilkdgretim 6grencilerinden 6gretmen adaylarina kadar
6grenci gruplarinda yapilan c¢aligmalarda dile getirilmistir (Hollebrands, 2003; Siinker
ve Zembat, 2012; Yanik, 2006; 2011).

Ortak Sorun: Formal-Notasyonel Temsiller

Doniistimlerle calisan Ogrencilerin  hepsinin de anlamlandirip kullanmakta sorun
yasadigi temsil c¢esidi cebirsel temsillerdir. Diizlem, fonksiyon, parametre, dogru ve
vektor kavramlarina ait cebirsel temsillerde yer alan notasyonlart anlamlandiramayan

Ogrenciler bu ylizden doniisiimlere ait cebirsel ifadeleri anlayamamaktadir.
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Ogrencilerin, doniisiimlerin sdzel temsillerini bile yeteri kadar anlamlandiramadigi
diisliniildiigiinde, bu temsillerin cebirsel formlartyla ¢alisirken problem yasamalar1 pek
de siirpriz degildir. Ornegin katilimcilar arasinda kavramsal anlamasi arkadaslarina
nazaran daha iist seviyede olan Elif bile, R? notasyonunun reel diizlemi temsil ettigini
anlamlandiracak sekilde uygun temsiller gelistirmek i¢in uzun zaman harcamistir.
Oteleme doniisiimiinii galisirken R? — R? ifadesiyle ilgili diisiincelerini agiklayan Elif
ile su sekilde bir diyalog gergeklesmistir:

Aragtirmaci:  Simdi Elif, T; : R? — R? ifadesinden tam olarak ne anliyorsun,
aciklayabilir misin?

Elif: Re kareden re kareye gidiyormus... (2,4) gibi.

Arastirmaci:  (2,4) gibi? Nasil yani biraz acabilir misin?

Elif: Ya sey birincisi, x’i yani, r kare olacak, y si de onun karesi bir
ifade olacak. Ben aslinda... Bu re kareden re kareye biraz karisik
bir olay.

Arastirmaci:  Karisik derken? Tam olarak anlayamadin mi?
Elif: Evet.

Arastirmaci:  Yani burada (2,4) derken, mesela bunu (vektoriin x bilesenini
gosteriyor) 2 alirsan bu da (vektoriin y bilesenini gosteriyor) 4 e
gidecek gibi mi diigiiniiyorsun?

Elif: Evet. (4,16) da olabilir aym sekilde.

Dersler sirasinda, 6gretmen de R? notasyonuyla calisirken “re kare” ifadesini
kullanmistir. Notasyonun okunus bigiminden etkilenerek, R? — R? ifadesine ait i
temsillerini sorgulayan Elif, ancak ilerleyen derslerde bu ifadenin doniisiimiin tanim ve
deger kiimesi olan diizlemi temsil ettigini kavrayabilmistir. Benzer sekilde, diger
katilimcilar, Ty (x,y) ifadesinde #’nun parametre olarak Steleme vektoriinii, R, (x,y)
ifadesinin diizlemde (x,y) noktasinin @ agisi kadar dondiiriilmesi sonucu elde edilen
goriintiistinli  gosteren  cebirsel temsiller oldugunu anlamlandirmakta  zorluk
¢ekmiglerdir.

Cebirsel temsillerle ilgili deneyimlerden bahsederken, &grencilerin dogruya gore
yansima doniisiimiinde yasadigi sikintilarin altini ¢izmek gerekmektedir. Diizlemde bir

P noktasi ve bir [ (X = A+ Ad) dogrusu verildiginde, P noktasmin [ dogrusuna gore
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yansimasi sonucu olusan goriintiisii, S;: R? — R? olmak iizere, S;,(P) = P' = 2A—P +

2(AP i)
(u,1)

derslerde cebirsel bir¢ok notasyon iceren bu formiilii agiklasa da, goriismeler sirasinda

formiilii ile verilmektedir. Arastirma Ogretmeni, yansima doniisiimiine ait

hi¢ bir katilime1 bu ifadeleri kullanamamistir. Dogruya gore yansima doniistimiiyle ilgili
gorevlerde calisirken cebirsel temsiller kullanmalari gerektiginde, diizlemde bir
noktanin bir noktaya gdre yansimasi sonucu elde edilen goriintiisiinii veren formiilii

kullanmaya egilimli olduklar1 tespit edilmistir.

Ogrencilerin, herhangi bir matematiksel kavrami anlamalarmin 6ncelikle kavramin
farkli temsillerini anlamlandirtp uygun bir sekilde kullanabilmelerine bagli oldugu
(Goldin, 2003; Lesh ve dig., 1987; Ozgiin-Koca, 1998) diisiiniildiigiinde, dogruya gore
yansima doniisiimiine ait uygun i¢ temsiller gelistiremedikleri, bu yiizden de
matematiksel anlamalarimin gelisiminde sikintilar yasadiklari sdylenebilir. Ogrencilerin
dontigiimlere ait cebirsel temsillerle ilgili anlamalarimin incelenmesiyle elde edilen bu
sonuglarin, dnceki arastirmalarda (Flanagan, 2001; Hollebrands, 2003; Yanik, 2006)
doniistimiin fonksiyon olarak kavranmasina ait tespit edilen sonuglara katki sundugu

diisiiniilmektedir.
Manipiilatif Kullanimi ve Anlamadaki Kahcilik

Ogrencilerin  doniisiimlerle calisirken 6zellikle sdzel ve grafiksel temsilleri
anlamlandirmak veya bu temsillere yonelik gelistirdikleri i¢ temsillerini agiklamak igin
manipiilatiflerden yardim aldiklar1 belirlenmistir. Ornegin, 6teleme doniisiimiinde
vektoriin  yoniiniin, biiyiikliigiiniin veya konumunun, doénme doniisiimiinde donme
acisinin veya yoOniiniin, yansima doniisiimiinde yansima merkezinin veya ekseninin,
homoteti doniisiimiinde homoteti oraninin veya merkezinin degismesi durumunda
doniistim uygulanan sekiller ile goriintiileri arasinda ne gibi degisiklikler olacaginin
soruldugu sorularda, o6grencilerinin hepsi de fiziksel veya sanal manipiilatifleri

kullanmuslardir (bkz. Sekil 3)
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Sekil 3. Ogrencilerin siireg boyunca manipiilatif kullanimini gésteren 6rnek durumlar

Ogrencilerin  arastirma  boyunca kullannmis olduklari bu sanal ve fiziksel
manipiilatiflerin,  donlisimlerle  ilgili  hareket  algilamalarini  destekledigi
gdzlemlenmistir. Ornek vermek gerekirse, fiziksel manipiilatifler iizerinde herhangi bir
sekle donlisim uygulanirken, diizlemi temsil eden karton veya metal zemin sabit
kalmaktadir. Bu ylizden 6grencilerin, diizlemdeki noktalarin tamaminin doniisiimden
etkilendigini anlamlandiramadiklar1 diisiiniilmektedir. Bu durumun 6niine gec¢ebilmek
icin derslerde sanal manipiilatiflerde doniisiimiin diizlemdeki tiim noktalar etkiledigini
gosteren uygulamalar yapilmistir. Buna ek olarak arastirma 6gretmeni sozel temsiller
yoluyla dersler boyunca diizlemdeki tiim noktalarin doénilisimden etkilendigini
vurgulamustir. Tiim bu uygulamalara ragmen, 6grencilerin doniisiimleri hareket olarak
algilamaya devam ettikleri belirlenmistir. Katilimeilardan sadece Elif, derslerin
sonunda, doniisiimiin diizlemden diizleme tanimlanan bir fonksiyon oldugunu ve

diizlemdeki tiim noktalar1 etkiledigini anlamlandirabilmigtir. Bu durum, geometri
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yazilim programlariyla c¢alisan Ogrencilerin  de doniigiimleri hareket olarak
anlamlandirdigini sdyleyen Flanagan (2001), Hollebrands (2003) ve Yanik (2006) ile
O0gretmen adaylarmin dontisiimleri fonksiyonlar olarak anlamakta zorluk c¢ektigini

sOyleyen Yanik (2011) ile benzer sonuglar ortaya koymaktadir.

Manipiilatiflerin kavramsal anlamadaki roliinii vurgulayan bir diger 6nemli bulgu,
ogrencilerin  kavramsal anlamalarinda gergeklestirdikleri kaliciliga  yoneliktir.
Ogrencilerle derslerin tamamlanmasindan sonra gergeklestirilen ~goriismelerde,
manipiilatiflerin kavramlarla ilgili 6zellikleri hatirlamalarina yardimci oldugu tespit
edilmistir. Katilimcilardan, sirasiyla Elif ve Selim’in yapmis olduklar1 su agiklamalar bu

bulguyu desteklemektedir:

Su an yansima, donme, homoteti, onlar1 hep bilgisayardan hatirladim.
Bilgisayarda ve gorsellerle ilgili materyaller ¢ok iyiydi bence. S$u an
hatirlamamizi sagliyor. Dersler zamaninda aslinda pek de gerekli gérmiiyorduk
anlatinca anliyorduk ama simdi. Doniigiimlerle ilgili tanimlar1 unutuyorsunuz,

ama bunlar aklimizda kalryor.

Fiziksel manipiilatiflerde kavramlar1 gorsel olarak goriiyoruz. Gorsel olarak
gormemiz isin mantifim1 anlamamizi sagliyor, biz mesela sadece islem
yapiyoruz, cebirsel islem yapiyoruz. Iste hoca kurali veriyor geciyor, ama bu
sekilde yani gorsel manipiilatifler gelince isin igine, kafanda siirekli canlaniyor.

Hemen unutmaniz miimkiin degil konulari.
SONUCLAR ve ONERILER

Ogrencilerin matematiksel kavramlarin ¢oklu temsilleriyle gegirdikleri deneyimler
kavramsal anlamalarinin gostergeleri sayilabilecek i¢ temsillerinin gelisimini dogrudan
etkilemektedir. Bu deneyimler, Ogrencilerin, matematiksel kavramlara ait sozel
temsilleri anlamlandirmakta bile zorluk yasayabildiklerini gdstermektedir. Bu
zorluklarin temelinde, birebir esleme, diizlemdeki noktalarin tiimii, diizlemden yine
diizlemin kendisine gibi doniisiimleri anlamak i¢in gereken matematiksel ifadeler yer

almaktadir. Ortadgretim matematik ders programina gore, dgrencilerin bu ifadeleri
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doniisiimlerle karsilasmadan ¢ok daha once kavramis olmalari gerekmektedir. Bu
durumda, 6grencilerinin doniisiimlere yonelik uygun i¢ temsiller gelistirmesini isteyen
Ogretmenlerin, s6z konusu ifadelerle ilgili 6grenci anlamalarimi belirlemesi ve varsa,
Ogrencilerin bu anlamalarinda yer alan eksikliklerini gidermesi gerekmektedir.
Dontisiimlere ait sozel temsillerin kullanimi s6z konusu oldugunda vurgulanmasi
gereken diger bir sonug, kavramlarin giinlik hayattaki kullanimlariyla ilgilidir.
Ogrenciler, dteleme, donme, goriintii gibi kavramlarla ilgili anlamalarin olustururlarken
giinliik hayatta yasadiklart matematiksel olmayan durumlardan etkilenmektedir. Bu
baglamda 6gretmenlere, bu kavramlarin giinliik hayattaki kullanimlariyla matematiksel
anlamda kullanimlar1 arasindaki farkliliklara dikkat ¢gekmeleri ve kavramlara ait sozel

temsilleri bu durumu g6z 6niine alarak kullanmalar1 nerilmektedir.

Déoniigimlerin grafiksel temsilleriyle ilgili sonuglar, uzamsal yetenegin 6grencilerin
olusturdugu temsilleri etkiledigini gostermektedir. Uzamsal yetenek agisindan avantajli
durumda olmayan 6grencilerin, arkadaslarina nazaran daha yavas ¢alisacaklari, farkli
temsilleri anlamlandirirken daha fazla zamana ihtiyag duyacaklar1 dikkate alinmalidir.
Bu noktada 6gretmenlere, doniistimlerle ilgili kavramlari tartismaya baslamadan 6nce,
ogrencilerle, sekilleri dondiirme ve yansitma etkinlikleri {izerinde c¢alismalari
Onerilebilir. Diger yandan, Ogrencilerin doniisiimlerin grafiksel temsilleriyle
uygulamalar yaparken bazi zorluklar yasadigi goriilmektedir. Bu zorluklarin biiyiik bir
kismi, 6grencilerin, diizlem geometrisi temel kavramlarinin gorsel temsillerine ait ig¢
temsillerindeki  yetersizliklerden kaynaklanmaktadir. ~ Oncelikle, &gretmenlerin,
ogrencilerin 6n bilgilerindeki kavramlara ait grafiksel temsillere ait uygun temsillere
sahip olup olmadiklarinin belirlenmesi yasanan problemleri azaltabilir. Buna ek olarak,
Ogretmenlerin, koordinat diizleminde yaptigi uygulamalarda birim uzakliklar
kullanmalart ve Ogrencilerini bu yodnde tesvik etmeleri gerektigi diisiiniilmektedir.
Ornegin vektor, birim ¢ember, dogru, noktanin dogruya dik uzakligimi temsil eden
dogru parcasina ait grafiksel temsillerin gorsellestirilmesiyle ilgili eksikliklerin
giderilerek doniisiimlere gecilmesi, 6grencilerin anlamalarindaki gelisimi olumlu yénde

etkileyecektir. Bu baglamda 6gretmenlere, 6zellikle gorsellestirme becerileri gerektiren
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matematiksel tanim veya ifadeleri kullanirken o6grencilerin sahip oldugu imajlari

sorgulamasi 6nerilmektedir.

Sozel ve grafiksel temsillere yonelik problemlerin ardindan, 6grencilerin hepsinin de
cebirsel temsillere yonelik gelistirdikleri temsillerinden kaynaklanan bazi zorluklar
yasadig1 belirlenmistir. Ogrenciler kavramlara yonelik sdzel ve grafiksel temsilleri
anlamlandirabilseler bile, cebirsel temsillerin igerdigi matematiksel dil ve notasyon
nedeniyle problemler yasamaktadir. Diizlem, vektor, sirali ikili ve fonksiyon gibi
kavramlara ait cebirsel temsillerin i¢sellestirilememesinden kaynaklanan bu problemleri
¢ozmek icin, 6grencilerin cebirsel temsillerde yer alan notasyonlardan ne anladiklarinin
belirlenmesi Onerilmektedir. Zira doniisiimlerin tanim ve deger kiimesi agiklanirken
kullanilan R? notasyonunun reel diizlemi, Ty (x,y) ifadesinde %’ nun parametre olarak
Oteleme vektorini, R, (x,y) ifadesinin diizlemde (x,y) noktasinin a agist kadar
dondiiriilmesi sonucu elde edilen goriintiisiinii temsil ettigini anlamlandiramayan

ogrencilerin, doniisiimleri fonksiyon olarak anlamlandirmalar1 zor gériinmektedir.

Diger bir temsil c¢esidi olarak manipiilatiflerin 6grencilerin doniisiimlerle ilgili
kavramsal anlamalarindaki geligsimi dogrudan etkiledigi belirlenmistir. Bu durum, farkli
yas grubundaki oOgrencilerin donilisiimlerle c¢alisirken manipiilatif kullanmalart
gerektigini sOyleyen arastirmacilarin (Baki, Kosa ve Giiven, 2011; Olkun 2003)
fikirlerini desteklemektedir. Bu yiizden, 6gretmenlere doniistimlerle ilgili derslerini
tasarlarken manipiilatifleri de 6gretim siirecine katmalar1 6zellikle tavsiye edilmektedir.
Diger yandan, manipiilatiflerin doniisiimlerle ilgili hareket algisini destekledigini
hatirlatmakta fayda goriilmektedir. Bu baglamda, 6grencilerin doniigiimleri fonksiyon
olarak anlamlandirabilmeleri igin, sozel, grafiksel temsilleri veya manipiilatifleri

cebirsel temsillerle iligkilendirilebilecekleri ortamlar saglanmalidir.

Arastirmanin 6gretime yonelik onerilerine ek olarak, sonraki aragtirmalara yonelik bazi
oOneriler sunulabilir. Bu baglamda, ilerleyen arastirmalarda, dgrencilerin matematiksel
kavramlara ait cebirsel temsillerle yasanan zorluklarin nedenleri ve sonuglari
derinlemesine irdelenebilir. Bu arastirmada, 6grencilerin kavramlara yonelik geligtirmis

olduklari i¢ temsiller, arastirmanin kapsami geregi sozel, imgesel ve formal-notasyonel
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i¢ temsillerle siirlandirilmistir. Farki ¢aligmalarda, planlama, izleme, uygulama ve
kontrol sistemi ile duygusal sisteme ait temsilleri de kapsayacak arastirmalar dizayn

edilerek dgrencilerin anlamalar1 daha farkli agilardan arastirilabilir.
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SUMMARY

The constructivist paradigm that has long been employed in mathematics teaching and
learning points out the importance of characterizing how students build their
mathematical understanding. For researchers who focus on this importance (e.g.,
Goldin, 2003; Hiebert & Carpenter, 1992; Lesh, 1981), the mathematical
understanding development can be described through experiences with different
representations of mathematical concepts.

Representations can be defined as “configurations of signs, characters, icons, Or
objects that can somehow stand for, or “represent” something else” (Goldin, 2003, p.
276). They are mainly categorized as external and internal representations (Goldin,
2003; Janvier, 1987). External representations are physical, observable and standard
configurations of mathematical concepts while internal representations are mental
structures shaped by the observation of surrounding mathematical or not mathematical
statements (Goldin & Kaput, 1996). Multiple representations are ‘“external
mathematical embodiments of ideas and concepts to provide the same information in
more than one form” (Ozgiin-Koca, 1998, p. 1). This study aims to identify 10th grade
students’ conceptual understanding about plane transformations in terms of internal
representations that they developed in a learning environment enriched with multiple
representations.

The study was conducted over four months in an Anatolian High School in the central
part of Turkey. Prior to the study, a pretest about transformations and a spatial ability
test were conducted to 32 students in a 10th grade level classroom. Among these
students, four were purposefully selected in accordance with maximum variation
sampling method (Patton, 2002). Researchers performed first interviews with these four
students according to their responses to these instruments. For the next four weeks, the
teacher presented the lessons about translation, rotation, reflection, and dilation. The
first author observed the class during these lessons and conducted task based (Goldin,
2002) semi-structured interviews with four participants after the each lessons. The
pretest was implemented as posttest after the lessons and participants were again
interviewed about their responses and ideas for this test.

A coding protocol based on multiple representations of plane transformations has been
prepared before starting the data analysis. Conceptual understanding of participants
were analyzed according to this protocol by constant comparative method (Glaser &
Strauss, 1967). To ensure the trustworthiness of the study, pilot study, persistent
observations and triangulation were used. On the other hand, findings and discussion of
the study was supported with raw data and peer review method was used to make the
study consistent.
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The results of this study showed that students’ experiences with multiple representations
of mathematical concepts directly influenced their growth of conceptual understanding
within the context of internal representations. According to these experiences, they had
some difficulties in the process of constructing effective representations while making
sense of the external verbal, graphical and algebraic representations. Firstly, students
needed to understand mathematical expressions like one to one mapping, all the points
on the plane, and a function from plane to plane. It was also seen that students were
dealing with some problems while engaging in graphical representations tasks. The
main source of these difficulties was the insufficiency of students’ prior imagistic
representations about basic plane concepts. On the other hand, spatial ability played an
important role in shaping students’ representations when the experiences with
graphical representations of transformations were in question. If students could even
make sense of verbal and graphical representations of the concepts, it didn’t guarantee
a well-developed conceptual understanding. They met some problems with algebraic
representations due to the mathematical language and notations contained in these
representations. As another kind of multiple representations, manipulatives directly
enhanced students’ conceptual understanding by supporting the development of
appropriate representations about transformations. Based on these results, the details
of the learning environment where students learn mathematical concepts with
understanding were discussed and relevant suggestions were offered.

EK: Arastirmada kullanilan baz fiziksel ve sanal manipiilatif 6rnekleri
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