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K.Yilmaz /Ayni tabanh 2-¢aprazlanmis moduiller Gzerinde tamlik

1. GIRIS INTRODUCTION)

[k olarak 1949 yilinda Whitehead [1] tarafindan
gruplar {izerinde tanimlanan ¢aprazlanmis modiil
kavrami ilerleyen yillarda cebir yapisina
aktarilmis ve Lichtenbaum, Schlessinger [2]ve
Gerstenhaber [3] farkl1 tanimlamalarla
caprazlanmig modillerin cebir hali {izerine
calismislardir. Caprazlanmig modiillerin cebir
halleri {izerine Porter [4], Arvasi [5], Ulualan [6]
caligmalar1 mevcuttur.

2-caprazlanmis modiiller ilk olarak Conduche [7]
tarafindan homotopi 3-tip olarak tanimlanmis ,
degismeli cebir hali Grandjean ve Vale [8]
tarafindan verilmistir. Tam kategori kavrami 1971
yilinda Barr [9] ve 1973 yilinda Quillen
[ 10]tarafindan incelenmis 1990 yilinda Keller [11]
eklemeli olmayan kategoriler i¢cin tam kategori
tanimin1 vermistir. Calismamizda 2-caprazlanmis
modiillerin ayn1 6n ¢aprazlanmig modiil tabani ile
tam kategori oldugunu gosterdik.

1.1. Caprazlanmis Modiil (Crossed Module)

C ve R birer k-cebir ve R nin C lzerine etkisi
olsun. 8:C » R k-cebirlerin morfizmi olmak
lizere egerherr € R ¢, ¢’ € C igin

CM1. 6(r-c) = ré(c)
CM2. c-6(c') = cc

sartida saglaniyorsa (C, R, §) tgliisiine
caprazlanmis modiil denir. [4]

(C,R,6) ve (C',R',8") iki ¢aprazlanmis modiil
olmak tizere, iki ¢aprazlanmis modiil arasindaki
morfizm her r € R ve her ¢, ¢’ € C i¢in,

Y(r-c) = e(mY(c), 8'Y = ¢ 8 esitliklerini
saglayan (¥, ¢): (C,R,6) - (C',R’,§")
morfizmidir.

Objeleri (C,R, &) ve morfizmleri yukaridaki gibi
taniml1 olan ¢aprazlanmis modiiller kategorisini
XMOD ile gosterecegiz. R sabit bir k-cebir olmak
tizere ilk bileseni R cebiri olan tim 9:C - R
seklindeki caprazlanmigs modiillerin olusturdugu
kategoriyi XMOD g seklinde gosterecegiz.

1.2. 2-Caprazlanms Modiil (2-Crossed
Module)

Degismeli cebirler iizerinde bir 2-¢aprazlanmis
modil, ¢ , C;, C, birer k-cebir, C; ve C, birer
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Co —cebir morfizmi olmak tizere 0,:C, = Cq ,
0.:C1 - Cy seklinde Co-cebirlerin bir
kompleksinden olusur. Burada C, kendi {izerine
carpma islemi ile etki eder ayrica C; cebirinin C,
cebiri tzerine etkisi vardir ve 0,:C, —» C4 bir
caprazlanmis modiildiir. Biitiin bu 6zellikler ile
birlikte Peiffer Lifting doniisiimii olarak bilinen,
Co-bilineer fonksiyonu

{_,_}: Cl XCQ Cl b Cz
seklinde bir donlisim vardir ve asagida verilen

ozellikleri her x, x4, x, € C2 , ¥, V0,V1, V2 € C1 Ve
z € Cy igin saglar.

PL1. 02{y0,y1} = Yo¥1— Yo 01(y1)
PL2. {az(xl), az(xZ)} = X1X2

PL3. {yo,y1y2} = {yoy1,¥2} +01(y2) "
o, ¥1}

PL4. {y,0:(x)}+ {0:(x),y} =0:(y) - x
PLS. {yo,y1} z={yo -z y1} = Yo y1-2}

Bir 2-¢aprazlanmis modili (C,, Cy, Co, 02,01)
seklinde gosteririz.

B: = (BZr Bl) BO: az, al) ve C: (CZr Cl; COJ aZJ al)
iki 2-¢aprazlanmis modiil olmak iizere , C den B
ye bir 2-caprazlanmis modiil morfizmi

C,— e

I
B24>14>0

o2 o1

fiXf1

C1XC1 - 'Bl><Bl
(., {__Y

Cz >BZ

f2

diyagramlarin1 degismeli yapan ve ¢ € Co,
c1 €ECive ¢ € C,ic¢in

fi(co-c1) = folco) - f1(c1)
fa(co-c2) = folco) - f2(c1)

sartlarini saglayan (f5, 1, fo) Ugliisiidiir. Burada

{_,_}:C1XC1—> CZ
{_,_},:B:lXBl _>Bz

Peiffer lifting donilistimleridir. Bdylece 2-
caprazlanmis modiillerin kategorisi X2MOD elde
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K.Yilmaz /Ayni tabanh 2-¢aprazlanmis moduiller Gzerinde tamlik

edilir. d;: C; = R sabit bir 6n ¢aprazlanmis modiil
olsun. ilk bileseni 8, &n ¢aprazlanmis modiilii olan
tim 2-caprazlanmis modiillerin  kategorisini
X2MOD/c—r ile gosterelim.

1.3. Cekirdek Ikili ve Tam Kategori (Kernell
Pair and Exact Category)

Tamm 1.3.1 f: X - Y ve g: X —» Y dontisiimleri
bir € kategorisinin morfizmleri olsun. Asagidaki
ozellikler saglaniyorsa (Q,h) ikilisine (f,g)
ikilisinin es-esitleyicisi (coequaliser) denir.

1. Herhangi bir f:Y — Q morfizmi igin,
hf = hg esitligi vardir.

il. kf = kg Ozelligindeki herhangi bir

k:Y - Q' morfizmi i¢in,

uh = k olacak sekilde bir tek u: Q - Q' morfizmi
vardir. [12]

Tanim 1.3.2 Bir C kategorisinde f:A - B ve
g:C —» B morfizmleri i¢in fp, = gp; olmak
lizere bir P’ objesi i¢in fp', = gp'; olsun. Bu
durumda p,e =p', ,pe=p'; esitliklerini
saglayan &:P' - P morfizmi tek ise (p1,p2)
ikilisine file g morfizmlerinin geri ¢ekmesi
(pullback) denir. P objesine geri ¢ekme objesi
denir. Ozel olarak g morfizmi yerine f morfizmi
alinirsa (p4, p2) ikilisine f morfizminin ¢ekirdek
ikilisi (kernel pair) denir. [12]

Tammm 1.3.3 C herhangi bir kategori olsun.
Asagidaki sartlar1 saglayan C kategorisine tam
kategori denir. [13]

T.K-1 Her morfizmin ¢ekirdek ikilisi vardir ve bu
cekirdek ikili es-esitleyiciye sahiptir.
T.K-2 Her denklik bagintisi etkili bagintidir.
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2. X;MOD/c-r _KATEGORisiNiN
CEKIRDEK IKiLiSi (KERNELL PAIR
OF THE CATEGORY X,MOD/c-r )

(A,C,R,0,,0,) ve (B,C,R,[,01) 2-caprazlanmis
modiilleri ve sirasiyla

(L _IaCxXC—A
{,)s:CXC>B

Peiffer dontistimleri verilsin.

f:(A,C,R,0,,041) = (B,C,R, 3, 01) morfizminin
cekirdek ikiliye sahip oldugunu gosterelim.
Burada

AxgA={(a,a):f(a)=f(a)}cAxA

olmak iizere (A X 4, C, R, §, 01) geri gekme obje
adayimizdir.

Teorem 2.1 §: A Xz A = C gaprazlanmis modiil
olur.

Ispat. (ay,a.'),(az,a,)EAXg A ve €
C olmak iizere

(al, all) + (az, azl) = (a1 + a,, a1’ + azl)
(a1, a1)(az az’) = (a1az,a4'az’)
c-(ay,a) =(c-ay,c-ay)

islemleri ile birlikte bir C-cebirdir.

§:AXp A C
(a,a’) » 0z(a) = 0, (a')
olmak tizere her (a,a’) € AXzAveherc€C
i¢in

CM1. §(c-(a,a")) =6(c-a,c-a)
= 0d,y(c-a)
( 0, ¢aprazlanmis modiil)
= cd,(a)
=cé(a,a’)

CM2. §[(ay,a1")] " (az az") = 02(aq) - (az az’)
= (02(a1) - az,02(ay) - az’)
(02(a) = 02 (a"))
= (02(a4) - az,0; (a1") - az’)
= (a1a2,a4'az")
= (a1a1', aza5")

Teorem 2.2 (A X5 A,C,R,65,0,) nin
2-¢aprazlanmig modiil olur.
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Ispat. A x5 A kiimesi

CX(AXgA) > AXg A
(c,(a,a")) »c.(a,a) = (c.a,c.a)

etkisi ile bir C-cebir olur ve

{_,_}CXC->AXp A
(c,c) = ({c, cYa{c c}a)

Peiffer lifting donlisiimii tanimlanabilir. Ayrica

(cra,cra)eE(AxgA) & f(c-a)=f(c-a)
(f 2-caprazlanmis modiil morfizmi)

© cf(a) = cf(a)
oldugundan etki iyi tanimlidir.

PL1. Her ¢, ¢’ € C igin

6{c,c't = 6({c,cYa{c.c'}a)
(6 tanimindan)
= 02{c,c'}a
= cc'—0,(c")c

PL2. Her (a,a’),(as,a:") € (A Xg A) igin,

{6(a,a),6(as,a:")}

= ({6(a,a’), (6(ay, a1")}4,{6(a, a’), (6(as, ai")}a)
= ({02(a), 02(a1)} 4, {02(a’), 02(a1")}a)

= (aay,a'ay’)

= (a,a’)(as,a:’)

PL3. ¢, cq,c; € C igin,

{c, cac2} = ({c, cac2}a {c, c1c2}a)
= ({c,c1C2}4 + 01c2{cc1}a, {C, C1C2}4 +
d1c2{cc1}a)
= ({c, cac2}a {c, cic2}a) +
(01c2{cc1}a, 01C2{cC1}n)
= {c, c1c2} + 01c2({cci}a {cei}a)
= {c,c1c2} + 01c2 - ({cc1} )

PL4. ceC ,(a,a") €E(AXBA) igin,

{c,6(a,a")}+{6(a,a’),c}
= ({c,6(a,a)}a {c,6(a,a)}a)
+ ({6(a,a’),c}a, {6(a a’), c}a)
= ({¢,02(a@)}4, {c, 02(a")}4) +
({02(a), c}4,{02(a’), c})
= ({c,02(a)}4 + {02(a), c}a, {c, 02(a")}4
+ {02(a’), c}a)
= (01(c) * a,01(c) - a)
= al(c) ) (a, a,)
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PL5. r € Rvec,cq € C igin,
{c,c1} v = ({c.c1}, {c.c1}) T
= ({c.c1} -1, {c.ci} 1)

= ({c.1,c1}a {c. 7, Cc1}4)

= {c.1,c41}

veya
= ({cc1-1}a{cci1}a)
= {cc, "1}

Teorem 2.3

(pl, idc, idR), (pz, idc, ldR) (A XB A, C, R, 5, 81) i
(A,C,R,0;,01) projeksiyon morfizmleri
2-¢aprazlanmis modiil morfizmidir.

Ispat. (a,a") € (A xg A)ver ER,c € C igin

dz2p1(a,a’) = 02(a) = 6(a,a’)
(- (6,d)) =pu(r-ar-a)=7-a
= idg(r) ' p1(a,a’)

esitlikleri saglanip p; morfizmi C nin etkisini
korur. Ayrica

{,Ja (ide xide) (c,¢) = {L, Jalc,¢")
= {C, C’}A
pi{ o _3(c, ¢) = pa{e, ¢’ = p1({c, c}a, {c, c'3)
={c,c'la

esitlikleri saglanacagindan Boylece (py,id¢, idg)
morfizminin 2-¢aprazlanmig modiil morfizmi
oldugunu gostermis olduk. Benzer sekilde
(py, id¢, idg) morfizminin 2-¢aprazlanmis modiil
morfizmi oldugu gosterilebilir.

Teorem 2.4 Herhangi iki 2-¢aprazlanmis modiil
morfizminin ¢ekirdek ikilisi vardir.

Ispat. (E,C,R, ¢, 0,) bir 2-caprazlanmis modiil ,
{_,_}5: C X C - E peiffer lifting donilisiimii olsun.
Eger

(pll, idc, idR), (plz, idc, ldR) (E, C, R, ¢, 01)
- (Ar Cr R; az, al)

2-¢aprazlanmis modiil morfizmleri

(fide i) (o idg ide)
= (f; ldCi ldR)(pZ; ldC' ldR)

esitligini sagliyorsa,
(h,id;,idg): (E,C,R,¢,01)
- (AXgA,CR,5,01)
olmak iizere her e € E i¢in
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h(e) = (p1'(e),p2'(e))

seklinde taniml1 ve

(p1 idc, idg)(h, idc, idg) = (p4,idc, idg)
(pZJ idCl ldR)(hl idC' ldR) = (pZ,' idCl ldR)

olacak sekilde bir tek 2-¢aprazlanmis modiil
morfizmi oldugunu gosterelim.

Ilk olarak (h,1d,idg): (E,C,R,¢,0,) =
(Axp A,C,R,6,0,) morfizminin 2-¢aprazlanmis
modiil morfizmi oldugunu go6sterelim. Burada
(p'y,idc,idg): (E,C,R,¢,01) = (A,C,R,0,0,1)
2-¢aprazlanmis modiill morfizmi oldugundan
d,p'y1 = ¢ yazilabilir. Her e € E igin,

h(e) = 6(p1'(e),p2'(e)) = 02(p1'(€)) = P(e)

Ayricaher r € R, her e € E igin,

h(e) = 6(pi'(e),p2'(e)) = 02(p1'(e)) = P(e)

Ayricaher r € R, her e € E i¢in,

h(r-e) = (pi'(r-e),p;'(r - e))

= (r-pa'(e),7p2'(e))
(p'1, p'; 2-¢aprazlanmig modiil morfizmi)

=71 (p'(e),p2'(€))

= r- h(e)

h morfizmi R cebirinin etkisini korur.
c,cq € C i¢in,

{ , }idc X idq(c,c1) ={ , }(c, C1)
={c,ci} = ({c, ca}a{c, c1}a)

h{_ _}e(c,c1) =
h{c, c1}g(p1'{c, c1}g, p2'{c, c1}g)

saglanir.

pi'{c,ci}p ={c,ci}a
p2'{c,ci}g = {c,ci}a

esitlikleri kullanilirsa
{_,_}Yidcxidc =h{__}&
elde edilir. Sonug olarak,

(h, idc, ldR) (E, C, R, ¢, 61)
~ (Axg A C RS 0,)
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2-¢aprazlanmis modiil morfizmi olur. Her e € E
igin,

p1h(e) = p1(pi'(e),p2'(e)) = p1'(e)
pz2h(e) = p2(p1'(e),p2'(e)) = p2'(e)

oldugundan
p:ih(e) = pi'(e) ve pzh(e) =p.'(e)

elde edilir. Boylelikle;

(p1 idc, idg)(h, idc, idg) = (p4,idc, idg)
(pZJ idCl ldR)(hl idC' ldR) = (pZ,' idCl ldR)

esitlikleri elde edilir. Simdi bu Ozellikteki h
morfizminin tek oldugunu gosterelim. Kabul
edelim ki h' morfizmi h morfizmi ile ayn1 dzellikte
bir 2-¢aprazlanmis modiil morfizmi olsun.Yani ;

(h,, idc, ldR) (E, C, R, ¢, 01)
S (AxpA,C,R,8,0y)

morfizmi i¢in

p1h’ (e) = p1(p1'(e),p2'(e)) = pi'(e)
pzh’ (e) = p2(p1'(e), p2'(€)) = p2'(e)

esitlikleri saglansin.
h'(e) = (a,a’)
olarak alalim. Boylelikle;

pi'(e) =pi'h'(e) =pi(a,a)=a
p2'(e) =p’h'(e) =pz(a,a’)=ad

esitlikleri elde edilir. Bu durumda her e € E igin,
h'(e) = (a,a’) = (p1'(e), p2'(e)) = h(e)
olacagindan
h=nh'
olur yani h morfizmi tektir. Sonug¢ olarak

(p1,idc, idg), (p2ide,idg) ikilisi (f,idc,idg)
morfizmi i¢in ¢ekirdek ikilidir.
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3. X,MOD/c—r KATEGORISININ TAMLIGI
(EXACTNESS OF THE CATEGORY
XoMODic-Rr )

Bir Bir onceki bolimde f:(A,C,R,02,01) =
(B,C,R,B,0) 2-¢aprazlanmis modiil morfizmi
i¢in

(pl, idc, ldR) (A XB A, C,R, 6, 61) -

(A,C,R,0,,0,) , pi(a,a’) =a
(p2, idc,idg): (A X5 A,C,R,8,0,) —
(A,C,R,0,0,) , p2(a,a’) =ad’

olmak tizere (p4, id¢, idg) ,(p2, id, idg) ikilisinin
(f, id, idg) morfizmi i¢in ¢ekirdek ikili oldugunu
gosterdik . Simdi tam kategori olma sartlarini
gostrelim.

Teorem 3.1 X;Mod ;g kategorisinde her
morfizmin ¢ekirdek ikilisi es-esitleyiciye sahiptir.

Ispat. Burada tam kategori olma aksiyomlariin
ilkini gosterecegiz.

TK.1) ik olarak (p4,idc,idg) ,(p2idc,idg)
ikilisini es-esitleyiciye sahip oldugunu gosterelim.
(p1,ide, idg) ,(p2 idc, idg) ikilisini ¢ morfizmi
es-esitleyicisi ise C; = (C1,C,R,0,0,) ve C; =
(C,,C,R,0',0,) iki 2-¢aprazlanmis modiil olmak
uzere

p19 = P29q

p1q’ = p2q'

esitliklerinin saglayan q ve q' morfizmleri var
oldugunda yukaridaki q¢p = q' tek bir ¢ : C; —
C, olmasidir.x = (a,a’) € A Xz A olmak tizere I
, A cebirinin p1(x) — p2(x) elemanlartyla
tiretilen bir ideali olsun. A/I boliim kiimesini
olusturalim.

c € C; ve r € R olmak lizere

Cix A/l - A/l
(c,(a+D)»c-a+l

etkisiyle birlikte A/I bliim kiimesinin bir C; -cebir
oldugu agiktir.

p1(x) — p2(x) € Iicin,
02(p1(x) — p2(x)) = 02(a — a)
= Bf(a—a’)
= plf (@) — f(a)]
(f(a) = f(a")
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oldugundan
a:All - C;
a+1e 03(a)

doniistimii iyi tanimlidir. Simdi (4/1, Cy, R, a, 0>)
in 2-¢aprazlanmis modiil oldugunu gosterelim.
Oncelikle

dra(a+1) = 0,(02(a))

oldugundan diyagram bir zincir kompleksdir.

{_,_}:C; xC, - A/l
(c,c) » {c,c} =
qfc,cYa={c, '} +1

peiffer lifting doniisiimiinii seklinde tanimlayalim.
Simdi peiffer lifting aksiyomlarini saglatalim.

PL1. Her ¢,’c € C; igin
a{c,c'} = a({c,c'}+1)
= 02{c, ¢}
=c.c'—0.(c) ¢

PL2. a+1,a" +1 € A/l igin,

{a(a+1D),a(a’ + D}
={a(a+D,a(a’+ D} +1
={02(a),02(a)}+1 )
=aa +1
=(a+ D@ +1)

PL3. ¢, ¢4, c; € C; igin,

{c,cr.c} ={c,cr.ca} +1
= ({c,c1.C2}4 + 01c2{c,c1}) + 1
= {C, C1. CZ}A +1+ 61C2{C, Cl}A +1
= {c,c1.c2} + 01¢2{c, c1}

PL4. c€ C; vex € A/l igin

{c,a(a+ D} +{ala+1),c}
={c,01(a)}4 + 1+ {0.(a),c}s+1
={c,01(@)}4 +{01(a),c}a +1
=0:(y)-(a+1)

PLS5. c¢,c1 € Cy ver € R igin,
{c,ci} "r={c,cila+ D1

={c,c1}a T +1
={c-r,c1}yu+1
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={c-rc}
veya
{c,ci} "r={c,cila+ D1
={c,c1}p T +1
={c,ci'ris+1
={c,c;-rY}
Simdi

(q, idcl, ldR) (A, Cl’ R, 62, 61)
- (4/1,C4, R, a,01)
arqla)=a+1

seklinde tanimlanan morfizmin 2-¢aprazlanmig
modiil morfizmi oldugunu gosterelim.

Her a € A igin ,
aq(a) = a(a +1) = 02(a)

esitligi saglandigindan diyagram degismelidir.
a€Aver ER igin,

qir-a)=r-a+1
= tdgp(r) - q(a)

olur. Ayrica c, ¢4, € C; olmak iizere
q{_,_}a(c,c1) = q{c,c1}a ={c,cai}a +1

{_, _Yidce, xide,(c,c1) ={_,_Y(c,c1) =
{c,ca} ={c,ci}a+1

elde edilir. Her (a,a’) € A X A igin,

qp1(a,a’) = qpz2(a,a’) © pi(a,a’) +1
=pa(a,a’) +1
o pi(a,a’) —pz(a,a’) €1

olup
qpr1 = qp2

bulunur. Simdi (4',C,,R,a’,0,) baska bir 2-
caprazlanmis modiil ve

(q,, idcl, ldR) (A, Cl’ R, 62, 61)
- (A,, Clr Rr a,’, a1)

morfizmi
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(q,' idle ldR)( P idle ldR)
=(q', idc,,idg) R)(po, idc,, idg)

Ozelligini saglayan bir 2-gaprazlanmis modiil
morfizmi olsun. Bu durumda;

{_,_}A,:Cl X Cl _)A,

Peiffer lifting doniigtimii tanimlidir ve q" morfizmi
ile birlikte

i. a'q’ = idg, 0,

11. Hera € Ave c € Cj i¢in,
q'(c.a) = id¢,(c).q'(a)

1ii. {_._ }A’Idclxc1 =q'{L_}

ozellikleri saglanir. Bu durumda ;

!

aq =4q
olacak sekilde bir tek

(¢,id¢,idg): (A/I,C,R,02,01)
- (A’; C: Rr a’) al)

2-¢aprazlanmis modiil morfizmi  oldugunu
gosterelim. Simdi  ¢: A/l > A" morfizmini
tanimlayalim. Her a + 1 € A/I i¢in, ¢p morfizmi

Pa+1)=q'(a)

seklinde tanimlansin. Bu durumda
ri(a,a’) — p2(a a’) € I igin,

q' (p1(a,a’) — pa(a,a’)
=q'p1(a,a’) — q'p2(a,a’)
= OA,

oldugundan ¢ morfizmi iyi tanimhdir. Simdi ¢
morfizminin 2-¢aprazlanmig modiil morfizmi
oldugunu gosterelim. Hera +1 € A/I i¢in,

apla+1)=ayq'(a)
= 02(a)
(a tanimindan)
=a(a+1)

Herr e Rvea+1 € A/l igin,
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¢(r-a+1)=4q'(r-a)
=7 (a)
= idg(r)-Pp(r.a+1)

Herc¢,c' € C igin,

d{_ Y (c,c) = plc, Y
=¢({c,c3a+ D)
=q'{c,c'}4
=q'{L_}a(cC)
={,, _}a-idc X idc(c, ")

oldugundan ¢ morfizmi 2-¢aprazlanmis modiil
morfizmidir. Ayrica ¢p morfizmi her a € A igin,

Pq(a) = p(a+1) =q'(a)
saglanacagindan ¢ morfizmi
¢q=q

Ozelligini saglayan tek morfizm olacaktir. Simdi
bunu gosterelim. Kabul edelim ki

(¢,I idC) ldR) (A/I) C: Rr aZr al)
- (A',C,R,a',0,)

2-¢aprazlanmis modiil morfizmi ve
P'q=4q
olsun. Her a+1 € A/I i¢in,

P'(a+1)=¢'q(a) = q'(a)
q'(a) = ¢pq(a) = p(a+1)

esitlikleri her a + 1 € A/I i¢in saglandigindan
P =9

olur. Sonug olarak (A/I,C,R, 03,01), (q,id¢, idg)
ikilisinin

((p1,idc,idg), (py, idc, idg)) cekirdek ikilisinin
es-esitleyicisi oldugu gdsterilmis olur.

Teorem 3.2 X;Mod ;g kategorisinde her
denklik bagintisi etkili (effective) bagintidir.

Ispat. u,v: (E,C,R,0,0,) » (A,C,R,a,0,)
X;Mod/c—r kategorisinde bir denklik bagintisi
olsun. Bu bagmtinin etkili baginti oldugunu
gosterelim.

[a] = {b € A: (a,b) € E}
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olmak iizere [a] denklik siniflarinin kiimesi A/E
olsun. Her [a], [b] € A/E igin,

la] + [b] = [a + D]
[a][b] = [ab]

islemleri ile (A/E,+,.) bir halka olur. Ayrica
A/E,

CxXAJE - AJE

(c-[a]) = c-la] =[c-a]

etkisi ile birlikte bir C-cebirdir. ¢ morfizmini

0:AJE - C
[a] = afa]

seklinde  tanmimlayalim. u,v: (E,C,R,0,0,) —
(4,C,R, a, 1) morfizmleri igin

au = aqv
oldugundan ¢ morfizmi iyi tanimhdir.

{,}:CxC—AJE
(c,c) = {c,c'} =[{c,c'}4l

Peiffer lifting dontistimii olmak tizere
(A/E,C,R,0,0,) yapisinin 2-¢aprazlanmis modiil
oldugunu gosterelim. (Burada {,_}:CXC — A
Peiffer lifting doniistimiidiir.

PL1. Her ¢, ¢’ € C igin,
a{c, ¢’} = a[{c, c}]
= a{c,c'}
=c.c —0:(c)-c

PL2. Her [a], [b] € A/E ig¢in,

{ola], o[p]}" = [{o[a],
[{a]a]

PL3. Herc,c',c" € C igin,

{e,c'c"} = [{c,c'c" 3]
= {c,c'c"}a +[01¢"{c, '} ]
= {c,c'c"}a +[01¢"{c, '} ]
={c,c'c"}a™ + 01¢"[{c, c'} ]
={c,c.c"} +0:c"{c, '}

PL4. Her c € C ve her [a] € A/E igin,
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{c,o[a]}” +{ola],c}
= [{c,ala]}a] + [{ola], c}4]
= [{c,a[a]}a + { a[a], c}a]
= [01(c)a]
= 01(c) - [a]

PL5. Herc,c¢' € C ve her r € R igin,

{e.dyr=[Hcchl r
= [{c,c'} 7]
= [{c-7,c}]

={c-rc}

{c,c'y r=[{c,c}]r
= [{c.} 1]
= [{c, ¢’ 1]]

={c,c -r}”

veya

Simdi g morfizminin 2-¢aprazlanmis modiil
morfizmi oldugunu gosterelim. Her a € A i¢in,

oq(a) = ola] = a(a)

veherr € R, hera € A igin,

q(r-a) =[r-a] =r-[a] =1dr(r) " q(a)

olur. Her ¢, ¢’ € C igin,

q{_ 3(c, ) = qfc,c}
= [{c,c'}4l
={c, ¢}
={, _}Yid¢ xid{c,c'}

esitlikleri saglandigindan g morfizmi
2-¢aprazlanmis modiil morfizmi olur. A objesi
tizerindeki denklik bagintisinin tanimindan E
A X A kiimesinin bir alt objesi olur.Yani;

E = {(a,a"):q(a) = q(a")}
olmak iizere
EcAx:A={(aa): aa)=a(a)}
oldugunu gosterelim.

(a,a") € E = q(a) = q(a)
= [a] = [a]
= ag(a) =a(a’)
= a(a) = a(a)
= (a,d) €A

elde edilir. Ayrica;
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au = av
oldugundan her x € E i¢in,

au(x) = av(x) = (u(x),v(x)) €EE
= (0,u(x) —v(x)) €EE

bulunur. Buradan;

O, u(x) —v(x)) €E = [u(x) —v(x)] = [0]
= qu) —v(x) =0
= qu) = q(wk))
= qu(x) = qu(x)
= qu = qu

Boylece (q,idc,idg),((u,idc, idg), (v, idc, idR))
ikilisinin es-esitleyicisidir. Simdi

((u,idc, idR), (v, id, idg)) ikilisinin (q, id, idg)
morfizmi i¢in ¢ekirdek ikili oldugunu gosterelim.
Her d € D igin,

qu'(d) = qv'(d) = [w'(d)] = [v'(d)]
= (W'(d),v'(d) €E

elde edilir. Boylece;
0:D - E
d = (U'(d),v'(d))

morfizmini tanimlayabiliriz. Simdi 6 morfizminin
bir 2-¢aprazlanmigs modiil morfizmi oldugunu
gosterelim. Her d € D i¢in,

00(d) = 9(u'(d), v'(d))
= au'(d)
= av'(d)
= w(d)

Herd € D ve herr € R igin,
O(r-d)=@'(r-d),v'(r-d))
=7 u(d),v'(d))
= idg(r) - 6(d)

Her c,c¢’eC i¢in,

9{_, —}D (C, C’) = Q{C, C’}D
= (u{c,c}p, v'{c,c'}p)

= ({e. Y {e, )
{L Jide xidce (e, c) = {1, }(c, ¢)
={c,c}
= ({e,cYa{c, c3a)
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verilen diyagram degismeli oldugundan 6
morfizmi  bir 2-¢aprazlanmig modiil morfizmi
olur. Burada,

(u',id¢, idg), (v, id¢, idg): (D,C,R, w,01) =
(A,C,R,a,01) morfizmlerinin 2-caprazlanmig
modiill morfizmleri  olduklarin1  gosterelim.
Her d € D igin,

au'(d) = a(u(6(d)))
= 96(d)
= w(d)

herd € D ve her r € R igin,

u'(r-d)=u(@(-d))
=r-u(8(d))
= idg(r) - u'(d)

olup v ve v’ morfizmleri R nin etkisini korurlar.
Her ¢, ¢’ € C igin,

u'{L, 3p(c,c) =u'{c,c}p
= {C, C,}A
={__Jale, )
= {, _Jaid¢ X idc(c, ¢

esitlikleri saglandigindan ' morfizmi
2-¢aprazlanmis modiil morfizmi olur. Benzer
sekilde v morfizminin de 2-¢aprazlanmis modiil
morfizmi oldugu gosterilebilir. Ayrica her d € D
i¢in,

ub(d) = u(u'(d),v'(d)) = u'(d)

v0(d) = v(u'(d),v'(d)) = v'(d)

Son olarak 6 morfizminin tek oldugunu
gosterelim. 6" morfizmi 6 morfizmi ile aym
ozelliklere sahip bir 2-¢aprazlanmis modiil
morfizmi olsun ve

0:D—>E
d - (a,b)

seklinde tanimlansin. Bu durumda;

uf’' =u'
v =1

esitlikleri saglanir ve her d € D igin,

u'(d) =ub'(d) =u(a,b) =a
v'(d) =v8'(d) =v(a,b) =b
6'(d) = (a,b) = (u'(d),v'(d)) = 6(d)
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oldugu goriiliir. Burada d € D keyfi oldugundan
0=06

olup 8 tektir. Sonug olarak

((u,id¢,idg), (v, idc,idg)) ikilisi X;Mod/c—r
kategorisinde

(q,id¢,idg): (A, C,R,0,,0,) = (A/E,C,R,0,01)
morfizminin ¢ekirdek ikilisidir.

Sonug¢ 3.3. X;Mod/c—r kategorisi tam
kategoridir.

Ispat. Teorem3.1de X,Mod /c—r Kategorisindeki
her morfizmin ¢ekirdek ikilisinin oldugu ve bu
cekirdek ikilinin es-esitleyiciye sahip oldugu ,
Teorem 3.2 de X;Mod c_p kategorisinde her
denklik bagmtisinin etkili oldugu gosterildiginden
X,Mod g kategorisi tamdir.
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