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Eksik Blok Diizenlerinin Dual Yapilar

Hiilya BAYRAK"

OZET

Nesnelerin belirli kriterler altinda diizenlenmesi  problemi
kombinatériyel analizde énemli bir yer tutar. Boyle bir diizenleme
isabet yapisi yada konfigiirasyon olarak bilinir. Isabet yapilarinin izel
bir tipi tamamlanmamig blok diizenleridir.

Bir diizenin duali iglemleri ve bloklar: sirasiyla orijinal diizenin
bloklarina ve iglemlerine kargilik gelen yeni bir diizendir.

Bu ¢aligmanin amaci bazi dual diizenlerin geometrik yapilarini
incelemektedir. Bu dual diizenler tamamlanmamis blok diizenler
smifindadir,

Anahtar Kelimeler : Dual Diizen, Dengeli Tamamlanmamis Blok
Diizeni, Kalint1 Diizen, Projektif Geometri.

1. GIRIS

Bir taktikal konfigurasyon (tactical configuration) TC(v, k, t, ), v tane elemanin
k genislie sahip bloklara yerlestirilmesidir.Bu yerlestirmede, farkli elemanlara sahip
tx1 boyutlu siitun vektorleri (t-tuple) tam olarak A blokta goziikiir. t ve A sirastyla,
konfigurasyonun kuvveti ve indeksi olarak bilinir.

t=2 durumu “Dengeli Tamamlanmamig Blok Diizeni”(Balanced Incomplete
Block Design-BIBD) ne kargilik gelir. Bu diizenlerde v=2 iglem vardir. b, blok sayisi;
k, blok genisligi; r, replikasyon sayisi; A (A>0), islemlerin birlikte goriinme sayisi olmak
lizere parametreler arasinda A(v-1)=r(k-1) iligkisi vardur.

Boyle bir diizende, A, isabet matrisi olmak iizere

Aly=r L
WA=k vab

esitlikleri saglamr, burada J; tim elemanlart 1 olan uygun boyutlu matristir.
AT gozoniine alindiginda

Jo AT =1 Jpe
ATJ, =Kk Jo
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yazilabilecegi asikardir.Yani A" matrisi, b, v, k, r parametreli bir blok diizeninin isabet
matrisi olacaktir. Bir diizenin duali, iglemleri ve bloklarn, sirasiyla, orijinal diizenin,
bloklari ve iglemlerine kargilik gelen yeni bir diizendir.

2. EKSIK BLOK DUZENLER VE DUALLERI

Bir diizenin dual diizeni iglemleri ve bloklari sirastyla, orijinal diizenin bloklan
ve iglemlerine kargilik gelen yeni bir diizendir. BIBD’da v<b Fisher esitsizligi saglanir.
Ancak dual diizenlerde bloklar ve iglemlerin rolleri degistiginden Fisher esitsizligi
saglanmayabilir, Netice olarak, dual diizen dengeli olmayabilir.

BIBD’de v = b ise, diizen simetriktir denir (Simetrik BIBD).
TC(v, k, k, A) konfigurasyonunun duali k-sinifli birliktelik yapisini tanimlar. Bu
birliktelik yapilari geometrik 6zelliklerin terimleriyle karakterize edilebilir.

Bir BIBD, sonlu projektif geometri PG(m, p") ve sonlu 6klid geometri EG(m, p")
de uygun dogrularin segimi ile bir geometrik konfigurasyonla tanimlanabilir.

Caligmada, PG(m, p")’nin dogrulart ile diizenin bloklari, PG(m, p")’nin
noktalar ile diizenin iglem ve/veya islem kombinasyonlar eglestirilmigtir.

PG(m, p")’nin dogrulari bir uzay olusturur. Her dogru bir bloga karsilik
geldiginden, uzaya “bloklar uzay1” denebilir. Dogrular {izerindeki noktalarin
olusturdugu uzay ile bloklar uzayi birbirinin dual uzaylarn olur. '

Teorem 2.1: Bir BIBD’nin dualinin yine BIBD olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul v=b olmasidir (Street and Street ,1987).

Shrikhande, A = 1 veya A = 2 durumu ig¢in asimetrik BIBD’nin duallerinin kismi
dengeli tamamlanmamug blok diizeni oldugunu gostermistir (Shrikhande, 1952).

Aymi sonuglar, Shrikhande ve Bahagwandas tarafindan graf teori ile
iligkilendirilerek yeniden ele alinmigtir (Shrikhande and Bahagwandas , 1965).

Teorem 2.2 : v, b, r, k, A parametreli asimetrik BIBD’nin dual diizeni, agagidaki
parametrelere sahip iki birliktelik simfli kismi dengeli tamamlanmamig blok diizeni
(Partially Balanced Incomplete Block Design-PBIBD) dir.

-

v=b, b=v , r=k , n.‘:k(r-l) , np =b-1-n
M =1, =0, p“l'=r-2+(k-l)2 . p.lz‘-——k2 (Raghavarao ,1971).

Omnegin ; v=4 ,b=6,k=2,r=3, A= 1 parametreli bir BIBD’nin birliktelik
yapisi agagidaki gibidir :



Tablo 1. v=4, b=6, k=2, r=3,A=1 Parametreli BIBD

_ BLOKLAR

ISLEMLER I 2 3 4 5 6
1 X X X
2 X X X
3 X X X
4 X X X

Bu diizenin geometrik yapisi GF(2) tzerine kurulan sonlu oklid geometrisi
EG(2, 2) dir.

2 4 3

Sekil 1. Tablo 1’ deki Diizenin EG(2,2) de Bir Gosterimi
Tablo 1 de verilen diizenin dual diizenine ait birliktelik yapisi agagidaki gibidir

Tablo 2. Dual Diizenin Birliktelik Yapisi

BLOKLAR
iSLEMLER | 2 3 4

1 X X
2 X X
3 X X
4 X X
5 X X
6 X X
% =1 A =0

(1,3)(1,4)(1,5)1,6) (1,2)

(2,3)2,4)2,5)2,6) 2,1)

3,D3,2)3,5(3,6) 3,4

4,D)4,2)4,54,06) 4,3)

(5,1)5,2)(5,3)5,4) (5,6)

(6,1)6,2)6,3)6,4) (6,5)

Tablo 4 de verilen diizen v' =6, b'=4, r=2, k' =3, A,'=1, % =0,n,"=4,ny

e (2 1 » |4 0 ¢ o
=l,py = v B P = 0 0 parametrelerine PBIBD ‘dir.



Tamm 2.1 : Bir G grafinda birlestirilmis olan iki késenin her ikisi tam py,' tane
diger koselerle birlestirilmis , fakat p;,* tanesi ile birlestirilmemis ise, G grafi , n, n,,
pi', pu’ parametreli “Giiglii Diizgiin Graf’(Strongly Regular Graph-SRG) adim alir
(Bose, 1963).

Tanmm 2.2 : SRG, asagidaki parametrelere sahip ise “Baglantili Blok Graf”
(Linked Block graph-LBG) adim alir (Bose, 1963).

n; =r(k-1) , M= (k-r)(r-1)(k-1)/r
pu' =12 +k2 , pil=r

Sonug olarak , dual diizenin birliktelik yapist LBG’a izomorftur,

b=v=7, r=k=3, A=1 parametreli Simetrik BIBD’i, TC(7,3,2,1)
Konfigurasyonudur. Bu konfigurasyon, geometrik olarak GF(2) iizerine kurulan
PG(2, 2) ile tanimlanir.Bir Fano diizlemidir. Aym zamanda Hadamard 2-(7, 3, 1) diizeni
tammlar (ve deficiency d = v-r(k-1)- 1 = 0 oldugundan Steiner sistemdir).

L 4

Sekil 2. TC(7,3,2,1) Knfigurasyonunun PG (2,2) de Bir Gdsterimi

TC(7,3,2,1) konfigurasyonunun tanimladigi  Simetrik BIBD’nin, duali
parametreleri ayni olan Simetrik BIBD dir.Dual diizenlerin izomorf olmas: gerekmez.

Eger A=2 ise simetrik TC(v,k,2,2) diizenler “Biplane” tammlarlar. TC(7,3,2,1)
konfigurasyonunun tamamlamgt olan TC(7,3,2,2) konfigurasyonu bir Biplane dir
(Bayrak ve Gonen, 2002).

3. LATIS DENEME DUZENi VE DUAL DUZENLERI
Kare Latis Diizeni’'nde p" tane iglem vardir.Bunlar , p geniglikli bloklara
yerlestirilir. Diizen , p diizeyli n tane etkenin olusturdugu faktériyel deney diizeni gibi

diigtiniiliir.

Diger taraftan ¢ok sayida iglem , p yerine k genislikli (k < p) bloklara dagtilarak
bir ¢6ziim yolu denenebilir.Bu durumda BIBD’nindan faydalanilir.

Latis diizenlerin en o6nemli kismmm olugturan homojen replikasyonlar elde
etmenin bir yolu Duallik kavramini kullanmak olabilir (Bayrak ve Gonen , 1998).



PG (2, 3) geometrisi gozoniine alindiginda, PG(2, 3) deki dogrular ve tizerindeki

noktalar agagidaki gibidir:

Tablo 3. PG(2, 3) deki Dogrular ve Uzerindeki Noktalar

Dogru | A| B | AB| AB*| C | AC | AC*| BC | BC? | ABC | ABC*| AB’C | AB*C*
100 010 | 110 | 1-10} 001 | 101 | 10-1 J o1t Jor-1 | 110 | t1-1 | 1-11 | 1-1-1

THGIEAEIEIE:

[0,1,0] | X X | X | X

[0-L,1]| X X X X

[0,1,1] | X X X X

[1,0,0] X X X | X

[1,0,-1] X X X X

(1,0,1] X % X X

[1,-1,0] X X% X X

['lnlnll x x X X

[1,-1,1] X | X X X

[1,1,0] X X X X

(hi-1] % X X X

[1,1,1] % X X X

Bu geometride, paralel dogru gruplarindan
islem kombinasyonlari homojen replikasyonlan verir. Boylece 4 homojen replikasyon
elde edilir. Bu homojen replikasyonlar veya 4 tane dogru demeti, dugiim noktalarinin
dual uzaym meydana getirir. Dolayistyla, bir homojen replikasyon, geometrik anlamda
digim noktasi ¢ikarilmig dogrular demetidir. Homojen replikasyonlar oyle bloklar
olugturur ki bu bloklar EG(2,3) geometrisinin tim ozelliklerini saglar. Boyle bir
geometrik yaklagimla, blok yapma keyfi ve yanlig olmaz. Diigiim noktalari ¢ikarilmig
dogru demetlerinin paralellik 6zelliginden, hangi bloga hangi kombinasyonun girecegi

bellidir. Homojen replikasyonlar agagidaki gibidir :

herbirinin kapsadigi islem ya da

Homojen Replikasyon 1

(100) (110) (1-10) A AB AB*

(10-1)  (11-1) (1-1-1) AC*> ABC? AB*C?

A0 Q1N aan AC ABC AB’C
Homojen Replikasyon 2

(100) (101) (10-1) A AC AC?

(1-11)  (1-1-1)  (1-10) AB’C AB’C? AB?

(110) (111 (111 AB ABC AB’C
Homojen Replikasyon 3

(100) (111  (1-1-1) A ABC AB°C

(1-10) (101)  (11-1 AB? AC ABC?

(110) (10-1) (I- AB AC? AB*C
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Homojen Replikasyon 4

111 (1-10)  (10-1) ABC  AB? ACE
(100) (1-11)  (11-1) A ABC  ABC?
(110) (101)  (1-1-1) AB AC AB?C?

Tammm 3.1 : (s, r, p)-net : 7, bir isabet yapist olsun.B ve G, 7" yapisinin iki
blogu olmak tizere bu yap: tizerindeki paralellik , B // G, B = G, veya |B , G| =0 olarak
tanimlanir. 7 yapisinin (s, 1, p)-net olugturabilmesi igin v = s’ sayida nokta , b = sr
sayida blok olmalidir, her paralel smifta s blok ve her blokta k=u nokta
bulunmalidir Eger B // Hise | B, H|= p ve ayrica ;

(1) Paralel simflar §2 bloga sahip ve r =3 paralel simf var ise ,

(2) p, gq¢ 7 herhangi iki nokta (p#q) olmak iizere |p,ql=0 veya Ip,ql=2A
ise

T yapisi “Afin Cozilebilir Kismi Diizlem” (Affine resolvable partial plane-ARPP)
veya (s, r, u)-ARPP olarak adlandirilir (Drake, 1979).

Bu yapilar, Bruck tarafindan tanitilan (s, r, 1)-netlerinin genellestirilmis halidir.
(s, r, p)-netlerin duallerinin Transversal diizenler oldugu Hanani tarafindan
gosterilmistir (Hanani , 1974).

Verilen homojen replikasyonlar quasi simetrik, (s, r, 1)-net yapisina uyar (A=p
hali).Yani quasi simetrik ARPP’dir. Deficiency, d = 0 oldugundan (d=r-k+1) Afin
diizleme kargilik gelir (Bayrak ve Gonen, 2002). Bu replikasyonlar aymi zamanda Afin
yeniden ¢oziilebilirdir. ’

Homojen  replikasyonlarin duali dikkate alindiginda, digiim noktalarinin
olusturdugu uzaymm dual uzayr T(4,1,3) transversal diizeninin transversal gruplarini
meydana getirir. Bu gruplar asagidaki gibidir.

G;:[010]:(001) (101) (10-1) » C,AC, AC?

G2:[001]:(010) (110) (1-10) = B, AB, AB?

G3:[011]:(01-1) (11-1) (1-11) = BC*, ABC?, AB*C

Gs:[01-1]:(111) (011) (-111) » ABC, BC, AB*C?

4 tane transversal grup mevcuttur.Bu transversal diizen , parametreleri v=12,
b=9,k=4,r=3,4=0,%=1olan yan-dizgin gruplarina ayrilabilen diizene
(semi-regular group divisible-SRGD) izomorftur.

Teorem 3.1 : Transversal diizenler, Afin diizenlerin dualidir (Mavron, 2000).

Dual yapilarin, Bose ve Connor tarafindan tanimlanan SRGD’nin 6zel haline
karsihk geldigi gorilir (Drake, 1979).



Dual diizenin geometrik yapist pseudo SLBG’a (pseudo Strongly Linked Block
Graph) izomorftur.

Teorem 3.2 : (B (y(B-1) +1) , By +1 , Bk) parametreli bir Afin ¢oziilebilir
diizeninin dualinin parametreleri agagidaki gibidir :

v=BRHB+1) , b=R@-1)+1) , r=pyE-1)+1) ,
k=py+B+1 , m=fyp+l , n , M=0 , M= y(p-1)+I

Baz1 diizgiin gruplarina ayrlabilen (regular group divisible-RGD) diizenlerin
dualleri yine GD diizenlerdir. RGD diizen orijinal diizene izomorfik olabilir.

4. KALINTI DUZENLER , BIPLANE VE DUAL DUZENLERI
Bir kalnti diizen (residual design) PG(2,q) dan herhangi bir dogrunun
¢ikariimasiyla kurulabilir. Yeni diizen bir EG(2 , q) olur. Benzer bir sonug Biplane(A=2)

lerin kalinti diizenlerinin dualleri gézoniine alinarak bulunabilir.

Bir biplane v=b = (n*+3n+4) /2, r=k=n+2, A =2 parametrelerine sahip
BIBD ise, kalint1 diizen

v=nn+l)/2, b=(Mn+1)nt2)/2, r=nt2, k=n, A=2 parametrelerine
sahiptir.

Teorem 4.1: v = n(n+1) / 2, k = n, A = 2 parametreli bir diizen alinsin, Dual
diizen agagidaki parametrelere sahip bir PBIBD dir.

vV=m+)m+2) /2, b =nm+1)/2, ' =n, k' =n+2

m=2n, p=nn-1)/2, =1, =2, pi'=n, pi>=4

TC(7,4,2,2) konfigurasyonu v=b =7 r=k =4, A =2 parametreli BIBD
tammlar.Geometrik olarak  Biplane dir.Bu parametrelere sahip Biplane ile iligkili
graflarin seti , Hussain graflarinin tam setini verir.Bu sette (k-1)(k-2) /2 =3 tane graf
vardir.Residual diizenise v=3 ,b=6,k=2,A=2 parametreli bir yapidir (Bayrak ve
Gonen, 2002).

Kalint1 diizenin duali diigiintildiigiinde ,

ve6,b=3,r=2,knd Nnl, s,

m=4,m=1,pn'"'=2, pn¥'=4
parametreli Uggensel PBIBD (Triangular PBIBD) elde edilir.

Sonug olarak, iicgensel diizenler, A=2 i¢in SBIBD’lerin kalinti diizenlerinin
dualleri gibi diigtiniiliir,
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The Dual Structure Of Incomplete Block Designs

ABSTRACT

The problem of arranging object so that cetain criteria are
Sulfilled is of great generality in combinatorial analysis. Such an
arrangement is known as an incidence system or tactical
configuration. A special type of incidence system is balanced
incomplete block design(BIBD).

The dual of a design is defined as a new design whose treatments
and blocks are correspondance with blocks and treatments of the
original design,and incidence is preserved.



Eik I Dnlrii Dual Ya : 1]

Purpose of this study is to work on geometrical structure of some
dual designs. These dual designs are members of class of the
incomplete block design.

Key Words : Dual Design, Balanced Incomplete Block Design,
Projective Geometry, Residual Design.
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