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_ Cok Degiskenli Normal Dagihma Sahip
Orneklerdeki Aykira Gozlemlerin Belirlenmesi I¢in -
Bayesgil Bir Yaklagim

Ufuk EKiZ®

OZET

Bu ¢aliymada ¢ok degiskenli normal dagilima sahip orneklerdeki
aykirt gozlemlerin belirlenmesi igin onerilen Bayesgil bir metod
tamitilmaktadir.Ornekleme teorisinde de kullanilan karesel formlarin
dagilimindan yararlanarak aykiri gozlemleri belirlemek fikrinden
hareketle , gergeklegmis hatalarin karesel formlarimin sonsal
(posterior) dagilimi , bu  gozlemlerin  belirlenmesi igin
kullamlmaktadir. Uygulamada , gergek bir veri iizerinde her bir
gozleme iligkin sonsal olasiliklar elde edilmis ve aykiri (outlier)
gozlem(ler) belirlenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Baskin Olmayan Onsel , Aykirt Gozlem , Bayes
Faktor , Onsel Ihtimal , Sonsal Ihtimal .

1. GIRIS

Aykint gozlemler , verinin genel 6zelliklerini gostermeyen gozlemlerdir. Bazi
temel modellere gore agirihik (extremeness) gosterirler. Barnett ve Lewis ,1994,sh.7
agmhgin |,  gozlem  degerlerinin  “siralanmasinin” bazi formlarindan
kaynaklanabilecegini vurgulamiglardir.Ayrica agin goézlemleri ifade etmek igin uygun
bir alt siralama o6zelliginin benimsenmesine ihtiyag oldugunu tartigmiglardir. Barnett
,1976 ¢ok degiskenli problemlerde alt-siralama kurallarinin 6zelliklerini g6z Oniinde
bulundurmakta ve onlann dort siufa ayirmaktadir. Bu dort alt-siralama siiflan |
diigiiriilmiig , marjinal , kismi ve kosullu olarak isimlendirilmigtir . Digtriilmiig alt-
siralama ¢ok degiskenli problemlerde aykin gozlemleri belirlemekte kullanilan
neredeyse tek ornektir. Bu alt-siralama , p boyutlu Y,,Y,,..., Y, rasgele degiskenlerinin
gozlenmig degerlerinden olugan ornegi , tek degiskenli R(Y) istatistiginin degerleri
bakimindan siralayarak uygulanmaktadir. Sayet

R(Y,)=max{R(Y,);j=12,...,n}

ise, i. gozlemden aykiri olarak siiphelenilebilir.

Ayrica , go6z Oniinde bulundurulan temel model altinda R(Y,),

istenmeyecek olgiide dagihimmn konumundan(location) uzakta ise ,Y,, aykin gozlem
olarak agiklanabilir.

* Gazi Unv.Fen-Ed.Fak.istatistik B6l. Teknikokullar/ANKARA
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Literatiirde genellikle , 1 Ornegin ya da yiimin konumunu ve V’de 6rnegin

veya yigmn yayillimini(scale) ifade etmek iizere , ¢ok degiskenli aykiri gozlemlerin
belirlenmesine iligkin olarak 6rnekleme teorisinde ;

R(Y;,n.V)=(Y,-n)"V(Y,-n) (1)

formundaki istatistikler kullamlmaktadir. Eger ilgilenilen dagiimin ortalama vektorii |
ve kovaryans matrisi X , daha 6nceden biliniyorsa , (1)

R(Y;,1,2) = (Y; —) " Z7 (Y, - ) (2)

seklinde yazilabilir. Bu karesel formda , 1 ve X gogunlukla bilinmedikleri igin (2) de
onlarin yerine ornekten elde edilen tahmin edicileri kullamlir. Bu tahminler aykin
gozlemlerden etkilenebilmektedirler. Bunun igin bazi yazarlar |1 ve X icin saglam

(robust) tahminlerinin kullanilmasim 6nermektedirler (Campell ,1980 ; Rousseeuw ve
Vant Zameren ,1990).

Cok degiskenli aykiri gozlemlerin belirlenmesine yonelik olarak Guttman ,1973
Bayesgil bir yaklagim 6ne stirmektedir. Bu yaklagim , n birimlik rasgele bir 6rnekteki
pek cok gozlemin parametreleri |L ve X , geriye kalan gozlemlerin ise parametreleri
L+o ve X olan normal dagilimdan geldigini varsaymaktadir. Guttman , aykn
gozlemleri belirlemek i¢in O.’min sonsal dagilimim kullanmayr 6ngérmektedir. Buna
gore , ornekteki tim gozlemlere iligkin kovaryans matrisinin determinanti ile ters
orantili olarak j.gozleme bir c; agirh@ atamrEger bir aykin goézlem var ise buna

kargilik gelen agirligin incelenmesi ¢ok belirleyici olacaktir.

Cok degiskenli aykin gozlemlerin belirlenmesine iligkin diger galismalar
Gnanadesikan ve Kettenring ,1972 , Hawkins ,1980 , Rousseuw ve Leroy ,1987 , Justel
ve Pena ,2001 nin makalelerinde yer almaktadir.

Bu c¢aligmada ¢ok degiskenli normal dagihma sahip bir Ornekteki aykir
gozlemlerin belirlenmesine yonelik onerilen Bayesgil bir yaklagim tanitilmaktadir. Bu
tek degiskenli dogrusal modellerde Chaloner ve Brant ,1988 tarafindan onerilen aykin
gozlemlerin belirlenmesine yonelik bir yaklagimin genellemesidir. Chaloner ve Brant ,
aykiri gozlemleri belirlemek i¢in modele iligkin |, rasgele hatalarin sonsal dagilimin
kullanmiglardir, Burada sunulan Bayesgil yaklagimda , (2) de tammlanan R(Y,L,2)

karesel formuna iligkin sonsal dagihm , aykin go6zlemlerin belirlenmesinde
kullanilmaktadir.

Bolim 2 ’de gok degiskenli normal dagihima sahip p boyutlu Y,Y,,...Y,
rasgele degiskenlerinin gézlenmis degerlerinden olugan bir 6rnekteki aykini gézlemlerin
tammlanmas: ele alinmakta , Bolim 3’te de yapilan tamm igin gerekli olan sonsal
olasiliklarin elde edilmesi anlatilmaktadir, Uygulamada , gergek bir verideki herhangi
bir gézlemin aykirt olup olmadigim test etmekte kullanilan bayes faktér degerlerinin
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Cok Degiskenli Normal Dagiima Sahip Orneklerdeki Aykir1 Gozlemlerin Belirlenmesi Igin

hesaplanmas: igin gerekli sonsal olasiliklar , Monte Carlo simiilasyon teknigi ile elde
edilmekte ve olasi aykin gézlemler belirlenmektedir.

2. COK DEGISKENLI NORMAL DAGILIMA SAHIP YIGINDAN CEKILMi$
RASGELE ORNEKLERDE AYKIRI GOZLEMLERIN BELIRLENMESI

Bu bolimde ¢ok degigkenli normal dagilima sahip rasgele bir 6rnegin aykir
gozlemlerinin belirlenmesine iligkin Bayesgil bir yaklagim sunulmaktadir. p degiskenli,
Y ~ N(i,Z) olan dagilimin n gaph rasgele bir ornegi Y,,Y,,...,Y, olsun.

g =Y. ~) , B2

3)
3, =¢glg, =R(Y,,1,.X)

seklinde tammlansin. Burada € ~ N(0,I) dirEger J, nin sonsal dagilimi iizerinden
8, >k olasiligi, uygun k degerini belirlemek i¢in kullanilacak olasiliktan biiyiik ise

, 1gozlemin aykirn oldugu soylenebilir. Herhangi bir gozlemin aykin olarak
nitelenmesine izin vermeyecek kadar buyiikk bir onsel(prior) olasiliga karsilik gelecek
sekilde bir k degeri belirlenebilir. Eger olasilik 0.95 alimirsa ;

0.95 = pr(3, <k).pr(8, <k)..pr(d, <k)
yazilabilir. Diger bir ifade ile
0.95 = pr(8, <k, tiim. i'lerigin) = {F, (k) } @

dir Burada , F,(.) , p serbestlik dereceli merkezsel ki-kare dagilimmna sahip rasgele
degiskenin dagilim fonksiyonudur. Yukarda verilen esitligin ¢doziimiinden ;

k=F"(0.95"")

elde edilir. &, nin sonsal dagihmnin elde edilmesi ve p, =pr(d, >k/Y) sonsal
olasiliklarimin ~ hesaplanabilmesi  igin 1) ve z ‘mn bilgi
vermeyen(noninformative) Onselleri  kullanilacaktir. Bulunan p, olasilik
degerlerinden , muhtemel aykiri goézlemler belirlenebili. Bu p,  olasilik
degerleri siralanabilirler ve en biiyiik p, olasilik degerine sahip gozlemler aykir

gozlemler olarak ifade edilebilir. Bu galigmada , i.gézlemin aykinn olup
olmadigina iligkin ,

H, :8, >k , (Y, aykin bir gozlem ise )
H,:8 <k , i=12..n



hipotezi test etmek i¢in Bayes Faktorleri kullanilmaktadir. H; ’ye karst H; hipotezinin

testi icin B, Bayes faktorii ;

B = pin (k)
T a-pl-E o}

H,,’ ye iliskin sonsal olasihiklarin(posterior odds) , onsel olasiliklara(prior
odds) oramdir. Kass ve Raftery ,1995, B, degerinin 10 ’dan biiytik olmasinin H, i¢in
gigli , 100 ’den biiyik olmasimun ise g¢ok gigli bir kamt oldufunu One
sirmektedir. Bayes faktor degerlerinin elde edilmesinde gerekli P, sonsal olasiliklari
,lL ve X’mn bilgi vermeyen onsellerinin kullamlmasi ile X ve Y ’nin biliniyor olmast
kosulu altinda bulunacak &, ’nin sonsal dagilimindan elde edilecektir.

3. 4 VE X iCIN BASKIN OLMAYAN ONSEL FONKSIYONU VE
p, SONSAL DEGERLER

d, ’ nin sonsal(posterior) dagilimini elde etmek ve p, =pr(d, >k/Y)

olasihgini hesaplamak igin |L ve 2 ’nin bilgi vermeyen bilesik onsel fonksiyonu , [
ve 2 ’nin yaklagik olarak bagimsiz olduklari varsayimi altinda;

p(L,Z) = p(L).p(X)

dir. Box ve Tiao ,1973, sh.426 ¢ok degiskenli normal dagiimda [L ve X ’ mn bilgi
vermeyen Onsel fonksiyonlarim sirast ile ;

p(i)e<1
p(Z)e< |22

ve birlesik 6nsel fonksiyonu da ,

p(L,Z) = p(u).p(Z) e< |5 2

seklinde vermektedir.

Sy

y=E_ S=Y(Y, - V)(Y, - )"

olarak tammlanirsa , gozlenen degerlere iligkin olabilirlik fonksiyonu ;
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f(Y/Qu,Z) o< |).T% cxp[—%{iz(z"S) +n(Y-p)" 2 (Y- u)}]

formunda ifade edilir. Bilesik 6nsel fonksiyonu ve Y ’nin biliniyor olmasi kosulu
altinda L ve Z ’ya iligkin olabilirlik fonksiyonlarii kullanarak (jt,2) mn bilesik
sonsal fonksiyonu;

P(L,Z/Y) o< p(u, Z)£ (1, 2/Y)

n+p+l

o< 52 exp{— %iz(E"S)} exp{-— %(p. -2 (u- ‘_()}

olarak elde edilir. Bilesik sonsal fonksiyon
P(L,E/Y)=p(W/%,Y)pE/Y)

seklinde ifade edildiginden ,
WY ~N(Y,n"ly)

2/Y ~W7(S,p,n—p)

bulunur. Burada W™'(S,p,n—p) ters (inverted) Wishart dagilimidir (Box ve Tiao
,1973 , sh.460-464).

W/EY ve X/Y ’nin sonsal fonksiyonlanim kullanarak € /XY ve
d,/Z,Y ’ nin kosullu sonsal fonksiyonlar bulunabilir. € ’ler , £ verildiginde | ’niin
dogrusal fonksiyonlaridir. Y ve X ’min biliniyor olmasi kosulu altinda [L’'ye iliskin
sonsal dagilim ;

P/Z,Y) = c.[exp{—g(u -t~ ?)H
olarak ifade edilir.

g, =2 (Y, ~p)

|
n=7Y,=%%,
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doniigiimii uygulandiginda , doniigiime iligkin Jacobian terimi  bir sabit olacagindan c
ifadesi iginde yer alir. Y ve 2 ’min biliniyor olmasi kosulu altinda €, ’nin sonsal

fonksiyonu ;

I 1
p(e,/Y,Z) = c{cxp{-— % (Y, -Z%, -Y)"Z (Y, - =%, - ?)H

= c.[cxp{—%[ei -z'% (Y, -1 [e, = (Y, —?)]H

1

elde edilir.y, =E“5(Yi—-ﬁ_’) biciminde tammlamrsa, €, /%,Y ~ N(y,,n"'I) olur.
Burada c , fonksiyona iligkin sabit terimdir. Boylece X ve Y verildiginde W, =nd, ,

serbestlik derecesi p , merkezsel olmama parametresi A, =n(Y,—Y)'Z7'(Y, -Y)
olan merkezsel olmayan bir ki-kare dagilimdir.

Yukarida verilen dagilimdan ,
p, =E,, [pr(3, >k/Y,%)]
=E, . [pr(W, >nk/Y,Z)] ;i=1,2,.n

yazilabilir. Hesaplama kolaylig1 bakimindan p,’leri £~ =V metriginde yazmak daha
uygundur.

p, =E, 4 [pr(W, > nk/Y, V)] (5)
yazilabilir. Burada A, =n(Y,-Y)"V(Y,-Y) ve
V/Y ~W(S™,p,n-p)

dir. Her bir i igin p,’ nin tahmin degerlerinin elde edilmesinde Monte Carlo
teknikleri uygulanabilir.
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Bayesgil Bir Yaklagim

4. UYGULAMA
Asagida , Tablo 1 ’de verilen gok degiskenli normal dagilima sahip rasgele

degiskenlere iliskin gozlenen degerler Khattree R. ve Naik D.N.,1999  Appendix B
den alinmigtir. Burada n=28 , p=4 tir.

Tablo 1. (Cork Data)

Y. 1 L | v | Y, R R
72 | 66 | 76 | 77 | 15 | 91 79 | 100 | 75
60 | 53 | 66 | 63 | 16 | 56 | 68 | 47 | 50
56 | 57 | 64 | 58 | 17 | 19 | 65 | 70 | 61
41 29 | 36 | 38 | 18 | 81 80 | 68 | 58
32 | 32 | 35 | 36 | 19 | 78 | 55 | 67 | 60
30 | 35 | 34 | 26 | 20 | 46 | 38 | 37 | 38
39 | 39 | 31 27 | 21 | 39 | 35 | 34 | 37
42 | 43 | 31 | 25 | 22 | 32 | 30 | 30 | 32
37 | 40 | 31 | 25 | 23 | 60 | 50 | 67 | 54
10 | 33 | 29 | 27 | 36 | 24 | 35 | 37 | 48 | 39
11 | 32 | 30 | 34 | 28 | 25 | 39 | 36 | 39 | 31
12 | 63 | 45 | 74 | 63 | 26 | 50 | 34 | 37 | 40
13 | 54 | 46 | 60 | 52 | 27 | 43 | 37 | 39 | s0
14 | 47 | 51 | 52 | 43 | 28 | 48 | 54 | 57 | 43

S|o0 |~ |un| & b=

Hicbir gozlemin aykin olmamast olasihg 0.95 olarak segildiginde
pr(d, <k)=F ()=0999 ve k=17.1211 bulunur. MAT LAB (6.0) paket

programinda , Monte Carlo simiilasyon teknigi kullanilarak yazilan programdan, (5)
‘teki p, olasiliklarina iligkin  tahminler elde edilmigtir. Her bir gozlem igin ,
W(S™,4,24) dagilimindan rasgele bir matris iiretilmiy ve varyansin biliniyor olmasi
kogullu , merkezsel olmayan ki-kare olasilif hesaplanmistir (pr(W, >nk/Y,V)). Bu
dongii 20.000 defa tekrarlanmig ve p, bu kosullu olasiliklarin ortalamas: olarak
alinmigtir.  Her bir gozlem igin elde edilen Bayes Faktér ve p, olasihk degerleri
asagida verilen Tablo 2 ’de yer almaktadir.
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Tablo 2. Bayes Faktor (B;) ve p, Olasilik Degerleri

i

A B, P; B, Pi

1 0.5457 0.0010 15 3.5766 0.0066

2 2.1698E-015 3.9801E-018 16 14.0862 0.0265

3 1.2283E-014 2.2532E-017 17 1.9158E-008 3.5142E-011
4 5.9138E-014 1.0848E-016 18 1.8242 0.0034

5 5.2341E-014 9.6012E-017 19 0.1000 1.8338E-004
6 7.0795E-014 1.2986E-016 20 1.0472E-013 1.9209E-016
7] 3.6632E-014 6.7196E-017 21 7.9652E-014 1.4611E-016
8 2.6495E-009 4.8601E-012 22 1.1157E-013 2.0465E-016
9 1.7219E-014 3.1586E-017 23 5.9686E-014 1.0948E-016
10 2.9206E-013 5.3575E-016 24 4.1208E-009 7.5591E-012
11 4.2923E-014 7.8737E-017 25 9.8705E-014 1.8106E-016
12 0.0050 9.2551E-006 26 4.6401E-006 8.5116E-009
13 5.8215E-014 1.0679E-016 27 0.0015 2.8117E-006
14 3.5794E-014 6.5659E-017 28 1.5924E-009 2.9211E-012

Sadece on altinc1 gozleme iligkin Bayes Faktor degeri B, =14.0862 , 10 dan

biiyiik ¢itkmugtir. Buna gore on altinci gdzlemin aykirt olarak diigiiniilmesi i¢in ¢ok
gigli bir kamt mevcuttur. Khattree R. ve Naik D.N. | bu verideki aykiri gézlemlerin
belirlenmesi igin 6rnekleme teorisindeki farkli yontemleri kullanmiglar ve ayni sonucu
elde etmislerdir.

5. SONUC

Bu galigmada , onerilen Bayesgil yaklagimda , ¢ok degigkenli normal dagilima
sahip orneklerdeki aykirt gozlemleri belirlemek igin hata terimlerinin karesel
formlariin  kogullu sonsal ~ dagilimi kullanilmigtir. Eger  parametre degerleri
bilinmiyorsa (2)’deki istatistigin iyi bir alternatifi yoktur. Parametrelerdeki belirsizlik |
(2) nin sonsal dagiimmin kullamlmasi ile agiklanmig olur. Bu yaklagimin en az iki
avantaji bulunmaktadir. Birincisi, ifade etmesi kolaydir ve ikinciside , tahmin edicilerin
aykin gozlemlerden etkilenmesi bu analizde daha az etkili olur . Parametreler igin bir
onsel dagiim mevcut degilse Bilgi vermeyen onseli segmek mantiklidir.Bilgi veren
(Informative) onselleri kullanmakta miimkiin olabilir. Cok degiskenli normal dagilimda
, ortalama parametresi i¢in normal Onseli ve kovaryans parametresi igin ters Wishart
onseli kullanildiginda elde edilen bilegik 6nsel fonksiyon uygun parametre degerleri igin
, bilgi vermeyen bilesik 6nsel fonksiyon ile aym sonucu vermektedir (Peter M.Lee
,1989.sh.73). Eger bagka bilgi veren onseller kullamilirsa , hatalara iligkin sonsal
dagihm bilinen bir formda ortaya gikmayabilir . Bu durumda Marcov Chain Monte
Carlo (MCMC) teknikleri p, ’lerin tahmini i¢in gerekli olur.
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A Bayesian Method to Indentification of Outlier
Observations in Multivariate Normal Distribution

ABSTRACT

In this work , a method of Bayesian which is suggested for
determine of outlier observation in the samples which has
multivariate normal distribution is introduced. Outlier observation is
introduced using distribution of quadratic forms in also sampling
theory. Posterior odds of quadratic forms of errors are used to
determine of observations. In aplication , posterior odds in the real
data corresponding to every observation are found and outlier
observations are determined.

Key Words: Noninformative Prior , Outlier Observation , Bayes
Factor ,Prior Odds , Posterior Odds.
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