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Kategori teorisi, matematiksel yapilar ve bu yapilar arasi iliskiler ile soyut agidan ilgilenen bir matematik
kurami olarak bilinmektedir. Ayrica bir cebirsel yapinin kategoriksel 6zelliklerini incelemek, o kategori
hakkinda detayl bilgiye sahip olmak adina olduk¢a 6nemlidir. Bu makalede, Lie cebirleri ve onun
¢aprazlanmig moddlleri hakkinda temel bilgiler verilerek Lie ¢aprazlanmis modiiller kategorisinin bir alt

kategorisinde esitleyici, carpim, limit, geri gekme, ileri itme gibi bazi kategoriksel 6zellikler incelenmistir.

Some Categorical Aspects of Lie Crossed Modules

Abstract

Keywords
Lie Algebras; Crossed
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Category theory is known as a mathematical theory that deals abstractly with mathematical structures
and the relationships between these structures. In addition, examining the categorical properties of an
algebraic structure is very important in order to have detailed information about that category. In this
article, elementary properties were given about Lie algebras and their crossed modules. Some

Pushout
categorical aspects such as equalizer, product, limit, pullback, pushout were examined in a subcategory
of the category of Lie crossed modules.
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homotopi gruplarin cebirsel yonleri Uzerine
1. Girig caprazlanmis  modiillerden  bahsedilmistir. O

Lie cebirleri, sonsuz kiigik dontsimler kavramini
incelemek Uzere Sophus Lie (1871) tarafindan
tanimlanmistir ve Killing (1880, 1885) tarafindan
Lie’den bagimsiz bir sekilde kesfedilmistir. Daha
onceki calismalarda “sonsuz kigik grup” seklinde
ifade edilen cebirsel yapiya Weyl (1931) tarafindan
“Lie cebir” ismi verilmistir. Norvecli matematikgi
Sophus Lie tarafindan, Lie gruplari ve cebirleri ile
diferansiyel denklem sistemlerinin integrasyonuyla
ilgili cahsmalar gelistirilmistir. Lie cebirleri ve Lie
teorisi matematigin diferansiyel geometri, analiz,
topoloji ve cebir gibi pek ¢ok dalinda gesitli
uygulamalara sahiptir.

Whitehead (1949) ilk kez gruplar (Uzerinde
¢aprazlanmis moddlleri tanimlamistir.  Whitehead
tarafindan yapilan c¢alismada bilhassa relatif

donemden sonra ¢aprazlanmis modul kavrami pek

¢ok baska alanda vyer almistir. Caprazlanmis
modailleri temel cebirsel yapilardan biri seklinde
distiinmek mimkindir. Ege (1998) tarafindan da
Uzerine  c¢alismalar

caprazlanmis  modiiller

yapiimistir. Caprazlanmis moddillerin  homotopi
teorisi, cebirsel K-teori, kombinatoriyel grup teori,
gruplarda homoloji, kohomoloji, devirli homoloji ve
diferansiyel geometri gibi matematigin pek c¢ok
tutmaktadir.

cebirlerde c¢aprazlanmis moddller Porter (1986)

alaninda o6nemli vyer Degismeli
tarafindan tanimlamis olup Arvasi ve Porter (1996)
da c¢alismalarinda bu konuya dair pek ¢ok 6nemli
sonuca ulagsmistir. Sonrasinda (Arvasi ve Ege Arslan
2003, Aytekin Arici ve Sahan 2022, Odabas vd.
2016), Sahan 2018, Temel vd. 2020) gibi pek ¢ok

¢alisma literatiire kazandirilmistir.
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Lie cebirleri Gzerinde ¢aprazlanmis modiiller ise ilk
(1982)
tanimlanmigtir. Daha sonra Lie cebirleri Uzerinde

defa Kassel ve Loday tarafindan
caprazlanmis modiiller ile ilgili (Casas 1990, Ellis
1993, Casas ve Ladra 1998, 2000, Akca ve Arvasi
2002, |llgaz GCaglayan 2022) gibi

yapilmistir.

¢alismalar

Kategori teorisi, matematiksel yapilar ve bu yapilar
arasl ilgilenen bir
Farkh

kategoriler, funktorlar araciligiyla iliskilendirilebilir.

iliskiler ile soyut agidan

matematik kurami olarak bilinmektedir.
Funktorlar, ele alinan kategorinin her bir nesnesini
farkh bir kategorinin bir nesnesi ile ve ele alinan
kategoride bulunan morfizmi diger kategorideki bir
morfizm ile bagdastiran fonksiyonlarin  bir
genellestirmesi olarak distnilmektedir. Eilenberg
ve Maclane (1945) kategori, funktor ve dogal
transformasyon kavramlarini

ortaya atmstir.

Ozellikle cebirsel topolojide, homolojiden homoloji
gegis icin
Kategoriksel 6zellikler, diger matematiksel soyut

teorisine mihim yer tutmustur.

terimler gibi yeni bir dil elde edilmesini
saglamaktadir. Bu dil, diislince tasarrufuna yardim
etmektedir ve farkh alanlarda arastirmacilar
arasinda daha kolay iletisim saglanmasinin yani sira
gorunuste ilgisiz cesitli teoremlerin ve yapilarin
altinda vyatan ortak temel fikirleri yilzeye
¢itkarmaktadir. Bu nedenle eski sorunlari géormek
icin yeni bir baglam ortaya koymaktadir. Boylece
derin, giicll, klasik sonuglarin gercekte ne oldugunu
belirlemeye ve tasvir etmeye yardimci olmaktadir.
Kategoriksel 6zellikler ile ilgili (MacLane 1971,
1973) tarafindan detayli
galismalar  yapilmistir.  Ayrica  kategori ve
funktorlarla ilgili (Aytekin 2019, 2021, Demirci
2011) gibi

bulunmustur.

Herrlich ve Strecker

arastirmacilar ¢esitli calismalarda

Lie caprazlanmis moddillerin bazi kategoriksel

ozellikleri hakkinda vyapilan bu ¢alismada; Lie
cebirleri ve c¢aprazlanmis modiller ile ilgili baz
temel kavramlar incelenmis, Lie cebirleri (izerinde
¢aprazlanmis modiiller ile ilgili bazi kavramlar ele
alinmis, Lie caprazlanmis modiiller kategorisinde

bazi kategoriksel 6zellikler verilmistir.

2. Materyal ve Metot
2.1 Lie Cebirleri

Tanim 2.1.1 k birimli ve degismeli bir halka ve L bir
k-modiil olsun. Her ,I',l"" € L icin

i [L=0
i [LILUT IO+ UL =0

ozelliklerini saglayan bir [,]:L X L = L bilineer
fonksiyonu var ise L ye k Gzerinde bir Lie cebir veya
Lie k-cebir, [,] fonksiyonuna da Lie ¢arpimi denir.
Burada (ii) 6zelligi jacobi 6zdesligidir.

() sebebiyle; 0=[l+01+1]=[LU]1+][l]]
oldugu icin,

i, [LU]=—[0,1]
iv. [LIUT=10LULUT+ 0L U]

elde edilir. Bu calisma boyunca Lie k-cebir yerine
Lie cebir ifadesini kullanacagiz.

Tanim 2.1.2 L; ve L, k Uzerinde iki Lie cebir ve
0: Ly = Ly bir k-modiil homomorfizmi olsun. Her
a,b € Ly i¢in 8([a,b]) = [0(a),8(b)] ise 8 ya bir
Lie cebir homomorfizmi denir. Sayet 0 bir Lie cebir
homomorfizmi ve birebir 6rten ise 8 ya bir Lie cebir
izomorfizmi, L, ve L, ye de izomorfiktirler denir.

Tanim 2.1.3 A bir Lie cebir olup B S A ve her
¢,d € B igin [c,d] € B olsun. B, A nin alt moduli
oluyorsa B ye A nin Lie alt cebiri adi verilir ve
B < A ile gosterilir. B, A nin Lie alt cebiri iken her
c € B ve d € A oldugunda [c,d] € B oluyorsa B
ye A nin ideali denir ve B 2 A ile gosterilir.

2.2 Lie Cebirlerinin Caprazlanmis Modiilleri

Caprazlanmis modiller, modiller ve ideallerin
genislemesidir. Ayni zamanda her halka kendisi
Uzerinde bir c¢aprazlanmis modil oldugundan,
caprazlanmis modidller, halkalarin genellemesi

olarak dustnulebilir.

Tanim 2.2.1 k sifirdan farkli birime sahip olan bir
degismeli halka, L ve N iki Lie cebir olsun. O halde,
NXL-1L

(n, 1) »n
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dénisimi her k € kvel,l' € L, n,n’ € N igin
i k™) = (k= ntD
i. nl+HD=nlya
iii. m+n)=nt+ @)
iv. [mn']'= n(@HH _ /(Y
v. T =L+ [Lnt]

sartlarini sagliyorsa, bu dontisime N nin L Gzerinde
Lie etkisi denir.

Tanim 2.2.2 L ve N iki Lie cebir olsun. a: L = N bir
Lie cebir homomorfizmi olmak lizere ve
NXL->L
(n,1) » n!
N nin L (zerine Lie etkisiyle beraber her [,I' € L ve
n € N igin
i a(nt) =[na)]
i. () =[]

sartlari  saglaniyorsa (L,N, a)

caprazlanmis k-modiil veya Lie ¢aprazlanmis modiil

Gclastne  Lie

denir. Makale boyunca Lie ¢aprazlanmis modil

yerine kisaca ¢aprazlanmis modul ifadesi

kullanilacaktir. Yalnizca (i) sartini saglayan (L, N, a)
Uglusline Lie 6n caprazlanmis k-modal adi verilir.
(ii) 6zelligine ise Peiffer 6zdesligi adi verilir.

Ornek 2.2.1 L, herhangi bir k-modiil ve [;,l, € L
olmak Gzere
LXL-L

() » [l ] =0

carpimi tanimlansin. L bir Lie cebir yapisi olusturur.
Diger taraftan

0:L->N
x> 0x)=0
biciminde verilen sifir morfizmi ve

NXL-L

(n,) »nt =nl

etkisihern € N, [,I' € L icin
i. 0(nY)=0n1=0=[n0]=[n0()]
i. oW =0'=0'=0=[,1]

oldugundan (L, N, 0) bir caprazlanmis modiildur.

Ornek 2.2.2 N ve L iki Lie cebir ve L nin N tzerinde
bir etkisi var olsun.
M LXN > L
(Ln) =1

birinci izdlsiim fonksiyonu ve L nin L x N {izerine
hern €N, ,l' € L igin

1m = ([, 1,mm)

seklindeki etkisi yardimiyla (L < N,L,m;) bir 6n
Burada L x N iki Lie
cebirinin yari-direkt ¢arpimidir ve Uzerindeki her
(I,n),(l',n") € L x N igin

¢aprazlanmis moduldar.

(), ()] = (LUL [nn] + 1V —1™)

braket islemiyle birlikte bir Lie cebiridir.

Tanm 223 (L,N,a) ve (L, N,a") iki

caprazlanmig modul olmak tzere,

f

L——» L

cxl la’

N
N 7 N

diyagramini degismeli yapan, yani a'f (1) = ga(l)
olacak sekilde, f:L —» L', g:N —» N’ Lie k-cebir
homomorfizmlerinin olusturdugu,

f(n') = ()’ ®

(f,9): (LN, @) > (L',N', ")
morfizmi ¢aprazlanmis modil homomorfizmi olarak

ile  tanimh  bir

adlandirilir. Eger f ve g birer Lie cebir izomorfizmi
ise (f, g) ikilisi bir izomorfizm olup

U g™ H=>did)={F"g){ 9

olacak sekilde
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9t =F"1g™): LN, «) > (LN,a)

ters c¢aprazlanmis moduil izomorfizmi vardir.

Boylece, objeleri; Lie caprazlanmis modiiller,

morfizmleri; Lie ¢aprazlanmis moddl
homomorfizmleri olan bir kategori olusturulur ve

bu kategori LXMod ile gosterilir.

Not: (L, N, ) ve (L', N’, ") iki gaprazlanmig moddl
ve (f,9):(L,N,a) » (L',N',a") Lie caprazlanmig
modul homomorfizmi olsun. N = N’ ve g nin birim
donisim olmasi durumunda, f bir Lie cebir
homomorfizmi oldugundan f(nl) =n/O olup,
Tanim 2.2.3 de verilen diyagramin degismeli
olmasindan a'f (1) = a(l) elde edilir. Dolayisiyla,
LXMod kategorisinde tanim kiimesi (L, N, a) olan
her  bir f:L->L lie
homomorfizmi Uzerinden

morfizm  bir cebir
faktorlendiginden,
objeleri LXMod kategorisinin objeleriyle ayni olan,
morfizmleri N ye gore denklik siniflarindan olusan

altkategori LXMod/N ile gosterilir.

Ornek 223 (L,N,a) ve (L, N,a') iki
¢aprazlanmis modil olmak
(h,id): (L,N,a) -» (L',N’,a") bir
modil homomorfizmi ise (L, L', k) bir ¢aprazlanmis

Uzere,
¢aprazlanmis

modildir. O halde a' yardimiyla L' niin L ye etkisi
her x' € L' ve x € Ligin

(xl)x — (al(xl))x
seklindedir. Ayrica
(idy,idy) : (L,N,a) = (L,N, o)

birim homomorfizmi (I, I) ile gosterilebilir.

Tanim 2.2.4 (L,N,a) bir gaprazlanmis modill,
L'<LveG' <Gise

aal;: L' >N

a nin L ye kisitlanisi ve N’ niin L' ne etkisi N nin L
uzerine etkisinin kisitlanmigi oldugundan (L', N', a")
¢aprazlanmis modiline, (L,N,a) caprazlanmis
moddlindn alt Lie ¢aprazlanmis modili kisaca alt
(L',N",a") <

¢aprazlanmis modili  denir ve

(L, N, @) biciminde gosterilir.

Ornek 2.2.4 K, N nin bir alt Lie cebiri iken
(K,K,idg), (0,K,idg), (N,N,idy) ve (O,N,idy)
birer caprazlanmis modildir. Ayrica (K, K, idg),
(N,N,idy) nin bir alt ¢aprazlanmis moduld,
(0,K,idg) da (0,N,idy) nin alt gaprazlanmis
modulidar.

Ornek 2.2.5 I, N nin herhangi bir ideali olsun.
(I,N,idy), (N,N,idy) caprazlanmis modilinin
alt caprazlanmis moduliddr.

Ornek 2.2.6 K ve M, N nin ideali; M € K olmak
(M,N,idy), (K,N,idy)
modilindn alt caprazlanmis modultdur.

lUzere; gaprazlanmis

Ornek 2.2.7 K, N-modiil; X, K icinde N-alt modiil
olsun. (X, N, 0), (K, N, 0) caprazlanmis modilinin
alt caprazlanmis modultudiir.

Tanim 2.2.5 (L,N,a) caprazlanmis modil ve
(L',N',a") alt gaprazlanmis modili olmak Uzere
eger

i N', N cebirinin bir idealidir,

ii. Hern € Nvel € Ligin nt'el

iii. Hern'€N'vel €Licin(n) el
sartlar saglaniyorsa (L',N',a") alt caprazlanmig
modiline, (L,N,a) caprazlanmis modulinin
ideali adi verilir ve (L', N',a") 2 (L, N, a) bigiminde
gosterilir. Burada (L',N',a') < (L,N,a) oluyorsa

her LeL ve '€l icin [LU]=(a()) €L’
oldugundan L', L nin bir idealidir.

Ornek 228 [N olmak uzere (I,1,id)),
(N, N,idy) nin ve (0,1,id;) da (0,N,idy) nin bir

¢aprazlanmis idealidir.

Ornek 2.2.9 W bir k-cebir, | S W,q€lvew € W
olsun. Buradan

i:I->-W
qr~q

icine donutsiimi ve W nin I lizerine etkisi
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WxI-—>I
(w,q) » w? =wq
ile birlikte herw € W ve g € I igin
i. o(w?) = d(wq) = wq =wa(q)
i. (@)Y =w" =ww

oldugundan, (I, W, i) bir ¢aprazlanmis modalddr.

Aksine, d: K - W c¢aprazlanmis W-modil ele

alindiginda, 0K = I nin W de ideal oldugu agiktir.

Tanim 2.2.6 (L',N',a"), (L, N, @) nin bir ideali iken
N’ niin, L/L'Gzerine etkisi
N' X L/L' - L/L’
(n/’ (l + L’)) > (nr)(l+y)

olmak uzere
(nl)(l+L') — (nl)l + 1

olup (n')l' € L' oldugu icin sifir olur. Buradan,
N /N’ bélim Lie cebiri L/L' Gizerine

N/N'xLJL' - L/L'

((n +N"), L+ L’)) »>nl4+ L

biciminde Lie etkisi vardir. Ayrica

a:L/L' - N/N'

(+L)ypall)+ N’

bir Lie cebir homomorfizmidir. Buradan

(L,N,a)

L/L',N/N',&) = ———<
( / / a) (L’, N’, al)

¢aprazlanmis modili elde edilir ve buna bolim
caprazlanmis modul adi verilir.
Ornek 2.2.10 N’, N nin ideali olmak tizere;

ONY _ 0,N/N’
(O,N',l)_(' /N0

Ve

N,N,Id

biciminde bolim caprazlanmis modiilleri elde edilir.
Tanim 2.2.7 (S,T,a), (L,N,a’) iki caprazlanmig
modil ve SXL ile TX N Lie cebirlerin direkt
¢arpimi olsun. Bu durumda

axXxa':SXL—->TxXN

(s, ) » (a(s),a' (D)
dontsimi ve

(TXN)X(SXL)->TXN
(L), (s,0) = (t,)ED = (¢°,nh)

biciminde verilmis olan ¢aprazlanmis moddllerin
indirgenen Lie etkileri ile beraber,

(SXLTXN,axa')

¢aprazlanmis moduili olusturulabilir.

Bu modiile ise (S,T,a) ve (L,N,a’) gaprazlanmig
modillerinin direkt carpimi denir ve (S,T,a) X
(L, N, ") seklinde gosterilir.

3. Bulgular

Bu bélimde, 2. Bolimde tanimlanan LXMod/L
kategorisinin baz kategoriksel ozellikleri
incelenecektir. LXMod/L nin bir objesine (M, L,8)
gaprazlanmis L-modili denir ve kisaca (M, ) ile
gosterilir. (M, B) ve (M', B) iki gaprazlanmig
L-modil olmak tizere (M, B) ve (M', B") arasindaki
morfizm

Mn'

diyagrami degismeli olacak sekildeki f: M — M' Lie
cebir homomorfizmidir.

3.1 Egsitleyiciler
3.1.1 LXMod/L
¢aprazlanmis modiiller arasindaki iki homomorfizm

Teorem kategorisinde ayni
bir esitleyiciye sahiptir.
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ispat: LXMod/L kategorisinde
fr9:(M,B) - (M', B")
iki morfizma,
E={meM:f(m)=g(m)}
ve
y=Blg:E-1L
olmak lizere, herl € L,e € E, ¢ € E igin
f°) = V@ = 19€) = (1)
dir. Diger taraftan herl € L ve e, e’ € E icin
iy =p1%) =[LB(e)] =[Ly(e)]
i (@) =BE) =[ee]

oldugundan (E,y) bir caprazlanmis L-moduldir.
Ek olarak, h: (E,y) = (M, ) morfizmi igin

Y
E—»L

]

M—»L

B

O halde, (E',y') bir
caprazlanmis L-modil ve tanimlanan v: (E',y") -

diyagrami degismelidir.

(M, B) morfizmiigin fv = gv olur. O halde,
wE ->E

e’ »ue) =v(e)

homomorfizmi olsun. Her e’ € E' igin
(hw)(e") = h(u(e’)) = h(v(e’)) = v(e")

oldugundan hu = v olur. Simdi u nun bir tek
oldugunu gosterelim.
u' ile u ayni 6zellikte iki homomorfizm olmak tizere
v = huvev = hu' olup

hu = hu'

olur. Ayrica, here’ € E' icin

v(e") = (hw)(e") = (hu')(e)
h(u(e’)) = h(u’(e’))

u(e) =u'(e)

oldugundan u = u’ olur. Dolayisiyla u bir tektir. Bu
homomorfizmi

f
(E;V)—h" (M,8) =3 (M)
u E v
(E' 7"

diyagramiyla gosterilebilir. Buradan (E,h), (f,9)
nin esitleyicisidir.

3.2 Sonlu Carpimlar

Teorem 3.2.1 LXMod/L kategorisi sonlu ¢arpimlara
sahiptir.

ispat: LXMod/L kategorisinde (M,p) ve (N,y) iki
caprazlanmis L-modul olsun. Buradan £ ve y nin
carpim objesinin (p:M X; N = L) objesi oldugu
gosterelim. O halde,

M x N ={(m,n):me M,n € N}

olmak Gzere,

FiMx,N—L
(m,n) » f(m,n) = p(m) =y(n)

homomorfizmi ve

LX(MX,N)—-L
(I, (mn)) » 1M = (1m, 1™
Lie etkisiyle birlikte p: M X; N — L ¢aprazlanmis L-
modaildir. Ayrica, ¢caprazlanmis L-modillin
uMXN->M
(mn)>m
Ve
v:MXN->N
(mn)—n
iki homomorfizmi olmak lizere
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Be@Mx,N—L)>y

Olup

degismeli diyagrami elde edilir. Clinki
h:S—>MXN
s = h(s) = (f(s), g(s))

olmak Gzere,

@h)(s) = u(h(s)) = u(f(s),9(s)) = f(s)

Ve

wh)(s) = v(h(s)) = v(f(5),9(s)) = g(5)

oldugundan uh = f ve vh = g olur.
Ek olarak herl € L,s € S igin

h(l®) = (1), (1))
= (/) 190D
= [((£).9()
— lh(s)
oldugundan h bir homomorfizmdir. Simdi h nin bir

tek oldugunu gosterelim.
h' ve h ayni 6zellikte olmak Uizere,

h:S->MXxXN
s = h(s) = (f(s),9(s))

olup uh' = f ve vh' = g olsun. O halde,

wh)(s) = u(h'(s)) = u(f(s), g(s)) = f(s)
(Wh)(s) = v(h'(s)) = v(f(s), 9(s)) = g(s)
h'(s) = (f(s),9(s)) = h(s)
oldugundan h = h’ olur. Dolayisiyla h bir tektir.

Buradan, (p:M X, N — L) objesi f:(M — L) ve
y: (N = L) objelerinin ¢arpim objesidir.

Sonug 3.2.2 LXMod/L kategorisi sonlu tamdir. Diger
bir deyisle bu kategori sonlu limitlere sahiptir.

ispat: LXMod/L kategorisi esitleyici ve carpima
sahip oldugu icin sonlu limitlere sahiptir.

3.3 Geri Cekmeler

Teorem 3.3.1 LXMod/L kategorisi geri cekmelere
sahiptir.

ispat: LXMod/L kategorisinde f:(M,B) - (M, B")
ve g: (N,y) » (M', B") iki morfizm olmak tizere

S=MXy N={(mn):f(m)=gn)}

ve S lizerindeki braket islemi,
her (m,n),(m’,n") € Sigin

[(m,n), (m",n")] = (Im,m’], [n,n'])

olup
a:S—- L
(m,n) » a(m,n) = f(m) =y(n)
homomorfizmi ile L nin S Gizerine etkisi her [ € L ve
(m,n) € Sigin
l(m,n) — (lm’ln)
seklinde tanimlansin.
Ayrica her (m,n), (m’,n") € Sigin
i. a(l(m'")) =a(l™ ™)
=pU™)
= [I, f(m)]
= [l,a(m,n)]

il. (a(m, n))(m’,n’) - (’g(m))(m’,n’)
= (Bm)™, (Bm)H™)
= (B@m)™, y@m)™)
= ([m, m'], [n’ n,])

= [(m,n), (m’,n")]
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oldugu igin (S, @) bir aprazlanmig L-moduldr. Ek
olarak, f(m) = g(n) i¢in

(S, @) ——> (M, B)
I
(N.y) —5> (', 8)

diyagrami degismelidir. Buradan, her [ € L ve

(m,n) € Sigin

(Bw)(m,n) = p(u(m,n)) = f(m)

=a(mn) = (1,a)(m,n)
ve
u(1mm) = g™, 1) = 1™

_ (1L (l)) (u(mn))

oldugundan u  bir ¢aprazlanmis L-modil

homomorfizmi olur. Benzer bicimde v nin de bir

¢aprazlanmis L-modil homomorfizmi oldugu
gosterilebilir.
Simdi (S',a’) nin bir caprazlanmis L-modiil

oldugunu gésterelim. fu' = gv' oldugundan

!

(8", a")——> (M, B)

v’l lf

(Ny) —g > (M, B)

diyagrami degismelidir. Buradan, her (m',n") € S
ve (u'(m',n),v'(m’,n")) € Sigin
(fu)(m',n") = f(u'(m',n"))
= f(m")
=g(n)
=g@'(m',n"))
= (gv)(m’,n’)
olur.
d bir L-modiil homomorfizmi olmak (izere
w:S' -» S

d - w(d) = @), v'(d))

Olursa
uF
(8", a')—> (M,B)
|l Tw
/et
T
(N,y) +5—(M",B)
diyagrami degismelidir. Simdi w nin bir tek

oldugunu gosterelim.
w' ve w ayni 6zellikte olmak lizere, her d € S icin

uw =u’
uw' =u’

w(d) = (W' (d),v'(d)) = w'(d)

olur. Dolayisiyla w bir tektir. Buradan

r

u

‘« -
(S, le) 4_”(M, ﬁ)

|

(N,y) —g > (M, B9

diyagrami gegerlidir. O halde (S, a), (f, g) nin geri
¢ekmesidir.

3.4 ileri itmeler

Teorem 3.4.1 LXMod/L kategorisi ileri itmelere
sahiptir.

ispat: LXMod/L kategorisinde f:(M,B) - (U,«)
ve g: (M, ) = (V,n) iki morfizm olmak lizere her
uelU,veVmeM igin ((a(w)?, (m(w)*) ve
(g(m), —f(m)) tarafindan uretilen ideal W olsun.
Buradan

VxU

Q: - L

v, w+We (p((v, u) + W) =a(u) +n(v)

homomorfizmi  ile  birlikte (VLM;U, @) bir
caprazlanmis L-moduldir. Ayrica
bV VU b U VxU
: b : b d
! w 2 w
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ve (v,0)+ W u- O0,u)+Ww

homomorfizmleri olsun. Her m € M igin

(gtm), —f(m)) = —(0, f(m)) + (g(m),0) € W

olurve hyf = h; g olup

M, B) —{—’ U, a)
gl lhz

Vxu

1

diyagrami degismelidir.
Ek olarak wq:U — S,w,:V — § morfizmleri olmak
Uzere

diyagrami degismeli olacak bicimde
VxU

w: W

W) +W e w(wu) + W) =w(w) + w,(v)

- L

homomorfizmi tanimlanabilir. Simdi w nin biricik
oldugunu gosterelim.
w' ve w ayni 6zellikte olmak Gzere,

 VxU

. e d
YW
ruw)+Wel

olup w' caprazlanmis modiil morfizmi

W’hz = W1
ve
W,hl = WZ
oldugundan
!
w=w

olur. Dolayisiyla w biriciktir.
O halde,

diyagrami degismeli olup (%,W), (f, g) nin ileri

itmesidir.

4. Tartisma ve Sonug

Bu calismada Lie caprazlanmis modillerin bazi
kategoriksel dzellikleri ele alindi. Once Lie cebirleri
ve caprazlanmis modiiller ile ilgili temel kavramlara
ve Ozelliklere yer verildi. Sonra Lie gaprazlanmis
modillerin bir alt kategorisinde esitleyici, sonlu
carpim, limit, geri cekme, ileri itme gibi baz
kategoriksel 6zellikler incelendi.
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Bu makale Pamukkale Universitesi Fen Bilimleri
Ogrencisi Pinar Kiiglker'in yliksek lisans tezinden
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