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Caprazlanms Cat*-Modiiller

Tungar SAHANY, Emre KENDIR?
OZET:

Gruplar tizerindeki ¢aprazlanmig modiillerin homotopi 2-tipten baglantili uzaylarin bir cebirsel
modeli oldugu iyi bilinen bir gergektir. Ayrica cat*-gruplar ve gruplarm kategorisindeki i¢
kategoriler, diger bir ifadeyle 2-gruplar veya grup-grupoidler, kategoriksel olarak gruplar
tizerindeki caprazlanmig modillere denktirler. Bu g¢alisgmada, homotopi 3-tipten baglantili
uzaylarin yeni bir cebirsel modeli olarak cat!-gruplarin kategorisindeki ¢aprazlanmis modiil, yani
caprazlanmis cat’-modiil, cebirsel yapisi karakterize edilip baz1 dzellikleri incelenmistir. Ayrica
caprazlanmis cat’-modiillerin kategoriksel olarak gruplar iizerindeki caprazlanmis karelere ve
boylece cat?-gruplara denk olduklari gosterilmistir.

Crossed Cat!-Modules
ABSTRACT:

It is well known that crossed modules over groups are an algebraic model of homotopy 2-type
connected spaces. Moreover, cat!-groups and internal categories in the category of groups, i.e. 2-
groups or group-groupoids, are categorically equivalent to crossed modules over groups. In this
study, as a new algebraic model of homotopy 3-type connected spaces, the algebraic structure of
the crossed module on the category of cat'-groups, i.e. the crossed cat!-module, is characterized
and some of its properties are studied. It is also shown that crossed cat'-modules are categorically
equivalent to crossed squares over groups and hence to cat>-groups.
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GIRIS

Caprazlanmis modiiller ilk kez 1946 yilinda Ingiliz matematik¢i John Henry Constantine
Whitehead tarafindan tanitildi ve Whitehead bu yapilar1 homotopi teorisi ve cebirsel topoloji lizerine
yaptig1 ¢alismalarinda kulland1 (Whitehead, 1946). Whitehead caprazlanmis modiil kavramini, bir
uzayin temel grubunu incelemek igin bir arag¢ olarak tanitt1 ve bir uzayin birinci homotopi grubunun,
uzayla iligkili belirli bir ¢aprazlanmis modiiliin otomorfizm grubu olarak elde edilebilecegini gosterdi
(Whitehead, 1948, 1949). Caprazlanmis modiil kavrami diger matematik¢iler tarafindan daha da
gelistirildi ve kavram, cebirsel topoloji, homotopi teorisi ve kategori teorisi dahil olmak iizere
matematigin ¢esitli alanlarinda uyguland1 (Brown ve Spencer, 1976; Brown ve Higgins, 1978; Brown,
1984; Loday, 1982; Brown ve Loday, 1987a; Porter, 1987). Caprazlanmis modiiller ayrica uzaylarin
homotopi gruplarini, liflerin (fibrations) homotopi teorisini ve gruplarin gruplar tarafindan
genislemelerinin siniflandirilmasini incelemek igin kullanildi (Brown, 1987). Ayrica yiiksek boyutlu
cebir calismalarinda ve topolojik kuantum alan teorilerinin gelistirilmesinde kullanilmistir (Ellis, 1988;
Yetter 1992, 1993). Caprazlanmis modiiller fizikte, 6zellikle ayar (gauge) teorilerinin incelenmesinde
de kullanilmistir (Dijkgraaf ve Witten, 1990). Genel olarak, ¢aprazlanmis modiil kavramimin farkli
cebirsel yapilar arasindaki iliskileri anlamak icin yararli bir ara¢ oldugu kanitlanmis ve modern
matematikte aktif bir aragtirma alan1 olmaya devam etmektedir (Higgins, 1956; Orzech 1792a, 1972b;
Akiz ve ark., 2020).

Caprazlanmis modiiller, cebirsel yapilart grup seviyesinin otesinde genellestirmeyi amaglayan
daha biiyiik bir yiliksek boyutlu cebir teorisinin pargasidir. Yiiksek boyutlu cebirin temel fikri, yalnizca
Ogeleri ve islemleri degil, ayn1 zamanda bu 6geler arasindaki yliksek boyutlu iligkileri de iceren cebirsel
yapilart incelemektir. Yiiksek boyutlu cebirin kalbinde, kategori kavramini genellestiren matematiksel
bir yap1 olan n —kategori kavrami vardir. 0 —kategori sadece bir kiimedir, 1 —kategori bir kategoridir,
2 —kategori morfizmler arasindaki iligkileri i¢eren ekstra yapiya sahip bir kategoridir. Yiiksek boyutlu
cebirin temel kavrayislarindan biri, geleneksel olarak kiimeler ve fonksiyonlar agisindan tanimlanan
birgok cebirsel yapinin dogal olarak n —kategorileri olarak yeniden yorumlanabilmesidir. Ornegin, bir
grup tek bir nesneye sahip bir 1 —kategori olarak diistiniilebilir, burada morfizmler grup elemanlaridir
ve kompozisyon iglemi grup islemi ile verilir. Benzer sekilde, bir topolojik uzay, nesneleri noktalar olan
ve morfizmleri noktalar arasindaki egriler olan bir 1 —kategori olarak diisiintilebilir.

Brown ve Spencer (1976) grupoidlerin, yani her morfizmin bir izomorfizm oldugu kategorilerin,
kategorisinde grup objeleri karakterize edip bu tip bir yapiyr grup-grupoid olarak adlandirmislardir.
Ayrica grup-grupoidlerin kategorisi ile gruplar lizerindeki ¢aprazlanmis modiillerin kategorisinin dogal
olarak denk olduklarin1 gostermislerdir. Bu denklik sayesinde caprazlanmis modiiller i¢in tanimlanmis
birgok kavram grup-grupoidlerin kategorisinde yorumlanmistir (Brown ve Mucuk, 1994; Mucuk ve ark.,
2014; Mucuk ve Sahan, 2019, Sahan, 2019). Brown ve Spencer (1976) tarafindan verilen denklik, ¢cok
islemli gruplar olarak adlandirilan, cok daha genel cebirsel kategoriler i¢in Porter (1987) tarafindan elde
edilmistir. Bu denklik sonucunda benzer yorumlama c¢alismalari ¢ok islemli gruplar i¢in de verilmistir
(Akiz ve ark., 2013; Mucuk ve Sahan, 2014; Akiz ve ark., 2020; Sahan ve Mucuk, 2020).

Caprazlanmis kompleksler teorisi, ¢coklu grup etkimeleri ve daha yiiksek boyutlu iliskiler igeren
daha yiiksek boyutlu cebirsel yapilart incelemek icin bir gerceve saglar. Caprazlanmis kompleksler,
caprazlanmis modiillerin dogal bir genellemesidir ve karmasik bir sekilde etkilesime giren bir grup
kulesi ve grup etkimeleri olarak tanimlanir (Norrie, 1987, 1990; Brown ve Higgins, 1991; Mutlu ve
Porter, 2000). Caprazlanmis modiiller ayrica cebirde normal altgruplarin, modiillerin ve merkezsel
genislemelerin bir genellemesidir. Ayrica son zamanlarda caprazlanmis modiil kavrami diferensiyel
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geometri ve Galois teoride kullanilmaya baslamistir (Jur¢o, 2011; Martins ve Picken, 2011; Mackenzie,
1987).

1982 yilinda Loday (1982) tarafindan cat!-grup (1-cat-grup) olarak adlandirdig: yeni bir cebirsel
yap1 tamimlanmustir. Bir cat’-grup; bir G grubu ve Tanim 11°de hatirlatilan iki 6zel sarti saglayan bu
grubun s,t: G — G seklinde iki endomorfizminden olusur. Cat!-gruplar, ¢aprazlanmis modiillere gore
daha basit bir cebirsel yap1 olarak diisiiniilebilir. Loday (1982) ayni ¢aprazlanmis modiiller gibi cat?-
gruplarin da 2 —tipler icin bir cebirsel model oldugunu gosterip, cat'-gruplarin kategorisi ile
caprazlanmis modiillerin kategorisinin denk oldugunu gostermistir.

Porter (1987) cok islemli gruplar kategorisi olarak adlandirilan bazi cebirsel kategorilerde bir
caprazlanmis modiiliin nasil elde edilecegini agik olarak tarif etmistir. Porter’in yontemi kullanilarak
birgok cebirsel yapi i¢in ¢aprazlanmis modiil kavrami tanimlanmistir. Ornegin, ¢aprazlanmis modiiller
kategorisi de ¢ok islemli gruplar kategorisi oldugundan g¢aprazlanmig modiillerin kategorisindeki
caprazlanmis modiiller Conduché (1984) tarafindan karakterize edilip bu yapilar ¢aprazlanmig kare
olarak adlandirilmistir (Arvasi, 1997).

Bu calismada, materyal ve yontem boliimiinde Porter (1987) tarafindan verilen ¢ok islemli gruplar
kategorisinde caprazlanmis modiillerin elde edilmesi yontem gruplarin kategorisi 6zelinde hatirlatilmis
ve gruplar iizerindeki c¢aprazlanmis modiillerin kategorisi elde edilmistir. Ayrica caprazlanmis
modiillerin; alt objeleri, normal alt objeleri (idealleri), morfizmleri ve morfizmlerinin ¢ekirdegi ile
goriintiisii hatirlatilmistir. Yine bu béliimde, ayrintili olarak cat!-grup tanimi Loday (1982) tarafindan
tamimlandig1 haliyle verilmis, cat!-gruplarin kategorisi tarif edilmis ve catl-gruplarin kategorisi ile
caprazlanmig modiillerin kategorisinin denkligi detayli olarak verilmistir. Bulgular boliimiinde ise Porter
(1987) tarafindan gelistirilen yontem kullanilarak, cat!-gruplarin kategorisi de ¢ok islemli gruplar
kategorisi oldugundan, cat!-gruplarin kategorisinde ¢aprazlanmis modiiller elde edilmis ve bu cebirsel
yapilar ¢aprazlanmis cat'-modiil olarak adlandirilmistir. Daha sonra ¢aprazlanmis cat!-modiillerin bazi
ozellikleri incelenip caprazlanmis cat!-modiillerin kategorisi elde edilmistir. Bunula birlikte, calismanin
en 6nemli sonuglarindan biri olan, ¢aprazlanmis cat'-modiillerin kategorisinin ¢aprazlanmis karelerin
kategorisine dogal olarak denk oldugu gosterilmistir. Boylece, caprazlanmig kareler 3-tipler i¢in bir
cebirsel model oldugundan ¢aprazlanmis cat'-modiiller de yine 3-tipler icin bir baska cebirsel model
olarak gosterilmistir. Ayrica, iyi bilinen bir sonug olarak, ¢caprazlanmus kareler ile cat?-gruplar kategorik
olarak denk oldugundan caprazlanmis cat'-modiillerin de cat>-gruplara kategorik olarak denk oldugu
gosterilmistir Son olarak, sonug¢ boliimiinde, bu calismanin devami olarak yapilabilecek ¢alismalardan
kisaca bahsedilmistir.

MATERYAL VE METOT

Porter (1987) ¢ok islemli gruplar kategorisi olarak adlandirilan bazi cebirsel kategorilerde bir
caprazlanmis modiiliin nasil elde edilecegini ayrintili bir bigimde tarif etmistir. Bu béliimde oncelikle
Porter’in yéntemi gruplar kategorisinde detayli olarak gosterilmis ve bu yapilarin cat'-gruplar ile olan
iliskisinden bahsedilmistir.

Tanmm 1. A ve B birer grup olmak tizere B X A = A, (b,a) » b - a seklinde gosterilen fonksiyon her
b,b; € B ve a,a, € A igin asagidaki Esitlik (1)-(3) ‘te verilen sartlar sagliyorsa B grubu A grubu
tizerine etkir denir:

(b+by)-a=b-(by-a) 1)
b-(a+a))=b-a+b-a, 2
Op-ra=a 3)
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Tammm 2. G ve H iki grup olsun. Sekil 1’de verilen grup homormorfizmleri dizisinde her bir
homomorfizmin goriintiisii bir sonrakinin ¢ekirdegine esit ise bu dizi, gruplarin bir kisa tam dizisi olarak
adlandirilir.

{0} G—>E—L2-H—>{0}
Sekil 1. Grup homomorfizmlerinin bir dizisi

Sekil 1°de verilen grup homomorfizmleri dizisinde {0} - G ve H — {0} sifir homomorfizmler,
i: G — E bir monomorfizm, p: E — H bir epimorfizm ve i(G) = ker p ise, yani bu dizi bir kisa tam dizi
ise E ye H grubunun G grubu ile bir genislemesi denir.
Tamm 3. E grubu, H grubunun bir G grubu ile bir genislemesi olsun. Eger ps = 1y olacak sekilde bir
s:H — E grup homomorfizmi varsa E ye H nin G ile bir ayrik (split) genislemesi denir.
Burada i: G — E bir monomorfizm oldugundan G grubunu E grubunun bir alt grubu, hatta i(G) = kerp
oldugundan bir normal alt grubu olarak diisiinebilir ve boylece her g € G i¢in i(g) = g olarak alinabilir.

E grubu, H grubunun bir G grubu ile bir ayrik genislemesi olmak tizere H X G - G, (h,g) =
h-g = s(h) + g — s(h) seklinde tanimlanan fonksiyon bir grup etkimesi belirtir. Ayrica G X H kiimesi
ile E kiimesinin elemanlar1 arasinda birebir bir esleme vardir. Bu eslemeler ise Esitlik (4) ve Esitlik
(5)’te verilen fonksiyonlarla tanimlanir.
0:GxH—->E,(g,h)-0(g,h)=g+s(h) 4)
8ME—>GxH,er 0 (e) = (e—sple),ple)) (5)

Bu birebir eslesmeler yardimiyla, bu eslesmeler birer grup homomorfizmi (izomorfizmi) olacak
sekilde, G X H lizerinde bir grup yapisi olusturulabilir. Bu grubun islemi ise Esitlik (6)’daki gibi bulunur.
(g +(@uh)=(@+h-g,h+h) (6)

Boylece Esitlik (6)’da verilen ikili islemle G X H {izerinde, E grubuna izomorf olan, bir grup yapist
olusturulur. Bu G X H grubuna G ile H gruplarinin yari-direkt ¢arpimi denir ve bu grup genelde G < H
ile gosterilir. Bu grupta birim eleman (04, 04) elemani ve bir (g,h) elemaninin tersi ise
((—h) -(—9), —h) dir.
E grubu, B grubunun bir A grubu ile bir ayrik genislemesi ve E; grubu, B; grubunun bir A; grubu

ile bir ayrik genislemesi olsun. Bu durumda f,:A - A;, fg:E - E; ve fg:B — B; birer grup
homomorfizmi olmak tizere

() fel=iifa,
(i) fzp =Dp1f5 Ve
(ii)) fps =s1/p

ise (f4, fz, fz) Ugliisiine gruplarin kategorisinde bir ayrik genisleme doniisiimii denir.

Bir B grubunun bir A grubu iizerine bir grup etkimesi verilmigse bu etkimeden elde edilen yari-

direkt ¢arpim grubunun B nin A ile bir ayrik genislemesi oldugunu gormiistiik. Ayrica her A grubunun
kendi iizerine konjligasyon etkimesi ile de bir ayrik genislemesi elde edilebilir.
Tamm 4. B X A — A, (b,a) » b - a fonksiyonu bir grup etkimesi ve a: A — B bir grup homomorfizmi
olsun. Bu durumda eger (14,14 X a, @) ve (a,a X 15, 1) tgliileri sirasiyla A grubunun konjiigasyon
etkimesi tarafindan iiretilen ayrik genislemesinden B nin A iizerine yukarida verilen etkimeden elde
edilen ayrik genislemesine ve B nin A izerine yukarida verilen etkimeden elde edilen ayrik
genislemesinden B grubunun konjligasyon etkimesi tarafindan iiretilen ayrik genislemesine birer ayrik
genigleme doniisiimii ise (4, B, @) tgliisiine bir ¢aprazlanmis modiil denir (Porter, 1987).

Yukaridaki tanimda verilen (14,14 X a,a) ve (a,a X 1g,15) doniisiimlerinin birer ayrik
genisleme doniisiimii olmast i¢in 1, X @ ve @ X 1 doniisiimlerinin birer grup homomorfizmi olmasi
yeterlidir. Yani; her a,,a, € A ve her b € B i¢in a(a,)-a, =a,+a,—a, ve a(b-a,;) =b +
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a(a,) — b olmalidir. Boylece ¢aprazlanmis modiil tanimini Porter (1987) asagidaki sekilde karakterize
etmistir.
Onerme 5. a: A — B déniisiimii A ve B gruplar arasinda bir grup homomorfizmi olsun ve B grubunun
A grubu tizerine etkimesi b - a ile gosterilsin. Eger her a,a, € A ve b € B igin;
(i) a(b-a) =b+ a(a) — b,
(i) a(a)-ay=a+a; —a
sartlar1 saglaniyorsa (4, B, a) ti¢liisii gruplarin kategorisinde bir ¢aprazlanmis modiil olur.
Ornek 6. Her G grubu iki farkli bicimde bir ¢aprazlanmis modiil olarak diisiiniilebilir.
(i) G nin herhangi bir N normal alt grubu i¢in G nin N iizerine konjiigasyon etkimesi ile birlikte
inc: N = G igine donilisiimil bir ¢aprazlanmis modiildiir.
(ii) G nin tim otomorfizmlerinin grubu Aut(G) nin G iizerine f-x = f(x) seklinde tanimh
etkimesiyle birlikte ®: G - Aut(G) i¢ otomorfizm doniisiimii bir ¢aprazlanmis modiil belirtir.
(A,B,a) ve (A, B',a") birer gaprazlanmis modiil, f;: A - A’ ve fz: B = B’ birer grup homomorfizmi
olsun. Eger
() fea=a'fyve
(ii) herae Aveb € Bicin fy(b-a) = fg(b) - f4(a)
sartlar1 saglanirsa (f}, fg): (4, B,a) = (A',B’, a') ikilisine (4, B, @) dan (A', B’, a") ya bir ¢aprazlanmis
modil morfizmi denir.
Gruplar iizerinde tanimlanmis c¢aprazlanmig modiiller ve aralarindaki c¢aprazlanmis modiil
morfizmleri XMod (Gp) ile gosterilen bir kategori yapisina sahiptir.
Tamm 7. Herhangi iki (4, B, a) ve (C, D, y) ¢aprazlanmis modiilii i¢in eger;
(i) C ve D sirasiyla A ve B nin birer altgrubudur,
(if) y doniisimii @ doniisiimiiniin C {izerine kisitlamasidir ve
(iif) D grubunu C grubu iizerine etkimesi, B grubunun A grubu iizerine etkimesinin kisitlamasidir;
sartlar1 saglaniyorsa (C, D, y) ¢aprazlanmig modiilii (4, B, &) ¢aprazlanmis modiiliiniin bir alt objesi ya
da alt gaprazlanmig modiilii olarak adlandirilir (Norrie, 1987).
Onerme 8. Herhangi bir (f4, fz): (4,B,a) = (4',B’,a’) caprazlanmis modiil morfizmi igin bu
caprazlanmis modiil morfizminin goériintisii olan Im(f,, fz) = (Im fa,Imfz,a'|im f A) bir ¢aprazlanmig
modiildiir. Bunula birlikte (Im fa,Im f5,a'|im fA) caprazlanmis modiili (A, B’,a’) caprazlanmis
modiiliiniin bir alt ¢aprazlanmis modiiliidiir (Norrie, 1987, 1990).
Tamim 9. Herhangi bir (4, B, ) ¢aprazlanmis modiilii verilsin ve (S, T, ) bu ¢aprazlanmis modiiliin bir
alt caprazlanmis modiilii olsun. Eger
(i) T2 B,
(i) herseSvebeBiginb-s€ES,
(ili) herteTvea€eAigint-a—a€S
sartlar1 saglaniyorsa (S, T, o) ¢aprazlanmis modiiliine (4, B, ) ¢aprazlanmis modiiliiniin bir normal alt
objesi ya da normal alt caprazlanmig modiilii ya da kisaca bir ideali denir (Norrie, 1987).
Onerme 10. Herhangi bir (fy,f3): (4, B,a) - (A’,B’,a') caprazlanmis modiil morfizmi icin bu
caprazlanmis modiil morfizminin ¢ekirdegi olan ker(fy, fz) = (ker fa ker fp, a&lkerf A) bir
caprazlanmis modiildiir. Ayrica (ker fa,ker fg, alger s A) caprazlanmis modiilii (4, B, @) ¢aprazlanmig
modiiliiniin bir idealidir.
Tammm 11. G bir grup ve s,t € End(G) doniisimleri G grubunun birer endomorfizm olmak tizere
asagidaki sartlar saglaniyorsa (G, s, t) iigliisiine bir cat!-grup denir (Loday, 1982).
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(i) st=t,ts=sVve
(ii) [kers, kert] = {0}.
Burada (ii) sart1 su anlama gelmektedir: G nin Kers ve ker t notmal altgruplarinin elemanlari
degismelidir.
Onerme 12. (G, s, t) bir cat-grup olmak iizere
(i) ss=s,
(i) tt=tve
(ili) Ims = Im¢ dir.

Her tek elemanli {0} grubu s = 1 ve t = 1(5; endomorfizmleri ile beraber bir cat'-grup olur.
Bu cat!-gruba sifir cat'-grup denir. Ayrica, daha genel olarak, her G grubu icin (G, 14, 1;) iicliisii de bir
catl-gruptur.

Tamm 13. (G, s, t) ve (G',s’, t") birer cat'-grup olsun. Bir f: G — G’ grup homomorfizmi igin asagidaki
sartlar saglaniyorsa bu f doniisiimiine bir cat'-grup morfizmi denir (Loday, 1982).

(i) fs=s'fve

(i) ft=t'f.
f:(G,s,t) - (G',s’,t') bir catl-grup morfizmi olmak iizere eger f: G — G' grup homomorfizmi bir
monomorfizm (epimorfizm, izomorfizm) ise bu f:(G,s,t) = (G',s',t") catl-grup morfizmi
monomorfizm (epimorfizm, izomorfizm) olarak adlandirilir.

Tiim cat’-gruplar ve yukarida tanimlandig1 sekilde cat’-gruplar arasindaki diisiimler ile birlikte
Cat! — (Gp) ile gosterilen olan bir kategori yapisina sahiptir.

Loday (1982) gruplar iizerinde tanimlanan caprazlanmis modiiller ile catl-grup yapilarmmn
kategorik anlamda dogal olarak denk oldugunu goéstermistir. Simdi bazi detaylara ihtiyacimiz
oldugundan bu denkligi ispatinin taslagini da vererek hatirlatalim.

Teorem 14. Gruplarin {izerinde tanimlanmis ¢aprazlanmis modiillerin kategorisi XMod(Gp) ile cat?-
gruplarin kategorisi Cat! — (Gp) dogal olarak denktir (Loday, 1982).

Ispat: Oncelikle bir F:XMod(Gp) — Cat! — (Gp) fanktoru tamimlayalim: (4, B,«) herhangi bir
caprazlanmis modiil olmak tizere G = A X B, s(a,b) = (0,b) ve t(a,b) = (0,a(a) + b) olmak lizere
FO((A, B, a)) = (G, s, t) dir. Ayrica bir ¢aprazlanmis modiill morfizmi (f,, fz): (4,B,a) —» (A",B’,a’)
icin Fy({fa, f5)) = fa X fp dir.

Simdi, tersine olarak, bir H: Cat! — (Gp) » XMod(Gp) fanktoru tanimlayalim: Bir (G, s, t)
cat’-grubu i¢in Im s X kers — kers, (x,g) = x - g = x + g — x seklinde tanimli fonksiyon bir grup
etkimesidir ve bu etkime ile birlikte t|yers: Kers — Ims doniisiimii bir ¢aprazlanmis modiil yapisina
sahiptir. Yani; HO((G,S, t)) = (kers,Ims, t|kers) olarak tanimlanir. Ayrica bir f:(G,s,t) -
(G',s',t") catl-grup morfizmi i¢in (f|xers, flims): (Kers,Ims, t|xers) = (kers’, Ims’,t'|iersr) bIr
caprazlanmis modiil morfizmidir. Yani; Hy(f) = (flxers, f lims) dir.

BULGULAR VE TARTISMA

Cat!-Gruplarin Kategorisinde Genislemeler ve Yari-Direkt Carpim
Bu kisimda Porter (1987) tarafindan verilen teknige gore oncelikle Catl-gruplarin kategorisinde
genislemeler ve yari-direkt c¢arpim kavramlari verilmistir. Yazim kolayligi agisindan makalenin
devaminda cat!-gruplar A = (4, s,4,t,), B = (B, sg, tp), ... seklinde gdsterilmistir.
A = (A,54,t,),B = (B,sg, tg) ve E = (E, sg, ty) birer cat'-grup olmak iizere sifir cat’-grup O =
({03, 1(0), 1(gy) ile gdsterilsin. i:eA — € bir cat’-grup monomorfizmi, p:& —» B bir cat!-grup
epimorfizmi ve k: B — £ ise pk = 15 olacak sekilde bir cat'-grup monomorfizmi olsun. Bu durumda
2963



Tuncar SAHAN ve Emre KENDIiR 13(4), 2958-2972, 2023
Caprazlanms Cat*-Modiiller

E = (E,sg, tg) catl-grubuna B = (B, sg, tg) nin A = (A4,s,4,t,) tarafindan bir ayrik catl-grup
genislemesi denir.

Bu sekilde bir ayrik genislemeden B = (B, sg,tg) nin A = (4, sS4, t4) tizerine Esitlik (7)’deki
sekilde tanimlanan bir tiiretilmis etkimesi elde edilir.

BXA-> A, (ba)»b-a=k(b)+a—k(b) @)
Bu etkime asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) herb,by € Bvea€Ai¢in(b+by)-a=b-(b;-a),

(i) herbeBvea,a; €Aiginb-(a+a;)=b-a+b-ay,

(iii) hera € Ai¢in O - a = a,

(iv) herbe Biginb-04 =0y,

(v) herb € kersg vea; € kerty i¢inb - a; = a4,

(vi) her b; € Kertg ve a € kers, i¢in by - a = a.

Burada dikkat edelim ki (iv) sart1 (ii) sartindan elde edilebilmektedir. Bdylece catl-gruplarin

kategorisinde etkime tanimi1 verebiliriz.
Tamm 15. A = (4,54, t,4) ve B = (B, sg, tg) birer catl-grup olmak iizere Esitlik (8)’deki sekilde
gosterilen bir
BxA-A, (ba)»b-a (8)
fonksiyonu verilsin. Eger

(i) herb,by € Bvea€Ai¢in(b+by)-a=b-(b;-a),

(i) herbeBvea,a, €Aiginb-(a+a;)=b-a+b-ay,

(iii) hera € Aigin 05 - a = a,

(iv) herb € kersg vea; € kerty i¢inb - a; = a4,

(v) her b; € kertz ve a € kers, iginb, - a = a,
sartlar1 saglaniyorsa bu fonksiyona B nin A iizerine bir cat!-grup etkimesi denir.

Bir € = (E, sg, ty) catl-grubu bir B = (B, sg, tg) cat’-grubunun bir A = (4,s,,t,) cat'-grubu
tarafindan bir ayrik cat'-grup genislemesi ve bir &' = (E', sgr, t;z+) catl-grubu bir B’ = (B',sg, tgr)
cat’-grubunun bir A’ = (A',s,r,t,) catl-grubu tarafindan bir ayrik cat!-grup genislemesi olsun. Eger
faiA > A, fg:B—> B ve fe:E - E' ayrik catl-grup genislemesi yapisii olusturan déniisiimlerle
uyumlu birer cat*-grup morfizmi iseler bu durumda (f4, fe, f) tigliisiine bir ayrik cat!-grup genislemesi
morfizmi denir.

Tiim ayrik cat’-grup genislemeleri ve bunlar arasidaki ayrik cat'-grup genislemesi
morfizmlerinin kategori yapisina sahip oldugu kolaylikla goriilebilir. Ayrik cat!-grup genislemelerinin
kategorisi SpExt(Cat! — Gp) ile gosterilir.

Tamm 16. A = (4,54,t,) Ve B = (B, sg, t) birer cat’-grup olmak iizere B nin A iizerine Esitlik
(9)’deki sekilde gosterilen bir

BXA—-> A, (ba)»b-a 9
cat'-grup etkimesi verilsin. Bu durumda A x B grubu s,55(a, b) :== s4 X sg(a, b) = (SA(a).SB (b)) ve
tap(a, b) ==ty X tg(a,b) = (tA(a), tg (b)) doniisiimleri ile birlikte bir cat'-grup yapisina sahiptir.
Gergekten  Sywptaxp = taxp V€  tawpSaxpg = Sawxp oldugunu goérmek  kolaydir.  Simdi
[ker Sgsp , Ker tywg] = {(0,0)} oldugunu da gérelim. (a, b) € Ker s,g, Yani a € Ker sy, b € ker sg ve
(a,,by) € kert,,g, Yani a; € Kerty, b; € Kertg, olsun. Bu durumda etkime tanimimnin (iv) ve (v)
sartlarindan [Ker s .5, kert,,.5z] = {(0,0)} dir (Esitlik (10)).
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(a,b) + (ay,b;) =(a+b-a;, b+ by)
=(a+ay,b+by)
= (a; +a,by +b) (10)
=(a;+b;-a,b;+b)
= (ay,by) + (a,b)

BU (A X B, Spsp, taxp) Catl-grubuna A = (A4,s4,t4) ve B = (B, sg, tg) catl-gruplarmm yari-
direkt carpimi denir ve A X B ile gosterilir. A X B yari-direkt carpim cat'-grubu B nin A tarafindan
bir ayrik cat'-grup genislemesi olur.

Ornek 17. A = (4, sy, t,) bir cat'-grup olsun. A nin konjiigasyon etkimesi aslinda A = (4, s4, t4) nin
kendi {izerine bir cat!-grup etkimesidir. Gergekten a € ker s, ve a; € ker t, olmak iizere Esitlik (11)’de
goriildiigi gibi a; - a = a dir.

ara=a+ta—a;=a+a;,—a,=a (11)

Diger sartlarin saglandig1 kolaylikla goriilebilir. Bu etkime ile birlikte <A nin kendisi ile yari-
direkt carpimi A % A elde edilir. A x A yari-direkt carpim cat'-grubu A4 nin kendisi tarafindan bir
ayrik catl-grup genislemesi olur.

Caprazlanmis Cat!-Modiiller
Tamm 18. A = (4,5,4,t,) Ve B = (B, sg, tg) birer cat’-grup olmak iizere B nin A iizerine Esitlik
(12)’deki sekilde gosterilen bir
BXxA—-> A, (bha)»b-a (12)
cat!-grup etkimesi verilsin. Ayrica bir a: A — B cat!-grup morfizmi bulunsun. Eger (14,14 X @, a) ve
(a, a X 1g,13) iicliileri sirasiyla A nin konjiigasyon etkimesi tarafindan olusturulan ayrik cat'-grup
genislemeden B nin A lizerine yukarida verilen etkimeden elde edilen ayrik genislemesine ve B nin A
tizerine yukarida verilen etkimeden elde edilen ayrik genislemesinden B nin kendi lizerine konjligasyon
etkimesi ile elde edilen ayrik genislemesine birer ayrik genisleme doniisiimii ise (A, B, a) tgliisiine bir
cat’-gruplarin kategorisinde bir caprazlanmis modiil ya da kisaca bir ¢aprazlanmis cat'-modiil denir.
Yukaridaki tamimda belirtilen sartlar incelendiginde ¢aprazlanmis cat!-modiil tanimi elemanlar
cinsinden de verilebilir.
Onerme 19. A = (4,s4,t,) Ve B = (B, sp, tg) birer cat'-grup ve a:A — B bir cat’-grup morfizmi
olmak iizere Esitlik (13)’deki sekilde gosterilen fonksiyon bir cat’-grup etkimesi olsun.
BXxA—- A, (ba)»b-a (13)
Eger her a,a,; € Ave b € B igin;
(i) a(b-a) =b+ a(a) — b,
(i) a(a)ay=a+a; —a
sartlar1 saglaniyorsa (A, B, a) iigliisii bir caprazlanmis cat'-modiil olur.
Sonuc 20. A = (4,54, t4) Ve B = (B, sg, tg) birer cat'-grup ve a: A — B bir cat!-grup morfizmi olmak
iizere Esitlik (14)’deki sekilde gosterilen fonksiyon bir cat!-grup etkimesi olsun.
BXA—- A, (ba)»b-a (14)
Eger bu etkime ile birlikte (4, B, ) gruplar tizerinde bir ¢aprazlanmis modiil yapisina sahip ise
(A, B, @) iigliisii bir ¢aprazlanmis cat'-modiil olur. Diger bir ifadeyle bir ¢aprazlanmis cat'-modiil
gruplar iizerindeki ¢aprazlanmis modiillerin kategorisinde bir cat!-obje olarak da diisiiniilebilir.
Ornek 21. G bir grup ve N de bunun bir normal altgrubu olsun. Bu durumda (G, 14, 15) ve (N, 1y, 1x)
icliilerinin birer cat’-grup olduklarm biliyoruz. Ayrica G nin N iizerine konjiigasyon etkimesi aslinda
bir cat’-grup etkimesi olur. Béylelikle inc:N — G igine doniisiimii bir cat'-grup morfizmi olup
((N, 1y, 14), (G, 14, 1), inc) bir caprazlanmis cat’-modiildiir.
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Tamim 22. (A, B, a) ile (A', B, a") iicliileri birer caprazlanmis cat!-modiil ve f:A — A’ ile g: B > B’
birer grup homomorfizmi olsun. Eger
() fsa=saf fta=tyf,

(i) gsg =sp'g, gts = tp'g,

(ill) ga =a'f ve

(iv) herae Aveb€eBiginf(b-a)=g(b)- f(a)
sartlar1 saglaniyorsa (f, g) ikilisine (A, B, a) dan (A’, B', @) ne bir ¢aprazlanmus cat'-modiil morfizmi
denir ve bu (fy, fg): (4, B,a) — (A’,B', a") seklinde gosterilir.

Dikkat edelim ki burada (i) sart1 f: A — A’ doniisiimiiniin bir cat’-grup morfizmi oldugu, (ii)
sart1 g: B —» B’ doniisiimiiniin bir cat'-grup morfizmi oldugu, (iii) ve (iv) sartlar1 ise {f, g): (4,B, a) -
(A',B’,a") doniigimiiniin gruplar tizerindeki ¢aprazlanmig modiiller arasinda tanimli bir morfizmi
oldugu anlamina gelmektedir.

Objeleri tiim ¢aprazlanmis cat’-modiiller, morfizmleri ise tiim ¢aprazlanmis cat'-modiil
morfizmleri olan bir kategori olusturulabilir. Bu kategori XMod(Cat! — Gp) ile gosterilir.

Kategori Denkligi

Caprazlanmis kareler, cebir, topoloji ve kombinatorik dahil olmak {izere cesitli alanlarda
incelenen cebirsel bir kavramdir. Cebirde, gruplarin yapisini ve grup genislemelerini incelemek igin
caprazlanmis kareler kullanilmistir. Ayrica, ¢aprazlanmig modiiller ve ¢ift grupoidler gibi yeni cebirsel
yapilar olusturmak i¢in de ¢aprazlanmis modiiller kullanilmistir. Topolojide, homotopi teorisini ve daha
yiiksek boyutlu cebirleri incelemek ve homotopi 3-tipleri i¢in yeni modeller olusturmak igin
caprazlanmis kareler kullanilmistir. Genel olarak, ¢aprazlanmis kareler, gesitli alanlarda uygulamalari
olan ¢ok yoOnlii matematiksel objelerdir. Caprazlanmis kareler lizerine daha fazla aragtirma, cebir,
topoloji ve kombinatorikte yeni anlayiglara ve uygulamalara yol agabilir.

Simdi oncelikle ¢caprazlanmis kare tanimini1 Brown ve Loday (1987b) tarafindan verildigi sekilde
hatirlayalim.
Tammm 23. L, M, N ve P birer grup, A:L > M, A:L >N, u:M — P ve v:N — P birer grup
homomorfizmi ve P grubunun L, M ve N gruplari iizerine birer etkimesi bulunsun. Bu etkimeler
sayesinde; M nin N ve L lizerine u tarafindan m -n = u(m) - nvem -l = u(m) - [ seklinde tanimli ve
N nin M ve L lizerinde v tarafindann - m = v(n) - mven -l = v(n) - [ seklinde taniml etkimeleri elde
edilir. Ayrica P grubu kendi iizerine konjligasyon etkimesi ile ele alinsin.
h:M XN - L, (m,n) » h(m,n) (15)

Eger Esitlik (15)’te verilen h fonksiyonu ile beraber X = (L, M, N, P) dortlisii asagidaki sartlar
sagliyorsa bu X’ = (L, M, N, P) dortliisiine gruplarin kategorisinde bir ¢aprazlanmig kare denir. Her [ €
L,mm' € M,nn" € Nvep € P igin

(i) A ve A’ dontisiimleri P —invaryanttir, yani, A(p - 1) = p - A(D) ve '(p - 1) = p - A'(1) dir. Ayrica
(M, P,u), (N,P,v) ve (L, P,k = uA = vA") birer ¢aprazlanmisg modiildiir.
(i) Ah(m,n) =m+n-(—m), A'h(m,n) =m-n —n,
(i) h@QAD,n) =1l+n-(-D),h(mA ) =m-1—1,
(iv) h(m+m',n) =m-h(m',n) + h(m,n),
h(m,n+n") = h(m,n) + n- h(m,n’) ve
(V) h(p-m,p-n)=p-h(mn).

X =(,M,N,P) ve X' =(L',M',N', P") birer ¢aprazlanmis kare ve f;, fy, fy V€ fp birer grup
homomorfizmi olsun. Eger bu f;, fy, fy Ve fp grup homomorfizmleri tiim etkimeler ve h: M X N — L
ileh': M' x N" - L’ fonksiyonlar1 ile uyumlu ise f = (f;, fu, fn, fp) dortliisiine X den X' ne tanimli bir
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caprazlanmig kare morfizmi denir. Gruplar {lizerinde tanimlanan tiim caprazlanmis kareler ile bunlar
arasinda yukaridaki gibi tanimlanan ¢aprazlanmis kare morfizmleri grup homomorfizmlerinin uygun
bileskesi islemi ile birlikte X?Mod ile gosterilen bir kategori yapisina sahiptir.
Teorem 24. Cat*-gruplarin kategorisindeki ¢aprazlanmis modiillerin kategorisi XMod(Cat! — Gp) ile
gruplar iizerindeki ¢aprazlanmis karelerin kategorisi X*Mod (Gp) dogal olarak denktir.
Ispat: Oncelikle bir 8: XMod(Cat! — Gp) —» X*Mod(Gp) fanktoru tanimlayalim. 8 fanktoru objeler
lizerinde sdyle tanimlansin: (A, B, @) iigliisii XMod(Cat! — Gp) kategorisinde bir obje olsun. O halde
L =kers,, M = kersg, N =Imsy, P =Imsg, 1 = alkersA’ A= tAlkersAa u= tBIkersB, V= allmsA
ve h(m,n) = m - n — n olmak lizere 90((04, B, a)) = X = (L, M, N, P) bir ¢aprazlanmus karedir. Once
h fonksiyonunun iyi tanimli oldugunu gosterelim. m € M = ker sz ve n € N = Im s, igin sz(m) = 0
ve s,(a) = n olacak sekilde bir a € A vardir. Boylece s, (m -Sy(a) — sy (a)) = 0 dir (Esitlik (16)).

SA(m -sa(a) — SA(a)) = SA(m : SA(“)) — 5454(a)

= sg(m) - s454(a) — s454(a)

=0-s4(a) —s4(a) (16)
= s4(a) — s4(a)
=0

Yanim -n —n € kers, = L dir. Simdi (i)-(v) sartlarinin saglandigini1 gosterelim. Gergekten, [ €
L,me€ M,n € N ve p € P olmak iizere P nin M iizerine etkimesi ve N nin L {lizerine etkimesi sirasiyla
p-m=p+m-—pven-l=n+1—nseklinde tanimlidir.

Simdil € L, m,m' € M, n,n" € N ve p € P olsun.

(i) Once A ve A’ déniisiimlerinin P —invaryant oldugunu (Esitlik (17)) gosterelim.

Ap-D=al@-D=p+al)—p=p-al) =p- A1) (17)
ve p € P = Im si oldugundan p = sg(b) olacak sekilde bir b € B vardir. O halde A'(p - 1) = p -
A'(D) dir (Esitlik (18)).
A(p-1) =ta(sp(b) - 1) = tpsp(b) - ta(D) = sp(b) - ta() =p - (1) (18)
Boylece A ve A’ doniisiimlerinin P —invaryant oldugunu gostermis olduk. Simdi (M, P, u),
(N,P,v) ve (L, P,k = uA) tgliilerinin birer ¢aprazlanmis modiil oldugunu gosterelim. (M, P, )
tigliistiniin bir ¢aprazlanmis modiil oldugunu zaten biliyoruz. Ayrica (N, P,v) = (sS4, S5)(4, B, a)
goriintii ¢aprazlanmis modiiliidiir. O halde sadece (L, P,k = uA) tglistiniin bir ¢aprazlanmis
modiil oldugunu gostermek yeterlidir.

(@ [ € Lvep € P olmak tizere

k- D) =p@-D)=pp-20)=p+u(2®)-p=p+xD) -p (19)

(b) L, 1" € L olmak tizere

k- U=p(A@) - U=2D-U'=1+1—1 (19)
olup (L, P, k) da bir ¢aprazlanmis modiildiir.
(ii) Simdi Ah(m,n) = m+n- (—m) ve A’h(m,n) = m - n — n oldugunu gosterelim.
Ah(m,n) =A(m-n—n)=a(m-n—n)
=m+an)—-m-—an) =m+aln)- - (—m) (20)
=m+v(n)-(—-m)=m+n-(—m)
ven € N = Im s, oldugundan n = s4(a) olacak sekilde bir a € A vardir. O halde
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Ah(m,n) =2 (m-su(a) —sa(@)) = ta(m - s4(a) —s4(a))
=1ty (m " S4 (a)) —ty (SA (a)) =tgp(m) - t4 (SA (a)) —s4(a) (21)
=pu(m) - sa(a) —sa(a) =p(m) - n—n=m-n—-n
(i) Simdi h(A(1),n) = L+ n - (=I) ve h(m, A'(1)) = m - 1 — I oldugunu gbsterelim.

h(AD),n) =AD) - n—n=all) n—n=l4+n—-1l—n=1+n-(=1) (22)
ve

A(mAD))=m-20) =21 =tg(m) - t4() — ta(D) = t,(m-1-1) (23)
olup m-l—1€N =1Ims, oldugundan m -l — 1 = s,(a) olacak sekilde bir a € A vardir.
Boylece

A(m A (D) =t,(m-1=1) = ty,(s4(@) = s4(a) = m -1 — Idir. (24)

(iv) Simdi h(m+m',n)=m-h(m’,n)+h(mmn) ve h(mn+n")=h(mn)+n-h(mn’)
oldugunu gosterelim.
him+m',n)=(m+m') - n—n=m-(m'-n)—n
=m-(m"-n)—m-n+m-n—n (25)
=m-(m'-n—n)+(m-n—n)=m-h(m',n) + h(m,n)
ve
h(mn+n)=m-n+n)—m+n)=m-n+m-n"—n"+n
=m-n—n+n+(m-n"—-n")+n (26)
= h(m,n) + (n+ h(m,n") + n) = h(m,n) + n- h(m, n)’dir.
(v) Sonolarak h(p - m,p - n) = p - h(m,n) oldugunu goésterelim.
h(p-mp-n)=h(p+m-pp-n)=@P+m-p)-(p-n)—p-n
=(p+m-p+p)-n—p-n=p-(m-n)—p-n (27)
=p-(m-n—n)=p-h(m,n)dir.
Béylece X = (L, M, N, P) gergekten bir ¢aprazlanmus karedir. Simdi (A', B, a') {igliisii XMod(Cat! —
Gp) kategorisinde herhangi bir obje, 60((cﬂ’,B’,a’)) =X"=l' M ,N',P) ve(f,g)(ABa)—
(A',B',a’) ise XMod(Cat! — Gp) kategorisinde herhangi bir morfizm olsun. O halde f;, = flkersy

fu= glkerSB’ fv = flImSA ve fp= gIImSB olmak {izere 0;({f,9)) = {fu, fu, fn, fp): X =
(L,M,N,P) - X' = (L',M',N’, P") bir ¢aprazlanmis kare morfizmidir. 8 = (6,, 8,) doniisiimiiniin bir
fanktor oldugu kolaylikla goriilebilir. Simdi bir 1:X*Mod(Gp) — XMod(Cat! — Gp) fanktoru
tanimlayalim. 1 fanktoru objeler {izerinde soyle tanimlansin: X' = (L, M, N, P) bir ¢aprazlannms kare,
leL, meM, neN ve p€P olmak lizee A=LXN, B=MxP, s,(l,n) =(0,n), t,(I,n) =
0,2 +n), sg(m,p) =(0,p), tg(m,p) = (0,u(m) +p), a =A1Xv ve B grubunun A grubu
tizerine etkimesi (m,p)-(L,n) =(m-(p-1)+h(m,p-n),p-n) olarak tamimlansin. O halde
Yo(X) = (A, B,a) XMod(Cat! — Gp) kategorisinde bir objedir. Gergekten A = (A4,54,t4) Ve B =
(B, s, tg) nin birer cat'-grup ve (4, B,a) nin bir caprazlanmis modiil oldugunu biliyoruz. O halde
sadece etkimenin bir cat!-grup etkimesi oldugunu gostermemiz yeterlidir. (m,p) € B ve (I,n) € A
olmak iizere

sa((mp) - (Ln)) = sa(m- (p- 1) + h(m,p-n),p-n) = (0,p-n) = (0,p) - (0,n)

= sg(m,p) - sa(l,n)

ve (28)
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ta((m,p) - (Ln)) = ta(m- (- 1) + h(m,p - n),p - 1)

=(0,A(m-(@-D+h(mp-n))+p-n)

=(0,2(m-(p-D)+AXh(mp-n)+p-n)

=0, (um)+p)-)+m-(p-n)—p-n+p-n)

= (0.2((m) +p) - 1) +m- (p-n)) (29)

=(0,(u(m) +p) - A'D + (u(m) +p) - n)

=(0,(um) +p)- X' +n))

= (0,u(m) +p) - (0,4°(D) +n)

=tg(m,p) - t4(l,n)
dir. Simdi X' = (L',M’,N’, P") iicliisii X?Mod(Gp) kategorisinde herhangi bir ¢aprazlanmis kare,
0, (X' =(L,M',N', P')) = (A", B',a") ve{f., fu, fn, fr): X — X' ise bir ¢aprazlanmis kare morfizmi
olsun. O halde f = f, X fy ve g = fu X fp olmak tizere Y, (fL, fu, fa, f2)) = {f,9): (A, B, a) -
(A’,B',a") XMod(Cat! — Gp) kategorisinde bir morfizmdir. 1 = (1, ;) doniisiimiiniin bir fanktor
oldugu kolaylikla goriilebilir. Simdi 17: Y0 = 141 _xmoa V€ @: Y = 1x2p0q dogal izomorfizmlerini
tammlayalim. XMod(Cat! — Gp) kategorisindeki her (A, B, a) objesi igin

fa:kersy X Ims, = A, (a,x) » a+x (30)
ve
fg:kersg X Imsg - B, (b,y) » b+y (31)

olmak iizere N(4pq) = (f,g) izomorfizmidir. Ayrica X?Mod(Gp) kategorisindeki herhangi bir
caprazlanmis kare X = (L, M, N, P) igin

fo=m:Lx{0} > L, (,0)~1 (32)
fu=m1:Mx{0} > M, (m,0) »m (33)
fy =m:{0} XN > N, (0,n) »n (34)
fr=m:{0}xP->P, (0,p)p (35)

olmak tizere ¢x = (fL, fu, fn, fp) izomorfizmidir. Diger detaylar kolaylikla goriilebilir. Boylece ispat
tamamlanmis olur.
Tanmim 25 G bir grup ve i € {1,2} olmak tizere s;, t;: G —» G dort grup endomorfizmi olmak {izere eger
(i) heri € {1,2}icin s;t; = t;, t;s; = s;,
(i) i # j olacak sekildeki her i,j € {1,2} icin s;5; = s;5; , t;t; = tjt; , S;t; = t;s,
(iii) heri € {1,2} i¢in [Kers;,kert;] = {0}
sartlar1 saglaniyorsa (G, Sy, t1, S, t;) beslisine bir cat>-grup denir (Loday, 1982).
Acikga goriiliiyor ki bir (G, sq,ty, S, t,) Cat?-grubu aslinda ayn1 G grubu iizerinde birbirinden
bagimsiz fakat bibiriyle uyumlu iki cat!-gruptan, (G, s;,t;) ve (G, s, t), olusur.
(G, s1,t1,S5,t5) ve (G',s1,t],s5,t3) birer cat?-grup olsun. Eger bir f: G — G’ grup morfizmi
(i) heri e {1,2}i¢in fs; = s|f,
(i) heri e {1,2}i¢in ft; = t/f
sartlarini sagliyorsa bu f doniisiimiine cat®-gruplarin bir morfizmi denir. Diger bir deyisle f grup
homomorfizminin bir cat?-grup morfizmi olabilmesi icin gerek ve yeter sart f: (G, s1,t;) = (G', s, t;)
ve f: (G, s,,ty) = (G', s5, t}) doniisiimlerinin birer cat'-grup morfizmi olmasidir. Objeleri cat>-gruplar,
morfizmleri ise yukarida tammlandig1 sekilde cat?-grup morfizmleri olan bir kategori olusturulabilir. Bu
kategori ise Cat? — Gp sembolii ile gosterilir.
Asagidaki teorem 1988 yilinda Ellis (1988) tarafindan verilmistir.
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Teorem 26 Cat?-gruplarin kategorisi Cat? — Gp ile gruplar iizerindeki ¢caprazlanmus karelerin kategorisi
X?Mod(Gp) dogal olarak denktir (Ellis, 1988).

Bu denkliklerin ispatlarinda verilen fanktorlar birlikte g6z 6niine alindiginda XMod(Cat! —
Gp) kategorisindeki bir (A, B, a) objesi i¢in G = (ker sy, < Im s4) < (ker sz % Im sg) dersek

51:6 - G, (@), (0,) » 51((a,2), (5,)) = ((0,%),(0,5)) (36)
t:G > G, ((@,%),(5,)) & t,((2,2), (b,) = ((0,t4(a) + ), (0,t5(b) +¥)) (37)
52:G = G, ((@x), (b,y) » 55((@,x), (0, ) = ((0,0), (b,7)) (38)
t2:G = G, ((0,%),(0,) » t:((@x),(5,) = ((0,0), (a(a), a(x)) + (b)) (39)

olmak iizere (G, sy, t1, S, t,) beslisi bir cat?>-grup olur. Tersine olarak (G, s;, t;, S5, t,) bir cat?-grup ise
A =XKers,, B=1Ims,, a =t,|s, Sa =S1la, ta =ti|la, Sg = 51| Ve tg = t;|p olmak lizere A =
(A,s4,t4) Ve B = (B, sg, tg) birer catl-grup ve (4, B, a) bir ¢aprazlanmis modiildiir. Hatta (A, B, @)
ticliisii XMod(Cat! — Gp) kategorisinin bir objesidir.

O halde yukaridaki verilmis olan sonuglar 1s1ginda bizde asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 27 Caprazlanmis cat'-modiillerin kategorisi XMod(Cat! — Gp) ile cat?-gruplarin kategorisi
Cat? — Gp dogal olarak denktir.

Ayrica Sahan ve Mohammed (2019) c¢aprazlanmis modiillerin kategorisindeki i¢ kategorileri
karakterize edip bu tip cebirsel yapilar ile ¢aprazlanmis karelerin kategoriksel olarak denk olduklarini
gostermislerdir. Bu sonuca dayanarak asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 28 Cat!-gruplarin kategorisindeki ¢aprazlanmis modiillerin kategorisi XMod(Cat! — Gp) ile
caprazlanmis modiillerin kategorisindeki i¢ kategorilerin kategorisi Cat(XMod) dogal olarak denktir.

SONUC

Bu ¢alismada oncelikle cat’-gruplarin kategorisindeki caprazlanmis modiiller tanimlanmis ve
elemanlar, islemler ve etkimeler yardimi ile karakterize edilmistir. Bu tip cebirsel yapilar ¢aprazlanmis
cat!-modiiller olarak adlandirilmis ve cesitli ozellikleri incelenerek ¢aprazlanmis catl-modiillerin
kategorisi olusturulmustur. Bir ¢aprazlanmis cat'-modiiliin aslinda gruplar iizerindeki ¢aprazlanmus
modiillerin kategorisinde bir cat!-obje oldugu goriilmiistiir. Son olarak, bu ¢alismanin as1l amaci i¢inde,
caprazlanmus cat'-modiiller kategorisinin gruplar {izerindeki caprazlanmis karelerin kategorisi ile dogal
olarak denk oldugu ispatlanmis ve bdylece yeni olusturulan bu cebirsel yapinin, gaprazlanmis cat’-
modiillerin, homotopi 3-tipleri i¢in yeni bir cebirsel model oldugu ortaya c¢ikarilmistir. Daha 6nce
yapilmis ¢aligmalardan bilindigi iizere gruplar iizerindeki gaprazlanmis karelerin kategorisi ile cat?-
gruplarin kategorisi dogal olarak denktir. Bu denklik bu ¢alismada elde edilen sonug ile birlestirildiginde
caprazlanmis cat'-modiillerin kategorisinin de cat>-gruplarin kategorisine denk oldugu sonucuna varilir.

Daha sonra yapilabilecek c¢alismalara ornek olarak, bu calismada tekrar edilen teknikler
kullanilarak, benzer sonuglar, yalnizca cat'-gruplar i¢in degil, ayn1 zamanda daha genel ve daha yiiksek
boyutlu cebirsel kategoriler i¢in de gosterilebilir. Ayrica grup teorisinde bildigimiz; normallik, bolim,
merkez, komiitatér, vb. kavramlari, gruplar iizerindeki ¢aprazlanmis modiillerde elde edildigi gibi,
caprazlanmis cat'-modiiller i¢in de elde edilebilir.

Cikar Catismasi
Makale yazarlar1 aralarinda herhangi bir ¢ikar catismasi olmadigini beyan ederler.

Yazar Katkisi
Yazarlar makaleye esit oranda katki saglamis olduklarini beyan eder.
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