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Ozet

Bu ¢alismada, verilen bir kaynak tarafindan olusturulan elektromagnetik
alan kuvveti mitkemmel elektrik iletken yiizeye sahip bir dalga kilavuzunda
zaman donemi analitik bir metot olan Elektromagnetik Teoriye Evrimsel
Yaklagim (EAE) uygulanarak sunulmustur.

TE dalga Ikilavuzu modunun tam kiimesi zaman doneminde elde
edilmigtir. Problem analitik olarak EAE catist altinda ¢oziilmiistiir. Her alan iki
etkenden olusmaktadir. Biri Neumann sinir 6zdeger probleminin uygun sinir
kosullar1 altinda ¢oziilmesi ile elde edilen fonksiyon, digeri zaman ve eksenel
koordinat’a bagh olan modal genliklerdir. Bu genlikler Klein-Gordon kismi
diferansiyel denklemi ¢oziilerek elde edilmistir. Analitik sonuglar grafikler ile
desteklenmistir. Grafikler Bessel fonksiyonunun tamsayr ve yari tamsayi
durumlari igin gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Elektromagnetik teori, Maxwell denklemleri, zaman-
dénemi, evrim denklemleri, modal baz, modal genlik, Bessel fonksiyonu.

Abstract

In this study, the problem of electromagnetic field strength which are
produced by a given source function which has arbitrary time dependency in a
waveguide having perfect electric conductor surface is considered by an
analytical time domain method called Evolutionary Approach to
Electromagnetics (EAE). -

A complete set of TE waveguide mode is obtained in time domain. The
problem is solved within the analytical framework of the evolutionary approach
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to electromagnetics. Every field component is product of two factors. One of
them is a vector function of tramsverse waveguide coordinates. They are
specified via solutions to Neumann boundary eigenvalue problem. Every
element of the modal basis satisfies appropriate boundary conditions over the
waveguide surface. The other factors, which are scalar functions, have physical
sense of the modal amplitudes for the waveguide field components. They are
obtained explicitly as the products of a simple algebraic factors, which specify
the modal amplitudes depend on the waveguide axial coordinate and time.
Analytical and Graphical results are presented for the cases when the orders of
the Bessel fuctions are all possible integer and semi-integer numbers.

Key Words: Electromagnetic theory, Maxwell equations, time-domain,
evolutionary equations, modal basis, modal amplitude, Bessel function.

GIRIS
Bu ¢aligmada tartigmalar Elektromagnetik Teoriye Evrimsel Yaklagim
yontemi ile yapilmigtir. EAE’nin temel prensibi Maxwell denklemlerindeki

elektromagnetik alanlarin bulunmasinda O, zaman tiirevini koruyup sistemden

alanlar1 ¢ekerek Klein-Gordon denkleminden genlikleri ve potansiyelleri de
Helmholtz denkleminden elde edip ¢6ziime ulagmasidir.

Elektomagnetik teorinin Maxwell denklemeleri tizerine kuruldugunun
kabul edilmesinin ardindan, problemlerin ¢ogu Fourier uzayinda gelistirilmistir.
Elektromagnetik  problemlerinin  ¢oziimlerinde  Fourier — doniigtimiiniin
kullanilmasi zamani bagimsiz degisken olmaktan ¢ikarmis ve saptanan etkin
frekans degerlerindeki alan ifadelerinin genlikleri ters Fourier doéniigiimii ile
zaman doénemine indirgenerek, elektromagnetik problemlerin zaman donemi
cevaplar1 aranmistir. [Erden, 2009]

Fakat; burada ele alinan EAE yontemi, 0, zaman tiirevi korunarak ki
Matematikgilerin Evrim Denklemleri olarak adlandirdign zaman tiirevli
diferansiyel denklemlerin bu sayede #, =0 ve ¢, =¢ aralifindaki tekamiiliinii
hesaplayip gozlemleyebilmek imkanmi tanimistir. Metodun farklhilifi uygun
baslangi¢ sartlar1 altinda, yine uygun smir kosullar1 (nasil bir kesit-alanda
¢ahigihyor ise buna baglh smir kosullar1) uygulanarak hesaplanan

elektromagnetik alanlarin zaman donemindeki davraniglarinin
goézlemlenebilirligidir. Klein-Gordon denkleminden elde edilen modal genlikler
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zamana (ve eksenel koordinat z’ye) baghdirlar. Denklemden elde edilen
¢ozlimler zaman-bagimli oldugu gibi bu diferansiyel denklemin ¢ *min (0,00)

araligindaki degerleri i¢in bir seri ¢6ziimii olugtururlar.

Bu fikir 1980’lerde O. A. Tretyakov tarafindan ortaya atilmis ve Rus
bilimsel dergilerinde yaymlanmstir [Tretyakov, 1986], [Tretyakov, 1989].
Yontemin Ingilizce versiyonu ise ilk olarak 90’1 yillarda yaymlanmistir
[Tretyakov, 1993], [Tretyakov, 1994]. EAE yonteminin degisik uygulamalari
hakkinda yakin zamanlardaki yaymlar fikir verecektir [Aksoy and Tretyakov,
2002], [Aksoy and Tretyakov, 2003], [Aksoy and Tretyakov, 2004], [Aksoy et
al, 2005].

EAE yontemi iki ana fikre dayanmaktadir. Yaymlar kronolojik
incelendiginde elektromagnetik problemlerin zaman doéneminde g¢aligilmasi
fikrinin onciileri 1940’larda ve 1950’lerde goriilmektedir. J. C. Slater [Slater,
1946], G. V. Kisun’ko [Kisun’ko, 1949], K. Kurokawa [Kurokawa, 1958] ve R.
Miller [Miller, 1961] alanlar1 6zmodlarin serileri seklinde sunmaya ¢aligan ilk
kisilerdir. Elektromagnetik alanda daha sonra yayimlanan J. Van Bladel’in eseri
bu fikri detayli bir sekilde icerir [Van Bladel, 1985]. Bu fikir, alanlarmn
kompleks genlikleri igin ileri siiriilmiis ve simdiye dek uygulanmaya devam
edilmigtir. Zaman donemindeki Maxwell denklemlerine Fourier doniigimii
uygulanarak; 0, , i@ ile degistirilmi ve genel durumda lineer olmayan biinye

denklemleri lineer hale getirilmigtir [Erden, 2009]. Dolayisiyla, sadece bir yol
kalmigtir: Elektromagnetik problemi frekans doneminde lineerlestirmek. Ancak,
lineer elektromagnetik problemlerde bile Fourier doniisiimii goriindiigii kadar
kolay degildir [Erden, 2009]. Bu konuda kargilagilan problemlere iligkin
derinlemesine bir inceleme P. Hillion’un makalesinde mevcuttur [Hillion,
1993].

ZAMAN DONEMI MODLARI PROBLEMI

Dalga kilavuzlar1 boyunca sinyal transferinin analizi iki ana kisimdan
olugur. Ilki, zaman-dénemi dalga kilavuzu modlarmin modal bazda sunumudur.
Ikincisi ise, Klein-Gordon dalga denkleminin ¢6ziilmesidir. Klein-Gordon
denkleminin ¢oziimii bize sinyal transferini saglayan zaman-bagimli modal
genlikleri gosterir. Klein-Gordon denkleminin ¢6ziimii nedensellik (causality)

prensibine bagl kalmarak bulunur. Bu ¢6ziimler seri halinde evrimsel olarak
ifade edilir.
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Bos (hollow) bir dalga kilavuzundaki sinyallerin yayilmasi ve iletilmesi
problemi analitik bir zaman-donemi metodu olarak diisiiniiliir. Dalga kilavuzu
geometrik olarak homojen, Oz ekseni boyunca regiiler ve onun kesit-alam yeteri
kadar diizgiin yiizeyli kapali tekli-baglantilidir. Bu yiizeyin miimkiin olan hi¢bir
acis1 7 dereceyi agmamaktadir. Dalga kilavazu yiizeyt miikemmel elektik
iletkendir. Tam TE dalga kilavuzlart modu direk olarak zaman-déneminde elde
edilmistir. Her bir modal alan enlemsel (transverse) ve eksenel (longitudinal)
kisimlarimin vekt6r uzantilarinin toplamu olarak alinmugtir. Her bir uzanti iki
etkenden olusur. Biri dalga kilavuzunun bir eleman1 ve enlemsel dalga kilavuzu
koordinatlarinin vektér fonksiyonu olan modal baz, digeri ¢t zamani ve eksenel
koordinat z nin skalar bir fonksiyonu olan bir modal genlik. Modal bazlarin
biitlin elemanlar1 skalar potansiyel yardimiyla belirlenir. Bunlar uygun bir yol
ile normalize edilmis Laplacian i¢in Neumann simir-deger probleminin
Oz¢oziimleridir. Modal bazin her bir elemani dalga kilavuzu yiizeyinde uygun
smir kosullari saglar. Modal genlikler evrimsel kismi diferansiyel denklemler
sisteminin zamana (ve eksenel koordinat z 'ye) bagh ¢oziimleridir.

3-bilesenli pozisyon vektorii R ve V -operatorii, dalga kilavuzu kesit-
alanin § yiizeyi ve z-ekseni,

R=r+zz, V=V, +10, (1)
olarak almacaktir. Burada z, Oz ekseni boyunca yonelmis birim vektor, r S kesit
alanhh dalga kilavuzundaki 2-bilesenli pozisyon vektorii ve V,, V ’nin

enlemsel kismidir. Diferansiyel operatorii V | sadece enlemsel dalga kilavuzu

koordinatlarinda (r) ¢alisir. 3-bilesenli elektromanyetik alan kuvvet vektorleri
E ve H her biri agagidaki gibi iki-bilesenli ve bir-bilesenli vektérlerin toplami
olarak

E,(R,?)=E(r,z,)+zE,(r,z,1)

@)
H,(R,?)=H(r,z, t)+zH (r,z,t)

sunulmustur.
Siir kogullari,

(n-H), =0, (I-E), =0, (z'E), =0 (3)

dir. Burada n normal birim vektor, 1 teget birim vektor ve z eksenel koordinattir.
Bu ¢aligmada sadece TE zaman-dénemi modu tartistlmigtir.
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TE Zaman-Dénemi Modu

TE zaman-donemi modlart i¢in Neumann problemini ¢6zerek

baglanmalidir.
(V2 +02 ), (K)=0

0,y (x), =0 (4)

v2 2
= |y, () ds =1
. )

burada 0, =n-V , L konturu iizerinde normal tiirev, Ui >0, m=12,....
Ozdegerler, m indisi reel eksende artan bir sira ile siralanan numerik degerler,

v, (r) lerde bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerdir.
Ornek1:

Tipik 0 < x < a ve 0 < y <) ile sinirlart belirlenen dikdortgen seklinde

bir dalga kilavuzu olan L konturunu diistinelim. AZ normalizasyon sabiti olmak
tizere W, (1') potansiyelini ¥, (r) =Aly, (r) olarak  alalim.
w,(r)=cos(pm/a)cos(my/b) dir. p ve g  parametreleri

p,q=012,..p+q#0 sartim saglayan tamsayilardir. (4) problemini
¢Ozerek ‘

v = 7r2(p2 /a* +¢* /bz)sluf,,q

(5)

A =2-6,,)2-6,0)/v,,= 4]
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elde edilir. Burada &,, ve J,, Kronecker deltasidur. v: Gzdegerlerini reel
¢ksen {iizerinde konumlayan indis m indisidir: i.e., m—)( ,q). Y (r)

potansiyeli zaman-dénemi 7E modlarinin taniminin bir pargasidir.

E’ =0
UL = (=04 a2 ) HE Y ()7
U;Ian = <a(umz)hm (Z’t)>[_2 MV W, (r)]

0B, = (b o, v ()]
burada 0, .,y = LQ, O 2) = 19 ve c= —m boslukta 151k hizidir.
”’ co, ot " v Ot
Modal alan giftleri dalga kilavuzu Kkesit-alaninda [*] koseli parantez ile
gosterilir. Buradaki potansiyellerin hepsi Laplacian’dan elde edilirler. <*> kink

parantez ile ifade edilen faktorler uygun modal alan uzantilarinin modal
genlikleri fiziksel manasina sahiptir. Hepsi Klein-Gordon denkleminden elde

edilen bir A, (Z, t) potansiyeli tarafindan belirlenir.

02, —82. 1), (z0)= (7)
(4) problemi bir sifir asikar ¢oziimiine daha sahiptir. Bu ¢6zim v =0
ozdegerine karsihlk gelir ve harmonik W (r) fonksiyonu igin
V¥, (r)=0, 8, ¥ ,(r )|L =0 problemini iretic. r € L+S ve ¢, bir sabit

olmak tizere harmonik fonksiyonlar maksimum-minimum teoreminden
Y, (r) = ¢, elde edilir. ¥, (r) potansiyeli bir 7E modu daha tretir.

E!(r,z,t)=0, H!(r,z,t)=1zc, (8)
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burada Hg alanmin modal genligi de bir sabittir.

Weyl Teoremi TE zaman-donemi modunun L, Hilbert uzayinda tam
oldugunu ifade etmektedir [Weyl, 1940].
Uyan 1:

Her bir ayn sabit degerli m indisi icin, (6) zaman-dénemi modu smir
kosullarim saglar
Uyan 2:
(6) denklemi her zaman-donemi ( .»H_) modal alam 0, zaman tiirevini
koruyan Maxwell denklemler sisteminin belirli bir ¢éztimiidiir:

VxE, =-udH, ve VxH, =£0E, (9)

0, zaman tiirevini koruyan Maxwell denklemlerinin bir ¢6ziimii olarak zaman-
dénemi modal alanlar1 6zel rélativite teorisine uygun olarak hesaplanmalidir.

Klein-Gordon Denklemi icin Baslangic Kosullary

Klein-Gordon denklemi herhangi diger ikinci dereceden kismi
diferansiyel denklemler (PDE) gibi “baglangi¢ kosullann” ¢ifti ile
desteklenmelidir. Fiziksel olarak, bunlar uygun bir sinyal kaynaginin
eksitasyonunda rol oynar. Bu kaynagm ¢=0 anindan &nce uyaridmadig:
(hareketsiz oldugu) fakat r=0 aninda eksitasyona basladig1 farz edilsin. Eger
bdyleyse, baslangi¢ kosulu

p(z), 720=120igin

f(§:T)|§:0 =
0, 7<0=>1<0 igin
(10)
@(r), 720=1>0icin

arf(f’7)|§=o =

0, 7<0=>1t<0 igin
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olarak yazilmalidir. qo(z'), (B(‘r) verilmelidir ve £ =0 = z = 0 olmahdur.

Son ger¢ekte TE zaman-donemi moduda bu ¢atilarda uniformdur. “Boyutsuz’
zaman 7 ve eksenel koordinat £ ’y1 ' :

>

T=v,ct ve £=0,z (11)
secelim. O zaman (7) ve (12) ikisi de ayni denklemdir.
(62 -8% +1)1(&,7)=0 (12)

burada, 7 = v, ct, &=v,z olmak sartiyla f(£,7), h, (&,7) yerindedir.

MODAL GENLIK PROBLEMI

Klein-Gordon denklemi, grup feorinin iskelet ¢atisindaki Poincare grubu
altinda calisildiginda kendi o6zelliklerini korur. W. Jr. Willer Klein-Gordon
denklemini bu yontiyle ¢alismigs ve bu denklemin c¢oziimiinde “simetrinin
yoriingeleri” denen onmbir (11) birbiri ile dik (ortogonal) fonksiyon
olugturmugtur. Caligmalarin sonuglar1 zaman- doneminde elektromagnetik alan
teorisinin gelismesinde genig uygulama alam1 bulmugtur. Asagida bu konuda bir
ornek bulabilirsiniz. '

(12) Klein-Gordon denkleminin f (5,1’) ¢oziimiiniin modal genlikler i¢in
potansiyel belirledigi hatirlansin. Diigtiniilstin ki heniiz bilinmeyen “yeni” (u,v)
degiskenleri ile verilen bir fonksiyon f[u(Z,7), v(f,r)] ve (u,v) iki kere
diferansiyellenebilen “eski” (f,f) degiskenlerinin bir fonksiyonu olsun.
f [u(§,r), v(f,‘r)] fonksiyonunun (12) denkleminin ¢oziimii olarak yerine

konmasi basit manipiilasyonlardan sonra denklemi yeni haliyle verir.
ffonksiyonunu agagidaki gibi degiskenlerine ayrilsin

f=1&0)=flule, o) ulg D= fluv)=Ulp () (13)

(12) denklemini (u,v) cinsinden yeniden sekillendirilirse,
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-G Rl

J{az ]6f [6u8v 6u6v]82f

+f=
(14)

yeni denklemi elde edilir. Burada f fonksiyonu (u,v) bagimsiz degiskenlerine
bagh bir kaynak fonksiyonudur. Bir sonraki hedefimiz (14) denkleminden eski

(é‘,r) bagimsiz degiskenlerinin elimine edilmesidir. # ve v ye uygulanan 0

PYSRRPYE 07 0t OE OF | Oudv

ved ¢ kismi tiirevleri yardimiyla burada verilmistir. Bundan dolay1, bu hedef u

ve v nin (f,’r) degiskenlerinin fonksiyonu olarak belirlenebilmesi ile

 gergeklestirilebilir. #(£,7) ve w(&,7) fonksiyon giftlerinin elde edilebilmesi
- basit bir durumdur.

MODAL GENLIKLERIN BESSEL FONKSIYONU YARDIMI iLE
COZULMESI

Miller’in listesinden 2) durumuna (case2) detayli bir g6z atalim.
r=ucoshv, &=usinhy, 0<u<oo, ~0<y<o (15)
olarak alinsm. Once u(é’, r) ve v(«f, T) degiskenlerine gecis yapilmalidir.
Bundan dolay,
72 =u’cosh?v ve * =u’sinh*v

P& =u (coshzv sinh? ) u’

ve boylece,
w=t"-E su=r*-&, 0su<w. (16)
elde edilir. Buna ilaveten
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usinhv .
éz =tanhv, yani, arctanh£=v, —0<Y<®
T ucoshv T

(17)
yazilabilir. Ve bu denklemde
f _ 1, 7+ f (1 8)

v=arctanh>=—In—=
T 2 1-¢&
seklinde daha kullamigh hale getirilebilir.

Sadelestirmelerin ardindan

[52 +li+1_iijf(u,v)=o (19)

ou®  uou u’ o’
kismi diferansiyel denklemi (PDE) elde edilir. Bernoulli’nin ¢arpim metodu «
ve v degiskenlerine uygulanarak

[ =16 7)= flulg. o) g0 = fluv) = Up (v)
yazilir. Bu son degiskenlerine ayrilmig carpimin (1 9) denkleminde yerine
yazilmastyla '

> 190 1 V"(v)
LA P Ulu)=0 20
o wou W v(v) ) (20)
——

aZ

kismi diferansiyeli denklemi elde edilir. Yani,

U;(u)+%U;(u)+[1——:—22JUa(u)=O

(21)
Viv)-a®v,(v)=0
(2 1) adi diferansiyel denklem ¢iftine varilir. Burada & degiskenlerine ayrilma

metodunun bir sabitidir. (21) denkleminin U (u) fonksiyonuna ait adi
diferansiyel denklem kismindaki Bessel diferansiyel denkleminden Bessel
Sfonksiyonu, V(v) fonksiyonuna ait olan kismindan ise bir #istel fonksiyon elde
edilir. Her iki denklem de iki lineer bagimsiz ¢6ziime sahiptir.
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,V(v) fonksiyonu @ keyfi sabit bir parametre olmak iizere V"(v) = an(v)
yazilarak

V(v)=a,e™ +be™
yazilabilir. Burada a_,b, € R olmak iizere keyfi reel parametrelerdir. Fakat

asagida f fonksiyonu olugturulacagi i¢in bu keyfi parametreler simdilik ihmal
edilecektir. Yani,

r(v)=e (22)
olarak ifade edilebilir.
vArdmdan, U (u) fonksiyonu Bessel diferansiyel denklemini verir
(i+ 19 4 —a—ZJU(u) =0 (23)
ou’ uou u’ )
Bu denklem lineer bagimsiz iki ¢6ziime sahiptir,
Ulw)=4,J,()+B,Y, () (24)

burada 4, ve B, keyfi sabitlerdir. Denklemde, J ve Y Bessel fonksiyonlan
olmak tizere, ¥(x) orijin etrafinda raksak oldugundan U(u) ¢oziimii 4, keyfi
sabit olmak iizere

Ulu)= 4,7, () (25)
dir. Simdi bu distel fonksiyon ve Bessel fonksiyonunun ¢arpimi olarak ifade
edilen f fonksiyonu yazilsin.

7= 16.7)= & hug 7= 1v) = Ul ()
idi. Buradan,
Bunlarin kombinasyonu (5, 1‘) bagimsiz degiskenleri cinsinden fiziksel olarak
dikkate deger:

fav(g,r).=ca("‘§)%fa(\/¥-7—? )+Da(”§)gfa( 7og)

T+¢& T—
(26)
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¢6ziimii elde edilir. Coziimiin £ = 0 *a goére simetrik oldugunu gormek kolaydir.

Bu noktadan sonra arttk £ 2>0 uzaymm miimkiin oldugu ve keyfi sabit
(constant)’in thmal edildigi, & keyfi sabit bir parametre olmak iizere,

fa(f,r)=[“§fh( ey (27)

T+¢&

denklemi elde edilmis olur.

GRAFIKLER

Asagidaki grafiklerde & sabit tutularak f (f,r) kaynak fonksiyonu ve
2 2 . o ot e .. . ..
J, (w/ 7 =& ) Bessel fonksiyonunun zamanla degigimi gosterilmigtir.

Fn—_fol

a =0, eksenel koordinat £ sabit, 7 boyutsuz zaman
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a =1, eksenel koordinat £ sabit, 7 boyutsuz zaman

J

S p——
P

0.6
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a =1/2, eksenel koordinat & sabit, 7 boyutsuz zaman

F3 T3
F F
1a
os 44
0.4 -1l
m
0,3 —_;l -
02—” j""
“ Wy \ fy r R
o141 g 1 ;' \ J \\_ f\\ L)
o+
o1 ) ;j \ Y W s 7
-0.2- 1§ \
I -
oz U
10 20 30 40

o =3/2, eksenel koordinat & sabit, 7 boyutsuz zaman

SONUCLAR VE ONERILER
Maxwell denklemlerinde O, zaman tiirevi korundugunda sinyalin nasit

evrildigi gézlemlenebilir. Her alan zamanin degisen degerleri igin farkliliklar
gosterir.

Maxwell denklemlerinden cekilen operatorler kendine-es (self-adjoint)
operatorlerdir. Bundan dolay: 6zdegerler reel degerlidir.

TE modu sonuglar1 nedensellik prensibini saglar.

Miller’in listesinin disginda da hesaplanacak alanlar i¢in birbirine
ortogonal olamayan sistemlerlede caligilabilir.
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