KIiRISLER METRIGI

Ali DONMEZ!

Ozet

Bu calismada, diizlemdeki x ve y noktalar i¢in

d(x,y) =27
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fonksiyonlarimin birer metrik olduklar1 gosterilecektir.

d(x,00)=
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Kirigler Metrigi

1.GIRiS

X, bos olmayan herhangi bir kiime olsun. Eger
i. Tim x,ye X ogelerii¢in d(x,y) >0,

ii. Tuim x,ye X o6geleriigin d(x,y)=d(y,x) olan simetri kosulu
iii.  d(x,y)=0 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun x = y olmasi ve

iv. Tim x,y,ze X 06geleri igin
d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)
olan iiggen esitsizliklerini ger¢ekleyen X x X kiimesinden gergel sayilar
kiimesine olan d fonksiyonuna X kiimesi tizerinde bir metriktir denir. Bunu
kisaca (X,d) ikilisi bi¢iminde gosteririz. Dikkat edilirse, d metrigi bir
kiimenin herhangi iki 6gesinin arasindaki uzaklig1 géstermektedir.

Bu arada, iki egri arasindaki aginin yoniinii ve biyiikligiini koruyan doniigiime
de konform denir.

Kirigler metriginin bir metrik olusturdugunu gostermek o kadar kolay degildir.
Ik {i¢ kosulun saglandigim mutlak deger &zelliginden kolayca sdyleyebiliriz.
Fakat, liggen esitsizligini gostermek o kadar kolay degildir. Bunun icin bir dizi
Ozelligi géstermemiz gerekiyor.
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2.TEOREMLER

Birim Riemann kiiresinin merkezinden ekvator diizlemini gegiriniz. Bu
diizlemdeki bir nokta M (x,y) olsun. Bu M noktasi ile P ile gosterilen

gliney kutbunu birlestiren dogru pargasi kiireyi M'(a,b,c) noktasinda kessin.
Kiirenin giiney kutbu P(0,0,—1) olsun. Buna gore,

il.

iii.

1v.

1 b b
*_ Y a = ve z=—a +i—

= . x = N
a b l+c l+c 4 l+c l+c  l+c
olduklarin1 gosteriniz.

z+zZ 1z-7z 1-zz
a= —, b=- — ve c= —

1+zz il+zz I+zz
sonuclarini ¢ikariniz.

Kiire iizerindeki M’ noktasindan gecen iki egri arasindaki agi, bu
egrilerin diizlem {izerinde iz disiimii olan M noktasindaki a¢i ile
aynidir. Yani, izdiigiim konformdur.

Diizlem {izerindeki dogru veya ¢emberin, kiire iizerindeki izdiigiimiiniin
bir cember olacagini gosteriniz.

Kiire tizerindeki iki nokta arasindaki kirig uzunlugu, diizlemdeki z = x
ve z = y terimleri cinsinden

d(x,y) =222
’ N1+ xx 1+ yy

olacagini gosteriniz. Ayrica,

d(x,0) =

2

V1+xx

sonucunu bulunuz. d(x, y) ifadesi bir metrik midir?
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3.ISPATLAR
i. OK=0M',0Ol=x,0]=a,0P=1+¢c,00=y ve OR=b

olduklarim, asagidaki sekilden gorebiliriz. M ve M' noktalarmin
koordinatlar1 arasindaki baglilik bulunacaktir. Benzer iiggenlerden,

elde edilir. Ayrica,

OM OM PO 1
OK OM' PO

1+c
yazilir. Buradan,
X 1 y a b a+ib
—_—=—= . X = , = ve Z =
a l+c b 1+c¢ l+c¢ l1+c¢
olarak bulunur.
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il.

iii.

1v.

Bir kere, merkezcil birim kiirenin denklemi, at+b*+c* =1

seklindedir. z= atib oldugundan, z = aib olur. Buradan
l+c I+c
(I+c)z+z)=2a ve (1+c¢)(z—2) =2ib yazlir. Ote yandan,
+b° 1-¢ 1- 2
1+22=1+2 b2=1+ CZ=1+ €_
(I+c) (I+c) I+c l+c
yazilir. Boylece,
1-zz _ 1-x*-)° z+z 2x 2x 2y

= ’a_ = = ’b:
l+zz 1+x°+)° 1+2z 1+|Z|2 1+x° +y° 1+x° +y°

olarak bulunur.

M' noktasinda kesisen iki egriye bu noktada ¢izilen tegetler, sirasiyla,
ekvator diizlemini ve P noktasinda kiireye teget olan diizlemi 4, B ve
A', B" noktalarinda kessin. A" ve B’ noktalarindan kiireye
AP, AM',B'P ve B'M' tegetleri ¢izilmis oldugundan,
A'P=AM" ve BP=B'M' olur. A'B' kenari, M'A'B’ ve PA'B’
licgenlerinde ortaktir. Oyleyse, M'A'B' iiggeni ile PA'B’' iiggeni
K.K.K. baghligina gore esittir. Buradan, A'MB’ agisi= AMB agis1
olur. Bu da, kiire iizerindeki bir M’ noktasinda kesisen iki egri
arasindaki acinin, ekvator diizlemine olan izdiisiim acis1 ile ayni
oldugunu gosterir. Yani, tegetler arasindaki agiin biiyiikligi ve yonii
korundugundan, izdiisiim konformdur.

Ekvator diizlemindeki bir d dogrusu ile S kutbundan gegen diizlemin
kiire ile olan arakesiti, bir ¢cemberdir. Yine, ekvator diizlemindeki bir
¢emberle S kutbunun belirledigi koninin kiire ile olan kesigimi bir
cemberdir. Fakat, bu acgiklamalar olduk¢a geometrik goriintimliidiir.
Matematiksel ispat1 diigliniilmelidir. Bunun igin,

M'(a,b,c), M(i,i,oj ve P(0,0,~1)
C

l+c¢c 1+

olduklan diisiiniiliirse,
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A
2 2
PM = &bz_,_l = /i
(1+c) l+c

Ve

PM'=\Ja* +b* +(1+c)’ = 2(1+¢)
yazilir. Buradan, PM.PM'=2 bulunur.

Ekvator diizleminde,
X+ y2 =r> cemberi gbz Gniine

alinrsa, x=a/(l1+c) ve
y=b/(1+c) degerleri, x* + y* = > denkleminde kulani-lirsa,
az—erz =r’veyaa’ +b* —r*=2r’c—r’c’ =0
(1+c¢)
olur. Buradan, c=-1 ve c¢=(-r*)/1+7") bulunur
¢ =—1 dizleminin ortak ¢6ziimiinden,

a>+b*> =0 olan P noktast bulunur.c = (1—7*)/(1+7*) ile kiirenin
ortak ¢ozlimiinden,

2
a2+b2:1— 1—1"2 — 47"2
1+7° (1+7°)

a’ +b*+c* =1 Kkiiresi ile
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bulunur. Izdiisiim konform ve 1-1 oldugundan, diizlem iizerindeki
dogru veya ¢emberlerin, kiire lizerine olan doniisiimiiniin ¢ember
olacagin1 hemen soyleyebiliriz.

v.  Ekvator diizlemindeki A ve B noktalarina karsilik, kiire iizerinde,
sirastyla, A" ve B' noktalarim karsihk getirelim. A'B’ Kkiriginin
uzunlugunu, d(A', B') isareti ile gosterelim. (iv) kisminda oldugu gibi,
PA.PA'=2=PB.PB' oldugundan, PA/PB'=PB/PA" yazlr.
Yani, PAB ve PA'B’ {iggenleri benzerdir. Pisagor Teoremine gore,

PA:\,1+|X|2 vePBle+|y|2

seklindedir. Benzer tiggenlerden,

AB'_PA'_ PAPA 2

AB PB PAPB PAPB

yazilir. Buradan,

dey) = ap =248 _ 2]

bulunur. Ozel olarak,
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" 2|x—y| L 2y|x/y—l| 2
im m

=i =
R N T B N LT[ Iy NIV T
yazilir.
Kirisg uzunlugu d(x,y)=d(y,x),d(x,y) =0 x=y ve
d(x,y)<d(x,t)+d(t,y) kosullarini sagladigindan, d(x,y) gosterimi bir
metrik olusturur.
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Ali DÖNMEZ




KİRİŞLER METRİĞİ

Ali DÖNMEZ1

Özet


Bu çalışmada, düzlemdeki 
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 noktaları için
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fonksiyonlarının birer metrik oldukları gösterilecektir.
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1.GİRİŞ
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, boş olmayan herhangi bir küme olsun. Eğer


i. Tüm 
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ii. Tüm 
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[image: image9.wmf](,)(,)


dxydyx


=


 olan simetri koşulu


iii. 
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 olması için gerekli ve yeterli koşulun 

[image: image11.wmf]xy


=


 olması ve


iv. Tüm 
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olan üçgen eşitsizliklerini gerçekleyen 
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 kümesinden gerçel sayılar kümesine olan d fonksiyonuna 
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 kümesi üzerinde bir metriktir denir. Bunu kısaca 

[image: image16.wmf](,)


Xd


 ikilisi biçiminde gösteririz. Dikkat edilirse, 
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 metriği bir kümenin herhangi iki öğesinin arasındaki uzaklığı göstermektedir.


Bu arada, iki eğri arasındaki açının yönünü ve büyüklüğünü koruyan dönüşüme de konform denir.


Kirişler metriğinin bir metrik oluşturduğunu göstermek o kadar kolay değildir. İlk üç koşulun sağlandığını mutlak değer özelliğinden kolayca söyleyebiliriz. Fakat, üçgen eşitsizliğini göstermek o kadar kolay değildir. Bunun için bir dizi özelliği göstermemiz gerekiyor.


2.TEOREMLER

Birim Riemann küresinin merkezinden ekvator düzlemini geçiriniz. Bu düzlemdeki bir nokta 
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 olsun. Bu 
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 noktası ile 
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 ile gösterilen güney kutbunu birleştiren doğru parçası küreyi 
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 noktasında kessin. Kürenin güney kutbu 
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 olsun. Buna göre,
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olduklarını gösteriniz.

ii. 
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sonuçlarını çıkarınız.


iii. Küre üzerindeki 
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 noktasından geçen iki eğri arasındaki açı, bu eğrilerin düzlem üzerinde iz düşümü olan 
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 noktasındaki açı ile aynıdır. Yani, izdüşüm konformdur.


iv. Düzlem üzerindeki doğru veya çemberin, küre üzerindeki izdüşümünün bir çember olacağını gösteriniz.


v. Küre üzerindeki iki nokta arasındaki kiriş uzunluğu, düzlemdeki 
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 terimleri cinsinden
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      olacağını gösteriniz. Ayrıca,
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      sonucunu bulunuz.
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 ifadesi bir metrik midir?


3.İSPATLAR

i. 
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 olduklarını, aşağıdaki şekilden görebiliriz. 
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 ve 
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 noktalarının koordinatları arasındaki bağlılık bulunacaktır. Benzer üçgenlerden,
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     elde edilir. Ayrıca,
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           yazılır. Buradan,
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           olarak bulunur.


ii. Bir kere, merkezcil birim kürenin denklemi, 
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 yazılır. Öte yandan,
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            yazılır. Böylece,
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            olarak bulunur.


iii. 
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 noktasında kesişen iki eğriye bu noktada çizilen teğetler, sırasıyla, ekvator düzlemini ve 
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 noktasında küreye teğet olan düzlemi 
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 teğetleri çizilmiş olduğundan, 
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 üçgenlerinde ortaktır. Öyleyse, 
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 üçgeni K.K.K. bağlılığına göre eşittir. Buradan, 
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 açısı olur. Bu da, küre üzerindeki bir 
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 noktasında kesişen iki eğri arasındaki açının, ekvator düzlemine olan izdüşüm açısı ile aynı olduğunu gösterir. Yani, teğetler arasındaki açının büyüklüğü ve yönü korunduğundan, izdüşüm konformdur.

iv. Ekvator düzlemindeki bir 
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 doğrusu ile 
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 kutbundan geçen düzlemin küre ile olan arakesiti, bir çemberdir. Yine, ekvator düzlemindeki bir çemberle 
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 kutbunun belirlediği koninin küre ile olan kesişimi bir çemberdir. Fakat, bu açıklamalar oldukça geometrik görünümlüdür. Matematiksel ispatı düşünülmelidir. Bunun için,
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      oldukları düşünülürse,
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yazılır. Buradan, 
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 bulunur. Ekvator düzleminde, 
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 çemberi göz önüne alınırsa, 
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olur. Buradan, 
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 düzleminin ortak çözümünden, 
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 noktası bulunur.
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bulunur. İzdüşüm konform ve 1-1 olduğundan, düzlem üzerindeki doğru veya    çemberlerin, küre üzerine olan dönüşümünün çember olacağını hemen söyleyebiliriz.


v. Ekvator düzlemindeki 
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 ve 
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 noktalarına karşılık, küre üzerinde, sırasıyla, 
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 noktalarını karşılık getirelim. 
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 kirişinin uzunluğunu, 
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 işareti ile gösterelim. (iv) kısmında olduğu gibi, 
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 üçgenleri benzerdir. Pisagor Teoremine göre,
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    şeklindedir. Benzer üçgenlerden,
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yazılır. Buradan,
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bulunur. Özel olarak,
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yazılır. 

Kiriş uzunluğu 
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 koşullarını sağladığından, 
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 gösterimi bir metrik oluşturur.
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