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fonksiyonlarının birer metrik oldukları gösterilecektir.
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1.GİRİŞ

X, boş olmayan herhangi bir küme olsun. Eğer
i. Tüm ,x y X öğeleri için ( , ) 0,d x y 

ii. Tüm ,x y X öğeleri için ( , ) ( , )d x y d y x olan simetri koşulu

iii. ( , ) 0d x y  olması için gerekli ve yeterli koşulun x y olması ve

iv. Tüm , ,x y z X öğeleri için 

( , ) ( , ) ( , )d x y d x z d z y 
olan üçgen eşitsizliklerini gerçekleyen X X kümesinden gerçel sayılar 
kümesine olan d fonksiyonuna X kümesi üzerinde bir metriktir denir. Bunu 
kısaca ( , )X d ikilisi biçiminde gösteririz. Dikkat edilirse, d metriği bir 
kümenin herhangi iki öğesinin arasındaki uzaklığı göstermektedir.

Bu arada, iki eğri arasındaki açının yönünü ve büyüklüğünü koruyan dönüşüme 
de konform denir.

Kirişler metriğinin bir metrik oluşturduğunu göstermek o kadar kolay değildir. 
İlk üç koşulun sağlandığını mutlak değer özelliğinden kolayca söyleyebiliriz. 
Fakat, üçgen eşitsizliğini göstermek o kadar kolay değildir. Bunun için bir dizi 
özelliği göstermemiz gerekiyor.
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2.TEOREMLER

Birim Riemann küresinin merkezinden ekvator düzlemini geçiriniz. Bu 
düzlemdeki bir nokta ( , )M x y olsun. Bu M noktası ile P ile gösterilen 

güney kutbunu birleştiren doğru parçası küreyi ( , , )M a b c noktasında kessin. 

Kürenin güney kutbu (0,0, 1)P  olsun. Buna göre,

i.
1

, ,
1 1 1 1 1

x y a b a b
x y ve z i

a b c c c c c
     

    
olduklarını gösteriniz.

ii.
1 1

,
1 1 1

z z z z zz
a b ve c

zz i zz zz

  
  

  
sonuçlarını çıkarınız.

iii. Küre üzerindeki M  noktasından geçen iki eğri arasındaki açı, bu 
eğrilerin düzlem üzerinde iz düşümü olan M noktasındaki açı ile 
aynıdır. Yani, izdüşüm konformdur.

iv. Düzlem üzerindeki doğru veya çemberin, küre üzerindeki izdüşümünün 
bir çember olacağını gösteriniz.

v. Küre üzerindeki iki nokta arasındaki kiriş uzunluğu, düzlemdeki z x
ve z y terimleri cinsinden

2
( , )

1 1

x y
d x y

xx yy




 
      olacağını gösteriniz. Ayrıca,

2
( , )

1
d x

xx
 


      sonucunu bulunuz. ( , )d x y ifadesi bir metrik midir?
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3.İSPATLAR

i. , , , 1 ,OK O M OI x OJ a O P c OQ y        ve OR b
olduklarını, aşağıdaki şekilden görebiliriz. M ve M  noktalarının 
koordinatları arasındaki bağlılık bulunacaktır. Benzer üçgenlerden,

x OM y

a OK b
 

     elde edilir. Ayrıca,

1

1

OM OM PO

OK O M PO c
  

   
           yazılır. Buradan,

1
, ,

1 1 1

x y a b
x y

a c b c c
   

  
ve 

1

a ib
z

c





           olarak bulunur.



Ali DÖNMEZ

109

ii. Bir kere, merkezcil birim kürenin denklemi, 2 2 2 1a b c  

şeklindedir. 
1

a ib
z

c





olduğundan, 

1

a ib
z

c





olur. Buradan

(1 )( ) 2c z z a   ve (1 )( ) 2c z z ib   yazılır. Öte yandan,

   

2 2 2

2 2

1 1 2
1 1 1 1

1 11 1

a b c c
zz

c cc c

  
       

  
            yazılır. Böylece,

2 2

22 2 2 2 2 2

1 1 2 2 2
, ,

1 1 1 1 11

zz x y z z x x y
c a b

zz x y zz x y x yz

   
     

       
            olarak bulunur.

iii. M  noktasında kesişen iki eğriye bu noktada çizilen teğetler, sırasıyla, 
ekvator düzlemini ve P noktasında küreye teğet olan düzlemi ,A B ve 

,A B  noktalarında kessin. A ve B noktalarından küreye 

, ,A P A M B P    ve B M  teğetleri çizilmiş olduğundan, 

A P A M   ve B P B M   olur. A B  kenarı, M A B   ve PA B 
üçgenlerinde ortaktır. Öyleyse, M A B   üçgeni ile PA B  üçgeni 
K.K.K. bağlılığına göre eşittir. Buradan, A M B   açısı= AMB açısı 
olur. Bu da, küre üzerindeki bir M  noktasında kesişen iki eğri 
arasındaki açının, ekvator düzlemine olan izdüşüm açısı ile aynı 
olduğunu gösterir. Yani, teğetler arasındaki açının büyüklüğü ve yönü 
korunduğundan, izdüşüm konformdur.

iv. Ekvator düzlemindeki bir d doğrusu ile S kutbundan geçen düzlemin 
küre ile olan arakesiti, bir çemberdir. Yine, ekvator düzlemindeki bir 
çemberle S kutbunun belirlediği koninin küre ile olan kesişimi bir 
çemberdir. Fakat, bu açıklamalar oldukça geometrik görünümlüdür. 
Matematiksel ispatı düşünülmelidir. Bunun için,

( , , ), , ,0 (0,0, 1)
1 1

a b
M a b c M ve P

c c
     

      oldukları düşünülürse,
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2 2

2

2
1

11

a b
PM

cc


  


      ve 

2 2 2(1 ) 2(1 )PM a b c c      
yazılır. Buradan, . 2PM PM   bulunur. Ekvator düzleminde, 

2 2 2x y r  çemberi göz önüne alınırsa, /(1 )x a c  ve 

/(1 )y b c  değerleri, 2 2 2x y r  denkleminde kulanı-lırsa,
2 2

2 2 2 2 2 2 2
2

2 0
(1 )

a b
r veya a b r r c r c

c


     


olur. Buradan, 1c   ve 2 2(1 ) /(1 )c r r   bulunur. 

2 2 2 1a b c   küresi ile    1c   düzleminin ortak çözümünden, 
2 2 0a b  olan P noktası bulunur. 2 2(1 ) /(1 )c r r   ile kürenin 

ortak çözümünden,
22 2

2 2
2 2 2

1 4
1

1 (1 )

r r
a b

r r
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bulunur. İzdüşüm konform ve 1-1 olduğundan, düzlem üzerindeki 
doğru veya    çemberlerin, küre üzerine olan dönüşümünün çember 
olacağını hemen söyleyebiliriz.

v. Ekvator düzlemindeki A ve B noktalarına karşılık, küre üzerinde, 
sırasıyla, A ve B noktalarını karşılık getirelim. A B  kirişinin 
uzunluğunu, ( , )d A B  işareti ile gösterelim. (iv) kısmında olduğu gibi, 

. 2 .PA PA PB PB   olduğundan, / /PA PB PB PA  yazılır. 
Yani, PAB ve PA B  üçgenleri benzerdir. Pisagor Teoremine göre,

2 2
1 1PA x ve PB y   

    şeklindedir. Benzer üçgenlerden,

. 2

. .

A B PA PA PA

AB PB PA PB PA PB

   
  

yazılır. Buradan,

2 2

22
( , )

. 1 1

x yAB
d x y A B

PA PB x y


   

 
bulunur. Özel olarak,
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2 2 2 2 2

2 2 1 2
lim lim

1 1 1 1 1 1
y y

x y y x y

x y y y x x
 

 
 

    
yazılır. 
Kiriş uzunluğu ( , ) ( , ), ( , ) 0d x y d y x d x y x y    ve 

( , ) ( , ) ( , )d x y d x t d t y  koşullarını sağladığından, ( , )d x y gösterimi bir 
metrik oluşturur.
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 metriği bir kümenin herhangi iki öğesinin arasındaki uzaklığı göstermektedir.


Bu arada, iki eğri arasındaki açının yönünü ve büyüklüğünü koruyan dönüşüme de konform denir.


Kirişler metriğinin bir metrik oluşturduğunu göstermek o kadar kolay değildir. İlk üç koşulun sağlandığını mutlak değer özelliğinden kolayca söyleyebiliriz. Fakat, üçgen eşitsizliğini göstermek o kadar kolay değildir. Bunun için bir dizi özelliği göstermemiz gerekiyor.
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v. Küre üzerindeki iki nokta arasındaki kiriş uzunluğu, düzlemdeki 

[image: image27.wmf]zx


=


 ve 

[image: image28.wmf]zy


=


 terimleri cinsinden




[image: image29.wmf]2


(,)


11


xy


dxy


xxyy


-


=


++




      olacağını gösteriniz. Ayrıca,




[image: image30.wmf]2


(,)


1


dx


xx


¥=


+




      sonucunu bulunuz.

[image: image31.wmf](,)


dxy


 ifadesi bir metrik midir?


3.İSPATLAR

i. 

[image: image32.wmf],,,1,


OKOMOIxOJaOPcOQy


¢¢¢


====+=


 ve 

[image: image33.wmf]ORb


=


 olduklarını, aşağıdaki şekilden görebiliriz. 

[image: image34.wmf]M


 ve 

[image: image35.wmf]M


¢


 noktalarının koordinatları arasındaki bağlılık bulunacaktır. Benzer üçgenlerden,


[image: image36.emf]



[image: image37.wmf]xOMy


aOKb


==




     elde edilir. Ayrıca,




[image: image38.wmf]1


1


OMOMPO


OKOMPOc


===


¢¢¢


+




           yazılır. Buradan,




[image: image39.wmf]1


,,


111


xyab


xy


acbcc


====


+++


 ve 

[image: image40.wmf]1


aib


z


c


+


=


+




           olarak bulunur.


ii. Bir kere, merkezcil birim kürenin denklemi, 

[image: image41.wmf]222


1


abc


++=


 şeklindedir. 

[image: image42.wmf]1


aib


z


c


+


=


+


 olduğundan, 

[image: image43.wmf]1


aib


z


c


-


=


+


 olur. Buradan 

[image: image44.wmf](1)()2


czza


++=


 ve 

[image: image45.wmf](1)()2


czzib


+-=


 yazılır. Öte yandan,




[image: image46.wmf](


)


(


)


222


22


112


1111


11


11


abcc


zz


cc


cc


+--


+=+=+=+=


++


++




            yazılır. Böylece,



[image: image47.wmf]22


2


222222


11222


,,


11111


1


zzxyzzxxy


cab


zzxyzzxyxy


z


---+


======


++++++++


+




            olarak bulunur.


iii. 

[image: image48.wmf]M


¢


 noktasında kesişen iki eğriye bu noktada çizilen teğetler, sırasıyla, ekvator düzlemini ve 

[image: image49.wmf]P


 noktasında küreye teğet olan düzlemi 

[image: image50.wmf],


AB


 ve 

[image: image51.wmf],


AB


¢¢


 noktalarında kessin. 

[image: image52.wmf]A


¢


 ve 

[image: image53.wmf]B


¢


 noktalarından küreye 

[image: image54.wmf],,


APAMBP


¢¢¢¢


 ve 

[image: image55.wmf]BM


¢¢


 teğetleri çizilmiş olduğundan, 

[image: image56.wmf]APAM


¢¢¢


=


 ve 

[image: image57.wmf]BPBM


¢¢¢


=


 olur. 

[image: image58.wmf]AB


¢¢


 kenarı, 

[image: image59.wmf]MAB


¢¢¢


 ve 

[image: image60.wmf]PAB


¢¢


 üçgenlerinde ortaktır. Öyleyse, 

[image: image61.wmf]MAB


¢¢¢


 üçgeni ile 

[image: image62.wmf]PAB


¢¢


 üçgeni K.K.K. bağlılığına göre eşittir. Buradan, 

[image: image63.wmf]AMB


¢¢¢


 açısı=

[image: image64.wmf]AMB


 açısı olur. Bu da, küre üzerindeki bir 

[image: image65.wmf]M


¢


 noktasında kesişen iki eğri arasındaki açının, ekvator düzlemine olan izdüşüm açısı ile aynı olduğunu gösterir. Yani, teğetler arasındaki açının büyüklüğü ve yönü korunduğundan, izdüşüm konformdur.

iv. Ekvator düzlemindeki bir 

[image: image66.wmf]d


 doğrusu ile 

[image: image67.wmf]S


 kutbundan geçen düzlemin küre ile olan arakesiti, bir çemberdir. Yine, ekvator düzlemindeki bir çemberle 

[image: image68.wmf]S


 kutbunun belirlediği koninin küre ile olan kesişimi bir çemberdir. Fakat, bu açıklamalar oldukça geometrik görünümlüdür. Matematiksel ispatı düşünülmelidir. Bunun için,




[image: image69.wmf](,,),,,0(0,0,1)


11


ab


MabcMveP


cc


æö


¢


-


ç÷


++


èø




      oldukları düşünülürse,


[image: image70.emf]



[image: image71.wmf](


)


22


2


2


1


1


1


ab


PM


c


c


+


=+=


+


+




      ve 




[image: image72.wmf]222


(1)2(1)


PMabcc


¢


=+++=+




yazılır. Buradan, 

[image: image73.wmf].2


PMPM


¢


=


 bulunur. Ekvator düzleminde, 

[image: image74.wmf]222


xyr


+=


 çemberi göz önüne alınırsa, 

[image: image75.wmf]/(1)


xac


=+


 ve 

[image: image76.wmf]/(1)


ybc


=+


 değerleri, 

[image: image77.wmf]222


xyr


+=


 denkleminde kulanı-lırsa,



[image: image78.wmf]22


2222222


2


20


(1)


ab


rveyaabrrcrc


c


+


=+---=


+




olur. Buradan, 

[image: image79.wmf]1


c


=-


 ve 

[image: image80.wmf]22


(1)/(1)


crr


=-+


 bulunur. 

[image: image81.wmf]222


1


abc


++=


 küresi ile    

[image: image82.wmf]1


c


=-


 düzleminin ortak çözümünden, 

[image: image83.wmf]22


0


ab


+=


 olan 

[image: image84.wmf]P


 noktası bulunur.

[image: image85.wmf]22


(1)/(1)


crr


=-+


 ile kürenin ortak çözümünden,



[image: image86.wmf]2


22


22


222


14


1


1(1)


rr


ab


rr


æö


-


+=-=


ç÷


++


èø




bulunur. İzdüşüm konform ve 1-1 olduğundan, düzlem üzerindeki doğru veya    çemberlerin, küre üzerine olan dönüşümünün çember olacağını hemen söyleyebiliriz.


v. Ekvator düzlemindeki 

[image: image87.wmf]A


 ve 

[image: image88.wmf]B


 noktalarına karşılık, küre üzerinde, sırasıyla, 

[image: image89.wmf]A


¢


 ve 

[image: image90.wmf]B


¢


 noktalarını karşılık getirelim. 

[image: image91.wmf]AB


¢¢


 kirişinin uzunluğunu, 

[image: image92.wmf](,)


dAB


¢¢


 işareti ile gösterelim. (iv) kısmında olduğu gibi, 

[image: image93.wmf].2.


PAPAPBPB


¢¢


==


 olduğundan, 

[image: image94.wmf]//


PAPBPBPA


¢¢


=


 yazılır. Yani, 

[image: image95.wmf]PAB


 ve 

[image: image96.wmf]PAB


¢¢


 üçgenleri benzerdir. Pisagor Teoremine göre,




[image: image97.wmf]22


11


PAxvePBy


=+=+




    şeklindedir. Benzer üçgenlerden,

[image: image98.emf]



[image: image99.wmf].2


..


ABPAPAPA


ABPBPAPBPAPB


¢¢¢¢


===




yazılır. Buradan,




[image: image100.wmf]22


2


2


(,)


.


11


xy


AB


dxyAB


PAPB


xy


-


¢¢


===


++




bulunur. Özel olarak,




[image: image101.wmf]22222


221


2


limlim


111111


yy


xyyxy


xyyyxx


®¥®¥


--


==


+++++




yazılır. 
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