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Elektrikli ara¢ teknolojisinin hayatimiza girmesi ile birlikte farklh tiirde elektrik motorlarinin gelisimi ve verimlilik hesaplamalari
arastirmacilar tarafindan ilgi gérmektedir. Kalici miknatislarin iiretim maliyetlerinin artmasi nedeni ile, yliksek hizli ¢alisan
sistemlerde kullanilmak tizere gesitli indiiksiyon motor tasarimlari mevcuttur. Kiitlesel rotorlu indiiksiyon motorlar1 (KRIM) basit
yapilari, tiretim kolaylig, yiiksek hizda titresimsiz ¢alismasi gibi nedenlerden dolay1 6ne ¢ikan motor tiirlerindendir. KRIM yapilarinin
optimizasyon siireclerinde analitik ¢oziimlerin elde edilebilmesi biiyiik 6nem tasimaktadir. Bu ¢alismada, KRIM tasarimlarinda,
agirlikh kalanlar yontemlerinden biri olan kollokasyon yonteminin kullanilabilirligi arastirilmistir. Calismada Maxwell denklemleri
farkli mertebede kollokasyon polinomlar: tarafindan modellenerek analitik ¢oziimler ile kiyaslanmistir. Calismada, kollokasyon
yonteminin elektromanyetik sistemlerin ¢6ziimii icin kullanish oldugu, 12 ve tzeri kollokasyon noktasi kullanilmasi1 durumunda
kabul edilebilir (RMSE<1e-5) sonuglarin elde edilebilecegi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kiitlesel rotorlu indiiksiyon motoru, kollokasyon yéntemi, yaklasik ¢éziim, girdap akimlart

Abstract

With the integration of electric vehicle technology into our daily lives, researchers have increasingly focused on the development of
various electric motor types and efficiency calculations. Given the rising production costs of permanent magnets, researchers have
explored alternative induction motor designs suitable for high-speed systems. Solid rotor induction motors (SRIM) stand out due to
their simple structures, ease of production, and exceptional vibration-free operation at high speeds. It is crucial to derive analytical
solutions for optimizing Solid Rotor Induction Motor (SRIM) structures. This study explores the viability of utilizing the collocation
method, a type of weighted residuals approach, for the modeling of SRIM structures. Collocation polynomials of various orders were
employed to model the Maxwell equations, and the results were compared with analytical solutions. The findings demonstrate that
the collocation method effectively solves electromagnetic systems, and employing 12 or more collocation points yields results within
acceptable limits, with an RMSE of less than 1e-5.

Keywords: Solid rotor induction motor, collocation method, approximate solution, eddy currents.

EXTENDED ABSTRACT

Introduction Computer-aided analysis of electric motors typically employs
two main methods: numerical and analytical approaches [12, 13].
Numerical methods generally involve the creation of a geometric
model of the system, followed by computational analysis within a
computer environment [14, 15]. Owing to their ease of use and
reliability, commercially available finite element analysis (FEA)
software packages are often preferred over custom software
development. Among these, ANSYS Maxwell, COMSOL, and Finite
Element Method Magnetics (FEMM) are widely utilized for
electromagnetic system analysis. The versatility in handling
diverse geometries and the user-friendly interface contribute
significantly to the preference for FEA programs. In essence, the
computational domain is discretized into small elements, forming
a linear solution mesh. Solving this discretized domain
computationally often incurs high computational costs,
necessitating high-capacity computers.

In the literature, electric motors exhibit diverse structures and
characteristics aligned with their application areas. Permanent
magnet synchronous motors (PMSM) offer high torque density,
reliability, and system efficiency [4]. Induction motors remain
one of the most prevalent types today. Solid rotor induction
motors (SRIM) are favored in high-speed systems due to their
ease of manufacture, high strength, and safety [6]. The literature
presents various SRIM designs with differing rotor structures.
One of the most common types features axially sliced conductive
slots within the rotor body [7]. This axially slitted rotor structure
facilitates the reduction of air losses and enhances
electromagnetic performance [8]. The most commonly used
SRIM type employs solid steel cylinder rotors [9]. Typically, these
are constructed from low-carbon ferromagnetic steel, boasting
high mechanical strength and heat capacity [10].
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Solid rotor induction motor (SRIM) systems typically exhibit
homogeneous rotor structures with uniform geometries. This
characteristic facilitates analytical solutions for the governing
electromagnetic  interaction equations under specific
assumptions. Several studies exploring these analytical
computations exist within the literature [16-19]. Notably, solving
the electromagnetic equations in cylindrical geometries
commonly relies upon the symmetric solution of the Helmholtz
equation. However, solutions obtained under this cylindrical
symmetry assumption frequently include complex components
of Bessel and Modified Bessel functions. Consequently, the torque
and force components translate into highly intricate
mathematical formulations. This complexity ultimately hinders
the utilization of these equations for optimization and parametric
design applications.

Materials and Methods

Solving electromagnetic problems hinges on the solution of
Maxwell's equations. This system simplifies for electromagnetic
domains comprising linear, isotropic, and permeable conducting
materials. Equation 2 expresses the magnitudes of the magnetic
field (B) and electric field (E) in terms of the vector potential (A).
The rotor is a solid conductor of radius r1 and is magnetic. The
stator is assumed to generate a sinusoidal electric current across
the cylinder surface at position ro, with infinite magnetic
permeability. Equation 2 employs exponential collocation
functions. The rotating rotor region and the air gap between the
rotor and the stator are considered as two different regions.
Optimal collocation coefficients satisfying the boundary
conditions in both regions are determined, ultimately yielding
the solution.

Results and Discussion

This study investigates whether the collocation method, one of
the weighted residual methods, is suitable for the analytical
modeling of solid-state-rotor induction motors. Initially, partial
differential equations (Equation 8-9) and boundary conditions

(Equation 12-14) that need to be solved by decomposing
Maxwell's equations were simplified. For the application of the
collocation method, exponential functions (Equation 19) and a
polynomial family (Equation 21) that satisfy the boundary
conditions were defined. The results of the solutions, consisting
of 4, 8, 12, and 16 collocation points, are presented in Figures 2
and 3. It was shown that the errors decreased as the number of
collocation points increased, and precise solutions could be
obtained when a sufficient number of collocation points were
used.

An increase in the number of collocation points not only increases
the order of the selected polynomial but also improves the
function's behavior. Table 2 compares the magnetic vector
potential obtained from the collocation method with the results
of the analytical solution. For the solution with 12 collocation
points and a slip value of , the corresponding MAE, MSE, and
RMSE values are 0.00058, 3.30E-06, and 0.013, respectively. On
the other hand, for the solution with 8 collocation points and a
slip value of , the MAE, MSE, and RMSE values are found to be
0.00011, 3.16E-08, and 0.00235.

Conclusion

There are some articles available in the literature that investigate
the analytical solution of SRIM (Solid Rotor Induction Motor)
designs, similar to different electric motors [17-19]. These
studies typically involve single or double rotor layers. Few of
them included the investigation of stator structures. This
situation arises from the challenges encountered in solving the
Maxwell equations. There are not enough solutions for more
complex problems. It has been demonstrated that the proposed
collocation method eliminates the problems encountered in
solving the Maxwell equations. When a sufficient number of
collocation points are used, approximate solutions that can be
easily expressed using exponential or polynomial functions can
be obtained.

1. Giris

Son yillarda elektrik makinelerinin veriminin artmasi ile birlikte
elektrik  motorlarinin  ara¢  teknolojilerinde  kullanimi
yayginlasmistir. Elektrikli kara araglari, drone ve elektrikli
ucaklar, elektrikli denizalti ve elektrikli gemi sistemleri
giinlimiizde en ¢ok ¢alisilan konular arasindadir [1-3].

Elektrik motorlari, kullanim alanlarina gore farkli yap1 ve
ozelliklere sahiptir. Kalict miknatish senkron motorlar (KMSM)
(Permanent Magnet Synchronous Machines PMSM) yiiksek tork
yogunlugu, yiiksek giivenilirlik ve yiiksek sistem verimliligine
sahiptir [4]. Genellikle rotor icerisine farkl dizilimlerde
yerlestirilen miknatislar kullanilir. Topraktan elde edilen kalic
miknatis tedariginde yasanan sorunlar nedeni ile iiretim
maliyetleri her gegen giin artmaktadir [5].

indiiksiyon motorlar1 giiniimiizde yaygin olarak kullanilan bir
diger elektrik motoru tiiriidiir. Uretim kolaylig), yiiksek dayanimi
ve giivenli olmasi nedeni ile kiitlesel rotorlu indiiksiyon motorlar1
(KRIM) (Solid Rotor Induction Machine SRIM) yiiksek hiza ihtiyag
duyan sistemlerde tercih edilir [6]. Literatiirde farkli rotor
yapisina sahip KRIM tasarimlari mevcuttur. En yaygin olarak
kullanilan tiplerinden biri, rotor goévdesinde eksenel olarak
dilimlenmis iletken yariklara sahip rotordur [7]. Eksenel olarak
dilimlenmis rotor yapisi hava kayiplarinin azalmasina yardimci
olur ve elektromanyetik performansinin artmasini saglar [8]. En
yaygin olarak kullanilan KRIM tiirii ise yekpare celik silindir

rotorlu motorlardir [9]. Genellikle diisiik karbonlu ferromanyetik
celikten yapilirlar, mekanik dayanimlar1 ve 1s1 kapasiteleri
ylksektir [10].

Yiiksek hizli uygulamalarda c¢alisacak elektrik motorlarinin
yliksek performans, diisiik maliyet ve yiiksek dayanima sahip
olmasi i¢in elektromanyetik, mekanik ve termal etkilesimi
dikkate alinarak tasarlanmahdir [7,11].

Elektrik motorlarinin bilgisayar destekli analizinde genellikle
sayisal ve analitik olmak iizere iki yontem kullanilir [12-13].
Sayisal yontemler genel olarak sistemin geometrik modelinin
olusturularak bilgisayar ortaminda hesaplamalarin yapilmasina
dayanir [14,15]. Kullanim kolaylig1 ve giivenilir olmalar1 nedeni
ile 6zgiin yazilmlar gelistirmek yerine, genellikle iicretli sonlu
elemanlar (SEA)(finite element analysis (FEA)) paket
programlar1  tercih edilir. Literatiirde elektromanyetik
sistemlerin analizi i¢in ANSYS Maxwell, COMSOL ve Finite
Element Method Magnetics (FEMM) programlar1 yaygin olarak
kullanilan programlardir. SEA programlarinda ¢ok c¢esitli
geometrilerin olusturulabilmesi ve kullanici dostu araytizii tercih
edilme nedenlerinin basinda gelir. Temel olarak hesaplama alani
kiiglik elemanlara béliinerek dogrusal bir ¢6ziim ag1 yaratilir. Bu
alanin bilgisayar ortaminda ¢6ziimii genellikle hesaplama
maliyetinin yiliksek olmasina neden olur ve yliksek kapsaiteli
bilgisayarlar gerektirir. Elektromanyetik yapiy1 yoOneten
denklemlerin ¢dziilmesi ile, elde edilen denklemlerin yapisal ve
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1s1l incelemeler i¢in farkli program altyapilarina aktarilarak yeni
coziimler olusturulmasina ihtiya¢ duyulur.

KRIM sistemleri genellikle diizgiin geometriye sahip homojen
rotor yapilarindan olusur. Bu durum elektromanyetik etkilesimi
yoneten denklemlerin belli kabuller altinda analitik ¢dziimiiniin
yapilabilmesine olanak tanir. Guo vd. silindirik geometriye sahip
bir KRIM geometrisinin devre parametrelerini elde etmek i¢in
analitik bir ydntem 6nermistir. Calismada rotor iizerinde olusan
eddy akimlarini, rotor direnci ve karsilikl endiiktans katsayisini
analitik olarak veren formiiller tiiretilmistir [16]. Papini vd.
indiiksiyon motorlarinda olusan eddy akimlarini analitik olarak
elde etmis, analitik ¢6ziimleri kullanarak girdap akimlardan
kaynaklanan sicaklik degisimini bir boyutlu SEA yoéntemini
kullanarak modellemistir [17]. Ergene ve Ertugrul iki katmanl
rotor yapisina sahip bir KRIM modelini ve stator geometrisini
iceren elektromanyetik ¢oziimleri analitik olarak elde etmis ve
SEA programi sonuglari ile kiyaslamistir [18]. Chen vd. ¢ok fazh
kafes tipi indiiksiyon motorlarinda, stator {izerinde olusan
manyetik motor kuvvetlerini (MMK) analitik olarak incelemistir.
Rotor geometrisini dort farkli alan olarak ele almis, her bir
bolgede olusan MMK kuvvetlerinin, uzamsal harmonik ¢éziimler
olarak elde edilebilecegini gdstermistir [19].

Elektromanyetik denklemlerin silindirik geometride ¢6ziimi
genellikle Helmholtz denkleminin simetrik ¢dziimiine dayanir
[19]. Silindirik simetri kabulu altinda elde edilen ¢dziimler
genellikle Bessel ve Modifiye Bessel fonksiyonlarinin karmasik
bilesenlerini icermektedir. Bu nedenle tork ve kuvvet bilesenleri
olduk¢a karmasik matematiksel formiillere déniismektedir. Bu
durum elde edilen denklemlerin optimizasyon ve parametrik
tasarimlarda kullanimini zorlagtirmaktadir.

Calismada, kollokasyon yonteminin temel yapisi agiklanmis,
KRIM yapilari i¢in kollokasyon yontemi kullanilarak ¢éziim elde
edilmistir. Elde edilen ¢oziimler literatiirde yer alan analitik
formiiller ile kiyaslanarak gecerlilii gosterilmistir. Bir
problemde analitik ¢ézlim yapilabiliyor ise genellikle sayisal
yontemler ile ¢6zlim yapilmasina gereksinim duyulmaz.
Giinlimiizde ilgilenilen miihendislik problemlerinin biiyiik bir
¢ogunlugunda analitik ¢6ziime ulasilamaz. Kollokasyon yontemi,
analitik ¢6zlimii yapilamayan bu sistemlerin ¢6ziimii icin hizli ve
kullaniglh bir ¢6zliim yoéntemidir. Calisma, elektromanyetik
sistemlerin bilgisayar destekli analizi igin kollokasyon
yonteminin kullanimimi agiklamakta olup, KRIM modelinde
yeterli kollokasyon noktasi alindiginda, analitik ¢o6ziime
yeterince yakin sonuglar alinabilecegini gostermistir.

2. Materyal ve Metot

Dogrusal, izotropik gecirgen ve iletken malzemelerden olusan

elektromanyetik sistemler icin Maxwell denklemlerinin
diferansiyel formu Esitlik (1) ile verilmistir [20].
VeE=p
VeB=0
oB
VxE=—-—— 1
p 1)

oE
VxB=pud+ uo—
)+ o

Burada, ¢ ve 0, ortamin manyetik gecirgenlik sabiti ve dielektrik

gecirgenlik sabiti, p ve J ise serbest elektrik yiik yogunlugu ve
akim yogunlugudur. Akim yogunlugu terimi disaridan uygulanan
akimlari ve elektrik iletkenliginden olusan akimlari icermektedir.
Elektrik ve manyetik alanlar E ve B skaler ve vektor potansiyeli
¢ ve A cinsinden ifade edilebilir [21].

V=0

Boylece Esitlik (1) otomatik olarak sadelesir. Elektrik alan ve
manyetik alan ifadeleri A vektori tiiriinden asagida verilmistir
[22].

E=-iwA
B=VxA
2 O0°A
VA - uo pe =—1 (2)

Esitlik (2) iletken, homojen ve izentropik ortamlar icin gecerli
olup, sistemin genel elektromanyetik davranmisini veren
diferansiyel denklemdir.

2.1. Elektrik Model
Bircok ¢alismada KRIM i¢in asagida verilen basitlestirilmis model
kullanilir (Sekil 1) [16,17]. Rotor, I, yaricapina sahip bir
silindirden olusur. Stator, ro(r0>r1) yari¢apina sahip olup,

manyetik gecirgenligi sonsuz kabul edilir. Akim eksenel
dogrultuda bir yiizey boyunca akmaktadir. Motor eksenel
uzunlugu L olarak kabul edilir ve kenarlarda olusan ug etkileri
thmal edilir (r,/L<<1). Y4, ve p, sirasi ile havanin ve rotorun

manyetik  gecirgenligi, ¢ rotor malzemesinin elektrik
iletkenligidir.
Hava Stii’[()‘[‘ y 4

\

Rotor \
> :

W s ..
,,_,/ J = J®.e,
e Akim yiizeyi

Sekil 1. Problem geometrisi
Figure 1. Problem geometry

Stator akiminin agisal frekansi w, rotor iizerinde olusan akimin
acisal frekansisw ve s <1 kayma(slip) olarak tanimlanir. Bu
durumda mekanik agisal iz (@, ),

w,=0,—o, =(1-S)o (3)
P kutup sayisi (pole-pairs) olmak iizere yeniden tanimlanir.
@
oy =(1- S)E (4)

iki es merkezli silindirik koordinat sistemi tamimlanur: (r, 8, z) ve
(r,0', ). 0 sabitve stator lizerinde (stator frame) yer alan eksene
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gore acisal dénmeyi, 8’ rotor ilizerindedir ve doénen eksen
takimina gore donmeyi temsil eder. Bu durumda,

0=0+a,t (5)
Esitlik (4) kullanilarak,
ot — po =swt — po’ (6)

Akim yogunlugu (J), manyetik vektdr potansiyeli (A) ve
elektrik alan ( E) yalnmizca z dogrultusunda olusur. Manyetik
alan (B)r ve @ bilesenlerinden olusur.

J=J(6,1e,
A=A(r,0,t)e, %
E--A

ot

Deplasman akimlar1 ihmal edildiginde, Esitlik (2) yayilim
vektoriine dondsiir.

VA= ,ua%A (rotorda) (8)
V?A =0 (Hava boslugunda)
Sabit kordinat eksenine gore;
A 10A 1 °A oA
st——t S5 =uo— 9
o ror r°oe ot

Stator ylizey akimi kompleks uzayda tanimlanir (Esitlik 10).

J=1J,Refel
2mK I N

dp”p

m
zhy

(10)

Burada, m faz sayis;, K stator sargl faktorii, N bir fazda yer

dp
alan sargi sayisi, | faz akiminin rms degeridir [16,17]. Esitlik
(9)'un ¢oziimiinde degiskenlerine ayristirma yontemi kullanilir.
Bu durumda,

A(r,6,t) =Re{a(r)e’ "}
Dénen rotor ekseni i¢in Esitlik (6) kullanilir ise,
A(r,6',t) =Re{a(r)e’* "}
Coztim iki farkli alan tizerinde ayriklastirilarak elde edilir.

O<r<r, — A(r,0t)=Re{a®(r)e "}

n<r<n — A(rot= Re{a(z)(r)e“‘“”"")}

Boylece Esitlik (9) basitlesir.

2.(1) [ 2
diaz_'_}da - p—2+jsa)yo' a® =0
dr r dr r
2,(2) @ 2 1y
da® 1da® p° .o _,
ar> r dr r?

2.2. Elektrik model

Esitlik (11)'in ¢6ziimi i¢cin dort temel sinir sartina ihtiyag¢ vardir.

328

Rotor ve stator ara kesitinde ( r =1, ) eksenel dogrultuda elektrik

alan ve manyetik alan bilesenleri siirekli olmalidir.

1da® 1 da®
odr g, dr

(12)

a® =a® (13)

Stator akim yiizeyinde manyetik aki yiizey akimlarina esit
olmalidir.

1 da®
;70 dr

m

(14)

Ayrica, rotor ve stator yapisi silindirik simetri kabulii altinda
¢oziildiigiinden rotor i¢ bolgesinde (r =0) A sonlu olacak sekilde
katsayilar secilmelidir.

2.3. Kollokasyon Yontemi

Miihendislik alaninda karsilasilan problemlerin analitik ¢6ziime
ulasmak genellikle ¢ok zor veya miimkiin degildir. Bu gibi
durumlarda genellikle baz1 kabuller yapilarak analitik ¢éziimii
elde edilebilen problemlere indirgenir. Ancak analitik ¢6ziimler
genellikle seri ¢oziimlerdir ve karmasik ifadelerden olusur. Bazi
durumlarda problemi temsil eden yaklasik ¢oziimler elde
edilebilir.  Kollokasyon  yontemi  ¢esitli ~ miihendislik
problemlerinin ¢6zlimi icin kullanilan bir yéntemdir. Kismi ve
adi diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde, integro diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinde ve sayisal verilerin yorumlanmasinda
kullanilmaktadir [23-25]. Durak ¢alismasinda adi ve kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6ztimiinde kollokasyon yonteminin
nasil uygulanacagini acgiklamistir  [23]. Arastirmacilar,
genellestirilmis  esit genislikli dalga denklemini farkh
kollokasyon ydntemlerini kullanarak sayisal ¢ozmiistiir [26,27].
Karako¢ vd. kollokasyon temelli sonlu elemanlar ydntemini
kullanarak Sawada-Kotera (S-K) denkleminin sayisal ¢dziimlerini
temsil eden bir matematiksel model incelenmistir [28]. Ak ve
Karako¢ degistirilmis Kawahara denkleminin septik B-spline
kollokasyon yontemi ile sayisal ¢6ziimiinii elde etmis, Von-
Neumann kararhilik analizi uygulayarak yoéntemin kosulsuz
olarak kararli oldugu gostermistir [29].

Genel formda bir diferansiyel denklem Esitlik (15) ve Esitlik (16)
formunda tanimlanabilir.

y(O) =Y
y(x) =Y (15)
y(L) =y,
L(y)=f(r)
(16)

J(r) =v(r)+ > (1)

Burada, L ; diferansiyel operator, f(r) ; homojenligi bozan terim,
y; yaklasik
¢oziim, Yy, ve Y, smr sartlar,, Y,; I noktasinda fonksiyonun

y; diferansiyel denklemin ¢oéziim fonksiyonu,

degeri, V ; problemin sinir sartlarini saglayan keyfi bir fonksiyon,
U, ; diferansiyel denklemi saglamak iizere onerilen polinom

ailesidir. R(r;) kalan (residual) olarak tanimlanir ve Esitlik (17)
ile hesaplanir. u;, polinom ailesi keyfi olarak secildiginden iistel,

trigonometrik veya polinom formunda olabilir. Polinom ailesi ne
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olursa olsun kalan R(r) 6nerilen polinom ailesinin katsayilarini

iceren bir matris olarak karsimizas c¢ikar ve ¢6ziimii halinde
yaklasik ¢6ziim elde edilir.

R(R) = f(r)-L[y(r)]= (17)
Esitlik (18) dikkate alindiginda, a® ve a®® fonksiyonlari icin a®
ve a® olmak iizere iki fonksiyonun yaklasik ¢oziimi elde
edilmelidir.

a®%r) =v®(r)+ Zn:ui‘”(r)
. (18)
a®(r)=v@(r)+ > u?(r)

go

ve V@ fonksiyonlar1 simir sartlarini saglamak tizere Esitlik

(19)’da verildigi formda segilir.

vO(r) = an” +a,n "

PO () =byr? +b,r? (19)

Esitlik (12-14) ile verilen sinir sartlar dikkate alinir ise a,=0 ve
Esitlik (20) elde edilir. Elde edilen denklemlerin ¢6ziimii a,,b;,b,

katsayilarini verir.
P P _
- blrl + bzrl =0

n n
—ar”t—— (@ —br ") =0
Mall ﬂo(bll 21 ) (20)

bzr{ pil) = _‘]m

L(blrlp -

Ho
Esitlik (19) ve Esitlik (11) géz oniine alindiginda v® 'nin verilen
kismi diferansiyel denklemi sagladig: goriiliir. Bu durumda yeni
bir polinom o&énermeye gerek kalmaz. Ancak v® fonksiyonu
Esitlik (11a) ile verilen adi diferansiyel denklemi (ADD)
saglamaz. Bu nedenle ADD nin ¢6ziimiinii elde etmek iizere u®

¢oziim ailesi Esitlik (21) ile verildigi iizere polinom olarak
secilebilir.

. n .
u®(ry=>cr
i=1

ul(lj — C,I’H

(21)

Burada n bir tamsayidir ve ¢6zliimiin mertebesini ifade

etmektedir. f(r)=0 olmak iizere;

) d(r"l) du
dr

n 2 I'
Zc, + Zc,

n
i= r|1
( 1

Esitlik (22)'nin farkh kollokasyon noktalar i¢in ¢éziimi ile c;

p? (22)
S+ Jsa),uo]

n

2er

=—jsouc(ar’)

katsayilar1 elde edilir. Esitlik (18a) ve elde edilen katsayilar
kullanilarak probleme ait yaklasik ¢oziimler elde edilir.

3.

Tablo 1 ile 6rnek bir KRIM parametreleri verilmistir. Esitlik (20)
fiziksel biiyiikliikler dikkate alinarak coziiliir ise a, =-26.9476,

Bulgular ve Tartisma

b, =-13.4918 ve b, =-154.9153elde edilir. Elde edilen sonuglar

literatiirde yer alan analitik ¢6ziimler ile kiyaslanarak gecerliligi
test edilecektir. Analitik ¢6ziim yontemi ve formiilasyonu
hakkinda daha detayl bilgi i¢in icin [18] ve [19] numaral
referanslar incelenebilir.

Tablo 1. Parametreler.

Table 1. Parameters.

Parametre Deger Aciklama

m 2 Faz say1s1

de 1.0 Sarg faktorii

I p (A) 8 Faz akimi (rms)

N 100 Seri bagh sarim sayisi

Iy (mm) 58.5 Stator i¢ ¢cap1

I, (mm) 58.3 Rotor dis yarigapi

p 2 Kutup sayisi

Hy 47107 Havanin manyetik gecirgenligi
A 750 k4, Rotor manyetik gecirgenligi
O (S/m) 5.55x10¢  Rotor iletkenlik katsayisi
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Sekil 2’de s=0.01 ve s=0.1 kayma degerine sahip KRIM nin 14
kollokasyon noktas1 i¢in analitik ¢6ziim ve yaklasik ¢6ziim
birlikte verilmistir. Sekilde goriilecegi lizere her iki ¢6ziimde de,
v(r) fonksiyonu analitik ¢6ziim ile problem simir sartlarin

saglayacak sekilde uyum saglamaktadir. u(r) fonksiyonu ise
sinirlar1 homojen olarak secilmis olup, problemin ¢6ziim
alaninda fonksiyonu gercek ¢oziime yaklastiracak sekilde deger
almaktadir. Iki fonksiyonun toplami ( y(r) =v(r)+u(r)) gergek

fonksiyon degerlerini saglamaktadir.

Sekil 3a ve Sekil 3b ile s=0.1 kayma degeri icin farkl kollokasyon
noktalarinda manyetik vektor potansiyeli A ve eddy akimlari J,
‘nin yarigap dogrultusunda degisimi analitik ¢6zlim ile birlikte
gosterilmektedir (J,=cE). Yaklasik ¢6zliimiin dogruluguy,
kollokasyon nokta sayisi ile dogru orantilidir. Her iki biytklik
icin de kollokasyon nokta sayis1 arttik¢a yaklasik ¢6ziim analitik
¢oziime yaklagsmaktadir. n>8 icin hata 10-3ten daha kiigiiktiir.
n=12 icin elde edilen yaklasik ¢oziim gercek ¢oziimi ¢ok iyi
temsil etmektedir.

Ortalama mutlak hata(Mean Absolute Error MAE), Ortalama kare
hata (Mean Square Error MSE) ve Ortalama kare hatanin
karekokil (Root Mean Square Error RMSE) iki serinin benzerlik
oraninl elde etmek ve seri benzerliginin bir o6l¢iisii olarak
kullanilan en yaygin parametrelerdir [30]. Burada gercek
(analitik) ¢oziim y, , yaklasik ¢dziim y, ve D oérnek sayisi olmak
tizere Esitlik (23-25) ile hesaplanir. s=0.1 ve s=0.01 degerleri

icin farkl kollokasyon noktalarinda hata degerleri hesaplanarak
Tablo 2 ile verilmistir.
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Manyetik vektor potansiyeli s=0.01 (a)

0.05

) 10 20 30 40 50 60

r(mm)
0.1 Manyetik vektor potansiyeli s=0.1 (b)
0.051
<< 0 S —
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u
u+y
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Sekil 2. 0.01 ve 0.1 kayma degerleri icin kollokasyon drnegi

Figure 2. Collocation example for 0.01 and 0.1 slip values
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Sekil 3. Farkli kollokasyon nokta sayilarinda yakinsama. Farkl
kollokasyon noktalarinda A (a). Farkli kollokasyon noktalarinda
J (b).

Figure 3. Convergence at different numbers of collocation points.
A at different collocation points (a). J at different collocation
points (b).

1 D
MAE == Iy, = 9,| (23)
n=1
1L _\2
MSE=BZ(yn—yn) (24)
n=1
18 2
RMSE = [=2 (= Ya) (25)

n=1

Tablo 2. Vektor potansiyeli icin hata analizi tablosu.

Table 2. Error analysis table for vector potantial.

S n MAE MSE RMSE
4 0.00899 0.00027 0.2012
8 0.00115 7.65E-06 0.0257
0.1
12 0.00058 3.30E-06 0.013
16 7.24e-05 5.42E-08 0.0016
4 0.0029 1.76E-05 0.0644
8 0.00011 3.16E-08 0.00235
0.01
12 4.29e-07 5.80E-13 9.60E-06
16 5.03e-10 8.38E-19 1.13E-08

Tablo 2’de goriildigii lizere kayma arttikca rotor dis cap1
tizerinde manyetik etkiler biriktiginden hata degerleri s ile
dogru orantihidir. 12 ve 16 kollokasyon noktasina sahip
¢coziimlerin hata degerleri oldukea diisiiktiir.

Sekil4ile I ve @ dogrultularinda girdap akimlarinin s=0.01 ve
$=0.1 degerleri i¢in degisimi gosterilmistir. Goruldigl lizere
kayma degeri biiyiidiikce eddy akimlarinin derinligi diismekte ve
rotor cidarlarina yigilmaktadir.

4. Sonuglar

Bu calismada agirlikli kalanlar ydntemlerinden kollokasyon
yonteminin, kiitlesel rotorlu indiiksiyon motorlarinin analitik
modellenmesi i¢cin uygun olup olmadig1 arastirilmistir. Oncelikli
olarak Maxwell denklemlerinin ayristirilarak ¢oziilmesi gereken
kismi diferansiyel denklemler (Esitlik 8-9) ve smir sartlar
(Esitlik 12-14) elde edilerek sadelestirilmistir.

Kollokasyon yonteminin uygulanmasi i¢in sinir sartlarini
saglayan tistel fonksiyonlar (Esitlik 19) ve polinom ailesi (Esitlik
21) tanimlanmistir. 4, 8, 12 ve 16 kollokasyon noktasindan
olusan ¢oziimlerin sonuglar1 Sekil 2 ve Sekil 3 ile verilmistir.
Kollokasyon nokta sayisi arttiginda hatalarin distigi, yeterli
sayida kollokasyon noktasi alinmasi durumunda hassas
coziimlerin elde edilebilecegi goriilmiistiir. Kollokasyon nokta
sayisindaki artis se¢ilen polinomun mertebesini arttirdig1 gibi,
fonksiyon davranisini da diizeltmektedir. Tablo 2’'de kollokasyon
yontemi sonucu elde edilen manyetik vektér potansiyeli ile
analitik ¢6zlim sonuglari kiyaslanmistir. s =0.1 kayma degerinde
12 kollokasyon noktasina sahip ¢dziime ait MAE, MSE ve RMSE
degerleri sirasi ile 0.00058, 3.30E-06 ve 0.013’dir. s=0.01
kayma degerinde 8 kollokasyon noktasina sahip ¢éztime ait MAE,
MSE ve RMSE degerleri sirasi ile 0.00011, 3.16E-08 ve 0.00235
olarak bulunmustur. Kayma degieri diistiikge stator akimlari ile
rotor lizerinde olusan eddy akimlar1 arasinda ki senkronizasyon
artar. Bu nedenle kayma biiyiidiik¢e ¢6ziim zorlasir.
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Literatiirde farkl elektrik motorlarinda oldugu gibi KRIM
tasarimlarinin analitik ¢6zlimiinii arastiran makaleler mevcuttur
[17-19]. Calismalar genellikle bir veya iki rotor katmanini, ¢ok az1
ise stator yapisini da igerir. Bu durum Maxwell denklemlerinin
¢oziimiinde karsilagilan zorluklardan kaynaklanmaktadir. Daha
karmasik problemler i¢in ¢oziimler sinirhdir.

Onerilen kollokasyon yénteminin Maxwell denklemlerinin
¢oziimiinde karsilasilan problemleri ortadan kaldirdig, yeterli
kollkasyon noktasi alinir ise kolaylikla iistel veya polinomal
fonksiyonlar ile ifade edilebilecek yaklasik analitik ¢ozlimler
bulunabilecegini gosterilmistir.

$=0.01 (a) s=0.1 (b)
1
0.5
0
-0.5
-1
, ‘ -1.5
-50 0 50 %108 -50 0 50 x10®
X(mm) X(mm)
Sekil 4. Girdap akimlarinin diizlemsel degisimi
Figure 4. Planar variation of eddy currents
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