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SU YUZU PROFILININ EULER
METODU ILE SAYISAL COZUMUNDE
GEREKLI ADIM
SAYISININ BELIRLENMESI

Ender DEMIREL !, Hasan TOZLUK

OZET : Tedrici degisken akimda su yiizii profilini veren
baginti  degiskenlerine  ayrilabiliv  bir diferansiyel
denklemdir. Ancak direkt olarak integrali alinamadig igin
kesin ¢oziimii yoktur. Bundan dolay: literatiirde yaklasik
¢oziimleriyle ilgili bir ¢ok c¢aliyma yapilmistir. Bu
calismada, kesin ¢oziimii bilinmeyen problemlerin yaklasik
metotlarla  ¢oziilmesinde  olusan  hata  miktarinin
hesaplanmasi ve EULER metoduyla su yiizii profilinin
¢oziimiinde meydana gelen hatanin, onceden belirlenecek
bir degeri asmamasi igin gerekli en kiiciik adim sayist
arastirtimistir.

ANAHTAR KELIMELER : Tedrici degisken akim, Su
yiizii profili, EULER Metodu, Hata.
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DETERMINATION OF REQUIRED
STEP NUMBER IN NUMERICAL
SOLUTION OF WATER SURFACE
PROFILE BY EULER’S METHOD

ABSTRACT: The relationship for the water surface
profile in gradually varied flow is a separable differential
equation, which hasn’t exact solution because it cannot be
directly integrated. Therefore, a number of researches has
been made for the approximate solutions of water surface
profiles. In this work, the calculation of error came up
from the solution of problems by approximate methods is
studied, and the required minimum step number is
calculated for the error resulting from the calculation of
water surface profile by Euler’s method, not to exceed a
predetermined value.
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I GIRIS

Miihendislikte analitik ¢Oziimleri bulunamayan
diferansiyel denklemlerin ¢Oziimii sayisal metotlarla
yapilir. Hidrolikte, tedrici degisken akimin (TDA) su yiizii
profili denkleminin analitik ¢oziimii bulunmadigindan
yaklagik  yontemlerle  hesaplanmasi1  gerekir. Bu
hesaplamada Euler, Runge-Kutta, Direk Adim, Standart
Adim [1-2-3] vb. metotlar kullanilir. Bakhmeteff (1932)
[4] TDA diferansiyel denklemini belirli kesit tipleri i¢in
integre etmistir. Gill (1976) [5] sabit kesit degerleri icin
De Moivre teoremini kullanarak TDA diferansiyel
denkleminin kesin ¢6ziimiinii yapmistir. Ag¢ik kanallarda
genellesmis su yiizli profili icin Molinas ve Yang (1985)
[6] enerji ve momentum denklemlerine dayali bir
hesaplama modeli gelistirmiglerdir. Paine (1992) [7] TDA’
i enerji denklemini Newton-Raphson formunda yazmis,
Dey (2000) [8] enerji denklemini Chebyshev teknigini
kullanarak ¢ozmiis ve Newton-Raphson [9] tekniginden
daha hizli oldugunu gdstermistir.

Ozellikle analitik ¢oziimii bilinmeyen problemlerde
mithendis sayisal c¢oziimle, kesin ¢ozlime ne kadar
yaklastigini bilmek ister. Kesin sonuglar bilinmedigi i¢in
sayisal ¢Oziimlemede yapilan hata net bir sekilde ortaya

konulamaz. Bu metotlarda yeterli dogrulukta hesap
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yapabilmek i¢in gerekli adim sayisinin, problemin
coziimiinden dnce belirlenebilmesi avantaj olacaktir . Her
bir metot icin adim sayisi-hata iligkisi farklidir. Literatiirde
bazi sayisal metotlar i¢in adim sayisi ile en biiyiik hata
arasindaki iligki arastirilmistir. Euler Metodu icin Collatz
(1963) [10] bir hata ifadesi vermistir. Bu ifade kullanilarak
tedrici degisken akimin diferansiyel denkleminin m
adimda yapilan sayisal ¢oziimii ve kesin ¢Ozimi

arasindaki fark yaklasik olarak bulunabilir.

II. EULER METODU ICIN BIR HATA

IFADESI
Euler Metodu ile yaklasik ¢oziimde olusabilecek en biiytik

hatanin belirlenmesinde Collatz’in [10] 6nerdigi bir

yaklagim kullanilmistir. Bu yaklasimda baglangic deger

problemi
y' =f(x,y) (1)
y(xo) =y, )

olan bir, f(x,y) fonksiyonu
Yy~ YO| < b}

bolgesinde tanimlanmistir. Sekil 1 de grafik olarak

G={(x,y):|x—x0|Sa,

gosterilen G bolgesi icinde tanmimlanmig f (X,y)
fonksiyonu icin asagidaki kabuller yapilmustir.

a) f (X, y) fonksiyonu G dikdortgen alani iginde stireklidir.
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M= maxG|f(x, y)| ,[M >0,

f(x,y)| <M, (x, y) 0G

Yani bu bolgede kendinin en kiigiik ve en biiyiik

degerlerini alir.
b) f (X, y) fonksiyonu G dikdortgeninde y degiskenine

gore Lipschitz kosulunu saglar.

‘@ <N ,IN>0, Oxy,)(xy,)<Ny, -y
Yy
¥
y=¥atb|----
= (x
=¥o oo /
el :
x=!x,;,-a : x=;c.;,+a X
Xu-h }:|:|+h

Sekil 1. G bolgesinin grafik gosterilisi.
Yukaridaki tanimlamalar ve kabuller sonucunda Euler
Metodu ile kurulan m adim sayis1 sonucu olusacak en

biiytlik hata su sekilde verilmistir.

|am|sw(eNH -1) , N>0
m
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Burada H=hesaplamanin yapilacagi yatay x mesafesi,
M=f(x,y) fonksiyonun G bolgesinde alabilecegi en biiylik

degeri, N= Lipschitz katsayisi, m=adim sayisidir. K ise

of

0x

<x,[&

aysK (6)

olarak tanimlanmustir.

III. EULER METODUNUN HATASI ICIN
BIR SAYISAL ORNEK

Kesin ¢0ziimii bilinen bir problemde, Euler metodu
kullanilarak elde edilen sayisal ¢6ziim sonuglarindan en

biiyiik hata belirlenebilir. Sayisal 6rnek
. X
y' =f(ey)="7 @)

y(0) =1 ®)
olsun. Yukarida verilen (7), (8) baslangic deger

y=e* ©)
probleminin kesin ¢oziimii

olur. Hazirlanan bilgisayar programiyla, bu problemin,
[0,1] araliginda, m= 20 adim i¢in kesin ve Euler
Metoduyla sayisal ¢oziim sonuclar1 bulunarak, lokal
hatalarla birlikte Tablo 1 de gosterilmis olup, kesin
coziimle sayisal ¢ozlim arasinda olusan en biiyiik hata

0.0184 olarak bulunmustur. Ayni 6rnekte, alinan adim
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sayis1 ve aralik i¢in olusacak en biiyiik hatayi, (5)

bagintisini kullanarak Collatz yaklagimiyla bulalim. f(x,y)

fonksiyonu

G :{(X,y):|x—xo| <1,

bolgesinde tanimlanmis olsun. Boylece

H=|xm —X0|=1

y_YO|S1}

Tablo 1. Fonksiyon y' =f (x,y) = X_zy icin lokal hatalar
X Kesin Cozlim | Sayisal Coziim | Lokal hata
0.0000 1.0000 1.0000 0.0000
0.0500 1.0006 1.0000 0.0006
0.1000 1.0025 1.0013 0.0013
0.1500 1.0056 1.0038 0.0019
0.2000 1.0101 1.0075 0.0025
0.2500 1.0157 1.0126 0.0032
0.3000 1.0228 1.0189 0.0039
0.3500 1.0311 1.0265 0.0046
0.4000 1.0408 1.0355 0.0053
0.4500 1.0519 1.0459 0.0061
0.5000 1.0645 1.0576 0.0069
0.5500 1.0786 1.0708 0.0077
0.6000 1.0942 1.0856 0.0086
0.6500 1.1114 1.1019 0.0095
0.7000 1.1303 1.1198 0.0106
0.7500 1.1510 1.1394 0.0116
0.8000 1.1735 1.1607 0.0128
0.8500 1.1980 1.1839 0.0140
0.9000 1.2245 1.2091 0.0154
0.9500 1.2531 1.2363 0.0168
1.0000 1.2840 1.2657 0.0184
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olur. Verilen fonksiyonun ilgili G bolgesinde alabilecegi

en biiylik deger
Ix1 _1
M =max.|f(x,y)=—=—
G| ( Y)| ) >
bulunur. Fonksiyonun Lipschitz katsayist
max of(x.y) <N=[2 =ls N
dy 2| 2
elde edilir. K degerini
1
max;|—=—<K
ox| 2 1
—<K
2
max g ﬁ‘ -1 <K
dy| 2
olarak belirledikten sonra Collatz yaklasimiyla olusacak
en biiyiik hata
1x 1 x| 1+ lj |
e, =£.02432 (ez—lJ (1310
2x20x—
2

bulunur. (5) bagmtisiyla en biiyiik hatanin |€m| <0.024327
yi gegmeyecegi sonucuna varilir. Bu yaklagimda, sayisal
coziimle adim sayisina bagli olarak yapilabilecek |£m| en
biiylik hata degeri her zaman gercek hatadan biiyiik oldugu

icin, segilen bir |€m| degerini saglayacak m adim sayisiyla
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yapilacak yaklasik ¢oziimde gercek hata her zaman |8

den daha kiiciik olacaktir.

1V. HATA IFADESININ TEDRICI DEGISKEN
AKIMIN DIFERANSIYEL DENKLEMINE

UYGULANMASI
Yukarida verilen (5) hata ifadesinde goriildiigii gibi N>0

ek kosulu vardir. Ilgili diferansiyel denklem igin N>0
olmasi, y' =f (X, y) fonksiyonunun y degiskenine baglh
olmasint gerektirmektedir. Tedrici degisken akimin
diferansiyel denklemi

dy _  Jo—J (12)

dx d(V?
l+a |
dy\2g

v degiskenine bagli olmasindan dolayr Collatz
yaklagimiyla hata belirlenmesine uygun bir bagimntidir.
Gercege yakin bir hata tahmin edebilmek i¢cin G
bélgesinin iyi tanimlanmasi gerekmektedir. Ornegin, (12)
bagintisinin kii¢iik egimli kanallarda
Y=Y >Yc

yani M1 profili olarak tanimlanan bdlgesinde, sayisal bir
coziimleme i¢in G boélgesi rahatlikla tanimlanabilir. Su
derinligi y nin alabilecegi en biiyiik deger, akim mansap
kontrollii oldugundan, mansaptaki  hidrolik kontrol

noktast olacaktir ve bu deger problemin ¢oziimii ic¢in
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baslangi¢ degeridir. Su derinligi y nin alabilecegi en kii¢iik
deger ise iiniform su yliksekligi yo olacaktir. O halde G
bolgesinin yiiksekligi bu tarz bir yaklasimla belirlenebilir.
Yatay mesafe, H uygulamaci tarafindan secilerek bu
aralik, M1 profilinin yeterli dogrulukta hesaplanmasi i¢in

gerekli adim sayist bulunur.
V. BIR ACIK KANAL ORNEGI

Dikdortgen kesitli, 6 m taban genisligine sahip ve 0.0036
taban egimli bir kanaldan 11 m’/s debi ge¢mektedir.
Kanalin mansabinda bir kontrol yapis1 insa edilmistir ve
mansabtaki su yliksekligi 5 m dir. Manning n piiriizliiliik
katsayist 0.025 ve hiz katsayist a=1.10 alinarak su yiizii
profili Euler Metodu ile 80 m lik bir kanal uzunlugunda
hesaplanacaktir. Calismada Onerilen yaklasimla, hatanin,
€=0.01"1 ge¢cmemesi istendigine gore gerekli en kiigiik
adim sayis1 ne olmalidir?

Uniform derinlik yo=0.9497 m, y.=0.6997 m, y(0)=5 m
oldugu igin
profil G={(x,y):|x—x0|s80,y—y0|s5} tipi M1.
Boylece

belirledikten sonra dikdortgen kesitli kanal i¢in (12)

ifadesi
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' (B )10/3
= 13
y=10) - a0’ (13)
gB’y’
yazilabilir.
Denklem (13) i¢in,
M = max[f(x,y) = 0.00357443 (14)

hesaplanmistir. Dikdortgen kesitli bir kanal i¢in elde

edilen (13) bagintisinin y ye gore kismi tiirevi

2.2 B+2 4/3
3 ‘]O_n g ( 10/3y) an 20 1/3
of _ By 8n"Q (B+2y)

5 - 2 \? - aQ’ (>
a
ngy4[1_ g 3} 3By10/3(1_ s 3]
gBy gby
olarak bulunur. Boylece,
max(;@ < N = 0.000399661< N =K (16)
v

olur. Ornek igin tanimlanan G bélgesi igin gerekli en

kiigtik adim sayis1 (5) bagmtisindan
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m ZM(eNH —1)

17
NE,| (7
elde edilir. (14) ve (16) ifadeleri denklem (17) de yerine
konursa
1 5 800000399661 x (1+0.00357443) (e0'000399661x80 _ 1) (18)
2x0.000399661x0.01
m >130.018 0131 (19)
bulunur.
VI. SONUC

Calismada verilen ilk oOrnekteki diferansiyel denklemin
kesin ¢oztimii bilindigi i¢in Euler Metodu ile yapilan
sayisal ¢oOziim ile kesin ¢Oziimiin farkin1 alip her bir
adimdaki lokal hata hesaplanmistir. Collatz tarafindan
verilen hata ifadesi ayn1 probleme uygulanmis ve oldukca
hassas sonu¢ verdigi goriilmiistiir. Euler Metodu icin
verilen genellesmis hata ifadesinin tedrici degisken akimin
denklemine uygulanabilirligi test edilmis ve bir 6rnekte
sayisal olarak sonuglar almmistir. Metodun hizi (5)
bagitisindan  goriildigii  gibi, I/m  degerine ve
hesaplamanin yapilacagi yatay x mesafesi olan H degerine
baglidir. Adim sayis1 m degerini biiyiikk veya H degerini
kiiciik secerck hata kiigiiltiilebilir. Verilen bir acgik
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kanaldaki su yiizii profilinin Euler Metodu ile hesabinda,
lokal hatalarin belirli bir €y, hatasin1 asmamasi i¢in
gerekli minimum adim sayist (5) bagmtist ile
hesaplanabilir.

Su yiizii profilinin EULER Metodu ile belirlenmesinde,
adim sayisim  arttrmak  suretiyle kesin  ¢Ozilime
yaklagilabilir. Kesin ¢6ziimii bilinmeyen bir problem
olmasindan dolay1, adim sayis1 arttirilarak kesin ¢oziime
ne kadar yaklasildig1 belirlenemedigi icin ya gerekenden
fazla hesaplama yapilir ya da yeterli dogrulukta hesap
yapilmamis olur. Bundan dolay1 genelde problemin
cozlimiinlin yapildig1 bilgisayar programlarinda adim
sayist hesaplayictya birakilmaktadir. Uygulamacinin,
iteratif birka¢c deneme yanilma yapmasi veya gereginden
fazla adim sayis1 ile calisip gereksiz hesaplamalarla
ugrasarak  yeterli dogruluga ulastigina  inanmasi
gerekecektir.  Yine de elle tutulur bir kriterle
degerlendirememek ve her uygulamaciya gore degisecek
adim sayis1 ve ¢oziimlemelerle karsilasmak s6z konusu
olacaktir.

Anlamli bir adim sayis1 belirlemede yukarida anlatilan
acmaza diismemek i¢in kesin ¢oziimle yaklasik ¢6ziim
arasindaki en biiylik hatanin boyutu belirlenerek, onerilen

yontemle adim sayist bulunursa, hesaplamada yapilacak
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en biiylik hata, belirlenmis olan hata payindan daha kiigtlik

olacaktir. Bu calismada Onerilen en biiylik hata payimna

bagli adim sayis1 belirlenmesi, tecriibesiz bir uygulamaci

icin bile, yeterli dogrulukta sayisal ¢oziimleme yapma

imkanini saglamaktadir.
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NOTASYON

B = prizmatik kanalin taban genisligi;
o =hiz dagilim katsayisi;

g = yer¢ekimi ivmesi;

n = Manning piiriizliiliik katsayisi;
Q =debi;

J = enerji ¢izgisi egimi;

Jo =kanal taban egimi,

V = ortalama akim hizi;

X = yatay pozisyon;

y = akim derinligi;

ye = kritik derinlik;

yo = uniform derinlik;

m = adim sayisi;

N = Liptchitz katsayisi;

X = X in baglangi¢ degeri,

H = profil uzunlugu, H=|xyx-Xo|;

N;=matematiksel kosul,

£+fﬁ

ox Oy

<N,;

1

M= maxG|f(X, y)|

€., =m. adimda yapilan hata



