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PiYASA RiSKi HESABI VE SICRAMALI STOKASTIK SURECLER:
IMKB 100 ENDEKSINE AIT UYGULAMA

Kasirga YILDIRAK"

OZET

Bu makalede IMKB 100 endeksi ile ilgili risk hesabi igin sigramali stokastik
bir siire¢ kullanilmistir. Portfoyiin sadece bir adet endeks iriiniinden olustugu
varsayllmistir. Risk Ol¢iitll olarak tutarliligi ispat edilmis olan beklenen kayip alam
yontemi se¢ilmistir ve bu alanin hesabi Monte Carlo yontemi ile yapilmistir. Diizgiin
ve siirekli kism1 geometrik Brown hareketi, sigramali kismi bilesik Poisson siirec ile
temsil edilmis sigramali stokastik slire¢ tahmin edilerek risk hesabinda
kullanilmigtir. Sigrama biiyiikliikleri hem Normal hem Gamma dagilim varsayimi
altinda incelenmistir. Sonuglar diger risk hesabi metotlari ile karsilastirilmustir.

Anahtar Kelimeler: Piyasa Riski, Monte Carlo Simiilasyonu, Sicramali
Stokastik Stiregler.

JUMP DIFFUSION PROCESSES AND MARKET RISK:
IMPLEMENTATION ON IMKB 100 INDEX

ABSTRACT

A jump diffusion model is considered for risk computations of IMKB 100
index. A portofolio with only one index product is considered. A coherent risk
measure Expected Shortfall is chosen to be the measure of the risk. Expected
Shortfall is computed by Monte Carlo method. Smooth part of the stochastic process
is modeled by geometric Brownian motion while the jump part follows compound
Poisson process. Magnitude of the jumps are assumed to come from normal and
gamma distrubiton for two different models. Results are compared with other
expected shortfall computation methods.
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Giris

Finansal risk ve riskten korunma modellerinde stokastik siirecler
onemli bir yer tutmaktadir. Bu siirecler 6zellikle tiirev iiriin fiyatlamalar ve
riske maruz deger hesaplamalarinda yogun olarak kullanilmaktadir.
Uluslararas1 literatiir incelendiginde, diizglin, kirilmalara izin vermeyen
stireglerin yogun olarak kullanildigi goriiliir. Bu siireglerin en ¢ok bilinen ve
kullanilan1 Geometrik Brown Hareketidir. Avrupa tipi Vanilya opsiyonlar
icin analitik ¢ozlimler saglamasi, bu siirecin dnemini arttirmustir’.  Ancak,
gercekci olmayan bazi  varsayimlar ile analitik ¢dziime ulagma g¢abasi
modelin gercegi yansitma giliciinii azaltmistir. Bu makalede, bu
varsayimlardan bir tanesi olan siireklilik varsayimi esnetilerek elde edilen
sigramal1  stokastik siireglerin riske maruz deger hesabinda nasil
kullanabilecegi gosterilecektir.

1990’1 yillarin ortalarindan itibaren Riske Maruz Deger (RMD)
hesab1 ve bu hesaba iliskin raporlamalar bankacilik sektoriinde biiyiik 6nem
kazanmistir. Bankalarin glinlik RMD hesabint BDDK ’ya rapor etmeleriyle,
bankacilik sistemi piyasa riski baglaminda denetlenebilmeye baslanmigtir.
Beynelminel piyasa modelleri  genellikle asiri oynakliklara miisaade
etmeyen modellerdir. Burada temel amag, ¢6ziimiin hizli oldugu analitik
sonuglara ulagabilmektir. Modern finans matematigi disiplinin ana gayesi bir
cok farkli piyasa modeli i¢in analitik ¢oziimler aramaktir. Black Scholes
modelini piyasa gerceklerinden uzaklastiran varsayimlarindan biri, fiyatlarin
lognormal ve getirilerin de normal dagildigi varsayimdir. Bu modelde
getirilerin (dolayist ile fiyatlarin) asagidaki siireci takip ettigini varsayilir®:

ds—‘if = pdt + cdW, 1)
Burada, S; finansal varligin t zamanindaki fiyatim, u ve o ise, varlik
getirilerinin ortalama ve standart sapmasini gostermektedir. Rasgeleligin
modellendigi W; ise, Wiener siireci temsil etmektedir Bu stokastik siire¢
Geometrik Brown hareketi olarak anilir. Esitlik 1°de tanimlanan stokastik
diferansiyel denklemin [t-1,t] aralig1 i¢in risk nétral 6l¢ii Q altindaki ¢6ziimii

2 Black, F., and M. Scholes (1973): “The Pricing of Options and Corporate Liabilities”,
Journal of Political Economy, 81, 637-654
3 Black, F., and M. Scholes (1973): “The Pricing of Options and Corporate Liabilities”,
Journal of Political Economy, 81, 637-654
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asagidaki gibidir®.
0.2
St = St-1€xp (ll -5t GM/tQ) (2
Bu ¢aligmada ise, agsagidaki siireg ele alinacaktir:
dlogS; = pdt + odW;, + dJ; (3)

Burada , J; degiskeni sicramayi temsil etmektedir. Esitlik 3’te verilen
modelin risk noétral olasilik 6l¢iisii Q altindaki ¢6ziimii asagidaki gibidir:

Sr = Spexp {(u - %2) T + O'WT} 1_L= logY; (4)

Burada Y sigramalarin biylikligini temsil etmektedir. (4) nolu
denklemin Euler yaklasimi ile P olasiligi altinda® ¢; — t; ., zaman
araligindaki kesikli ifadesi ise, asagidaki sekilde gosterilir. ®

Xeo, = Xe, + u(tipr —t) +o(W,,,, = W,,) + X7 logY; (5

Burada,

o X; =logS;,

o (Weyyy = We,) ~N(0, (ti41 — 1)),

o Nti+1_ti~Poisson(/1(ti+1 —t;)) ve

e Y~N(a, B?), (alternatif olarak Y~T'(a, b)) seklinde tanimlanmustir.

Riske Maruz Deger, Beklenen Kayip Alami ve Monte Carlo
Simiilasyonu

Risk ol¢iimleri igerisinde en yaygin olarak kullanilan 6l¢iim teknigi
Riske Maruz Deger (RMD) teknigidir. Riske Maruz Deger belli bir elde
tutma siiresi icin, pozisyonlar sabit iken belli bir gliven araliginda portfoyiin
tecriibe edebilecegi en zararl degisimi gosterir’.

Riske Maruz Deger, risk 6l¢iimii olma agisindan matematiksel olarak
tutarli bir Olciim olma Ozelligini her zaman garanti edemez. Eliptik
dagilimlar i¢in tutarli bir 6l¢li olmasina ragmen RMD tarafindan iiretilen

4 Kasirga Yildirak - Niliifer Caliskan - Sirzat Cetinkaya, “Tiirev Uriin Fiyatlama Teknikleri”,
Literatiir Yayimevi, 2008, sf 34

® Risk hesabr yapilacagindan Q olasilik dl¢iisii altinda ¢alismamiz gerekmemektedir

® paul Glasserman, Monte Carlo Methods in Financial Engineering, Springer-Verlag 2003 s
78

7 Phillippe Jorion, Value at Risk, 2nd Edition, McGraw Hill, 2000, s 75
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bilgi, analizciye ¢ogu zaman fazla bilgi verememektedir®. Buna ragmen,
yaygin kullanim alanmi bulmustur. Bunun en Onemli nedeni ise, diger
Olciimlere gore basit ve hizli olmasidir. Bankalarin ya da risk hesabi yapmak
durumunda olan finansal kurumlarin portfdylerinin ¢ok genis oldugu ve sik
araliklarla 6l¢tim yapmak durumunda olduklari disiintildiginde Riske
Maruz Deger 6l¢lim yontemi hakli olarak kendine yaygin bir kulanim alam
bulmustur.

Portfoy degeri portfoyii olusturan finansal araglarin  net
pozisyonlarinin ayni para cinsinden degerlerinin toplamidir. Portfoy degeri
PD, pozisyon degeri de P ile gosterildiginde, N farkli pozisyondan olusan bir
portfoyiin degeri,

PD :P1+P2+PN
seklinde gosterilir. Pozisyon enstriimanin elde tutulan miktar1 ile hesabin
yapildig1 andaki enstriiman degerinin fiyati ile garpimina esittir. Miktar1 @,
fiyat1 S ile gosterecek olursak matris gosterimi asagidaki ifade olur.
P=09'S

Bir pozisyonun t zamanindaki degeri P, ve fiyati ise, S; olarak
gosterildiginde bir portfoyiin pozisyonlar cinsinden t noktasindaki degeri
asagidaki sekilde yazilir:

PDt = Pl,t +P2,t +P3,t+"'+PN,t
Bu ifade miktar ve fiyat cinsinden ise,
PDy = @1,S1¢ + OS2 + -+ Oy eSne  (6)
seklinde gosterilecektir. Portfoy degerindeki At kadar bir periyotta yasanan
degisim,kesikli zamanda AP D, ile gosterilir.
APDpr = PDyine — PD;
Miktar ve fiyat cinsinden At zaman sonraki portfoy degeri ise,
PDrine = PaeraeSie+ac + PoerneSoerar + o+
O, e+atSnt+at
dir. Gorildiigi iizere portfoyiin ileri bir zamandaki degeri miktar ve fiyat
degiskenlerinin alacagi degerlere baglidir: . Bu durum iki adet belirsizligi
beraberinde getirir. Bu iki degisken arasinda yatirimci agisindan bir fark

8 paul Embrechts - Alexander Mc Neil - Daniel Strauman, Correlation: Pitfalls and
Alternatives, Risk Magazine, 1999, s 69-71

% Philippe Artzner - Freddy Delbaen - Jean-Marc Eber — David Heath, "Coherent Measures of
Risk". Mathematical Finance 9 (3) 1999 s. 203-228
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mevcuttur. Miktarlar yatirimer tarafindan belirlenebilir ya da  kontrol
edilebilirken, fiyatlar tamamen yatimcilardan bagimsiz olarak, piyasa
tarafindan belirlenmektedir. Finansal risk hesabi1 yapilirken yatirimer
acisindan kontrol degiskeni niteligi tasiyan miktarlarm t anindaki degerini
sabit kabul edecegiz. Bu da RMD tanim ile uyum gostermektedir. Bu
durumda At zaman sonraki deger asagidaki sekilde ifade edilir:

PDpe = &1eS1eene + P2,eSze4ne + -+ OneSnerar
Buna gore, belirsizlik sadece fiyattan kaynaklanmaktadir ve bu risk piyasa
riskinin bir konusu olarak karsimiza ¢ikar. Miktarlar sabit diger bir ifade ile
zamandan bagimsiz oldugundan degisim asagidaki sekilde yazilir:

APD = q)lASl, + q)ZASZ + + q)NASN
Fiyat degisimlerine iligkin getiri tanimi ise, kesikli ve siirekli zamanda
asagidaki sekilde formiile edilir:

Rae = S—Hgt_St » Rar = log (%)

t t

Portfoyiin getirisi ise,

R — PDeyac—PDe

Portfoy PD;

olarak hesap edilir. Matris gdsterimi ile Portfoydeki degisimin R cinsinden
degeri,

APD, = PDtRportfoy (7

olarak ifade edilir. Portfoylin getiri cinsinden At dsnem sonra gelecekte
alacagi deger ise,

PDiipe = PDiRp¢
olacaktir. Bu durumda RMD, belli bir giiven seviyesinde olabilecek en kotii
getiriler bilesiminin bir fonksiyonu olacaktir. Normal dagilim varsayimi
altinda ve a giiven seviyesindeki getiri degeri Ry, i¢in, Z degeri asagidaki
sekilde yazilabilir:

Za — |Rgt|_u

o

Bu durumda APD¢, RMD dgerini verir. Yukaridaki model sigrama
terimi igerdiginden, parametrik yaklagim kullanarak RMD degerinin
hesaplanmasi analitik olarak miimkiin degildir. Bunun yani sira sigrama
terimi, dagilima kesiklilik unsuru kattigindan onun siirekli ve dolayisi ile
eliptik bir dagilima sahip olmasini engellenmektedir. Bu nedenle RMD,
tutarlilik 6zelligini yitirecektir. Bu ¢alismada tutarli olan Beklenen Kayip
Alan risk Ol¢iisii kullanilmistir. Beklenen kayip alan belli bir kantilden
sonraki kuyrugun alanini hesap eder ve bunu risk 6l¢iimii olarak raporlar.
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RMD degeri ise kantil se¢giminde yardimci olacaktir. Caligmada s6z konusu
olan bu alan Monte Carlo yontemi ile hesaplanmustir.

Monte Carlo simiilasyonu (5) nolu ifade kullanilarak asagidaki
adimlar cercevesinde uygulanmistir *°. Bunlar:

1. Poisson(A(t;+; — t;)) dagilimdan L rasgele sayisinin tiiretilmesi,

2. L=0 ise, N degiskenini N=0 olarak atanmasi, L. sifirdan farkl ise,
Adim 3’e gidilmesi,

3. L adet Y degerinin N(a, %) dagilimindan iiretilmesi, (ya da
['(a, b) dagilimindan iretilmesi) ve Y degerlerinin toplamimin N’ye esitlen-
mesi,

4. Standart normal dagilimdan Z degerinin tiiretilmesi,

5. X’i degerinin Egsitlik 5 yardimiyla hesaplanmasi ve

6. Onceden belirlenmis iterasyon sayisina ulasincaya dek Adim 1’e
doniilmesidir.

Burada yukarida verilen adimlarin izlenmesiyle iterasyon sayisi kadar
X degerleri iiretilecektir. Bu da  X’in dagilimina benzetme yoluyla
yaklagilmasina  olanak  saglayacaktir. ~ Parametre  vektori 0O =
{u,0,a,B,AYnin  tahmin problemi ise, bir sonraki boliimde
aciklanmaktadir. X degiskeninin benzetim yolu ile elde edilmesi dagilim
hakkindaki tiim istatistiklerin  elde edilmesine olanak saglayacaktir.
Beklenen kayip alan1 da dnceden belirlenmis belli bir giiven seviyesi o ve
sol tarafindaki RMD degerlerinin olasiliklar ile agirliklandirilmis ortalamasi
olacaktir.

Model Parametrelerinin Tahmini

Model iki bolimden olugsmaktadir. Birinci boliim sigrama ve
kirilmalarin olmadig1 boliim olup, Brown hareketi ile temsil edilmektedir.
Ikinci boliim ise, sigramalarin modellendigi bilesik Poisson kismudur.
Calismada bu iki pargay1 ayirmak igin bir esik deger tespit edilmesi gerekir.
Bu esik degerinin zaman i¢inde degistigi varsayilmustir. Mancini®’,  esik

19 paul Glasserman, Monte Carlo Methods in Financial Engineering, Springer-Verlag 2003 s
78

! Cecillia Mancini, Non-Parametric Threshold Estimation for Models with Stochastic
Diffusion Coefficient and Jumps, Scandanivian Journal of Statistics (36), 2009
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degerinin agagidaki sekilde tahmin edilebilecegini gostermistir.
Ve =cCx h

Burada h; volatiliteyi; ¢ ise, bir sabiti gostermektedir. ¢ degeri,
karekdk c adet standart sapma anolojisi ile anlasilabilir. Bu c¢alismada ¢
degeri  si¢ramalart %5’lik bir dilime sokacak sekilde “9” olarak
belirlenmistir.. h; ise, GARCH(1,1) kullanilarak olusturulmus ve asagidaki
kural uygulanarak sigramalar ayrilmistir:

Y= AXtI{szzvt}

Sicramali kismin ayrilmasindan sonra her iki kisim ayr1 ayr1 tahmin
edilecektir. Brown hareketi kismi i¢in GARCH(1,1) model uygun goriilmiis
olup kosullu ortalama ve kosullu varyans hesap edilmistir:

1

AXt = ﬂt + hEZt
he = K + ph_q + q€f_4
Sicramali kisim i¢in ise sadece bir sicramanin oldugu varsayimi
altinda, sigramali kisima ait gozlemler normal dagilim ve goézlemlerin
mutlak degerleri de Gamma dagilim varsayimi ile modellenmektedir.

Uygulama ve Sonuclar

Calismada elde edilen sonuglar, sadece geometrik Brown kismindan
olusan Monte Carlo (EWMA (A = 0.94),GARCH(1,1), ve Momentler
Metodu ile hesap edilmis 3 ayr1 varyans igin), klasik ve filtreli (GARCH(1,1)
filtresi) tarihsel simiilasyon sonuglari ile karsilastirnmistir. Dikkat edilirse
tiim risk hesab1 yontemleri tiimden degerlemeyi (full valuation) esas alir.
Dogrulama olarak geriye doniik sinamay1 esas almaktayiz. Bu sinamada 2
ayrt kriteri ayn1 anda degerlendirdik. Portfdy sahibinin risk modeli
baglaminda iki amaci vardir. Birincisi hesap etmis oldugu risk degerinin
gerceklesen degisimden az olmamasidir. Ornegin ertesi giin igin hesaplanan
risk degeri -500 TL gerceklesen degisim (kayip) ise -720 TL olsun. Bu
durumda model kayib1 éngdérememis olur. Ikinci kriter ise ekstra sermaye
ayirmamaktir ki bu da hesap edilen risk tutarinin gerceklesen risk tutarindan
fazla ama aradaki farkin minimum olmasini gerektirir. Diyelim ki yukaridaki
ornekte ayni giin i¢in risk hesabi -1000 TL olarak hesap edilmis olsun. Bu
durumda da 280 TL tutarinda fazladan sermaye ayrilacaktir.

Hesaplar IMKB 100 indeksi i¢in yapilmis olup 30.07.2002 ile
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14.10.2010 tarihleri arasindaki giinlilk gozlemleri kapsamaktadir ve 2060
adet gozlem bulunmaktadir. EWMA, GARCH gibi kosullu istatistik
gerektiren yoOntemler igin 1000 giinlik donen pencereler halinde
hesaplamalar yapildigindan toplam 1060 giin i¢in bir giinlik risk degeri
hesap edilmistir.

Asagidaki tabloda (Tablo 1) 1060 giin i¢inde hangi modelin kag¢ kez
gergeklesen zarardan daha diigiik risk degeri hesap ettigi (ki bu durum piyasa
da hit olarak amilmaktadir), ortalama olarak ne kadar fazladan sermaye
ayirdigi verilmistir.

Tablo 1: Metotlarin Karsilastirilmasi

Model Hit Ekstra (Endeks

getirisi cinsinden)
Jump Model Gauss 4 0.224
Jump Model Gamma 3 0.229
Monte Carlo EWMA 7 0.178
Monte Carlo GARCH 7 0.187
Monte Carlo MM 9 0.166
Tarihsel 9 0.177
Tarihsel Filtreli 6 0.203

Yukaridaki tablodan da goriildiigii lizere Jump Gamma modeli en az
hit sayisina sahip iken dogal olarak en ¢ok sermaye ayrilan model olmustur.
Bu tablodan da anlagilacagi iizere sigramali modellerin diger modellere iistiin
olup olmadigin1 saptayabilmek miimkiin olmamaktadir. Ciinkii dogrulama
olarak ortalama degerler kullandik ve banka risk dairesinin modele biitiin
periyot boyunca miidahale etmedigini varsaydik. Oysa asikardir ki farkl
durumlarda (state) farklt modelin uygulanmasi gerekecektir. O halde
miimkiinse tamamen digsal bir durum degiskeninin belirlenip modellenmesi
ve bu durum degiskeninin aldig1 degerlere gore yukaridaki modellerden
birinin uygulanmasi gerekir. Bankalar agisindan bunu yapabilmek kolaylikla
miimkiin olmamaktadir. Bunun en 6nemli sebebi bankalarin risk hesab1 ve
raporlamasi yapmasindaki en oOnemli itici giicin BDDK’nin getirdigi
zorunluluk olmasidir. Bir baska ifade ile risk hesap ve raporlamasi,
bankalarin kendileri tarafindan Ongoriilen bir faaliyetten ziyade BDDK
tarafindan mecbur edilmeleri neticesinde gilindemlerine aldiklar1 bir
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meseledir. Bankalar da bu baglamda BDDK’nin daha kolay onay verecegi
yontemleri dolayisi ile daha ¢ok kabul gérmiis model ve tahmin yontemlerini
secmektedirler.

Sigramal1 modelleri bir ¢ok bagka sekilde modellemek miimkiindiir.
Yukaridaki modellere stokastik volatilite eklenip Gibbs Ornekleme
algoritmasi ile tahmin edilebilir. Ayrica sicrama ifadesi stokastik volatilite
denklemine eklenerek Stochastic Volatility Jump Diffusion modeller elde
edilir ki bu modellerin tanim itibari ile daha esnek ¢alismasi beklenir. Bu
makalenin amac1 sadece sigramali stokastik siireglerin kurgulanma ve tahmin
problemini ortaya koymak ve olasi ¢oziimlerden bir kagimi aktarmaktir.

Yukarida, siirecin adimlarini modelledigimiz zaman araliginda, sadece
bir sigrama oldugu varsayimi ile model kesikli halde ifade edilmisti. Bu
ciddi varsayimin sebebi bir entervalde birden fazla sigrama oldugunda
(bilesik Poisson) hem si¢crama sayisinda hem de sigrama biiyiikliiklerindeki
belirsizlikten dolay1 parametrelerin tahmin edimesindeki zorluktur.
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