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Anahtar Kelimeler Oz: Bu ¢ahsmada, kapali formda temsil edilen cebirsel diizlem egrilerinin
Cebirsel egriler, izometrilerinin ve simetrilerinin hesaplanmasi icin yeni bir algoritma
[zometriler,

sunulmaktadir. Bu hesaplamalarda kullanilacak metot iki kisimdan olusmaktadir.
Metodun birinci kismi, problemi, orijini sabitleyen izometrilere indirgerken, diger
kisimda egrilerin denk olmasini saglayan izometrilerin tespiti yapilmaktadir. Girdi
egrilerinin 6zdes olmasi durumunda metot, kapali formda temsil edilen bir cebirsel
diizlem egrisinin tiim simetrilerini tespit etmektedir. Metodun etkinligine kanit
olusturacak testler yiiriitiilmesi i¢in, olusturulan algoritma, Maple bilgisayar cebir
sistemi kullanilarak implement edilmistir.

Simetriler

Computing Isometries and Symmetries of Implicit Plane Algebraic Curves

Keywords Abstract: In this study, we present a new algorithm to compute the isometries and
;&lgebrta%c curves, symmetries of implicit plane algebraic curves. The method to be used for this
sometries, . . ;

Symmetires computing consists of two parts. The first part of the method reduces the problem

to isometries fixing the origin, while the other part determines the isometries
between the curves. If the input curves are identical, the method detects all the
symmetries of an implicit plane algebraic curve. We have implemented the
algorithm in the computer algebra system Maple to run tests providing evidence of
the efficiency of the method.

*Corresponding Author, email: hacoban@ktu.edu.tr

1. Giris

Geometrik nesnelerin bazi geometrilerdeki denklikleri ve simetrilerinin tespiti, oriintii tanima, bilgisayar
grafikleri, bilgisayarli gorii ve bilgisayar destekli geometrik tasarim gibi alanlarda temel problemlerin ¢6ziimiine
olan katkisindan dolay1 olduk¢a ©nem arz etmektedir. Bahsi gecen alanlarda verilen depolanmasi,
karsilastirilmasi, eksik verilerin tamamlanmasi gibi bircok islem i¢in egri ile modellenmis her bir nesnenin seklini,
konumunu ve perspektifini anlamak i¢in bu egrilerin denklik ve simetrilerinin tespiti, siireci kolaylastirmaktadir.
Bu dogrultuda hazirlanmis, diizlem kapali egrileri kullanarak veri aktarimini ve sekil tanimayi kolay, hizli ve bellek
yukina hafifletici hale getirmeyi amaglayan [16,17] tez ¢alismalar1 da probleme miihendislik alaninda nasil
yaklasildigina dair 6zel 6rnekler olarak verilebilir.

Glinumizde, 6zellikle cebirsel egri ve ylizeylerin denkliklerinin tespiti yogun bir sekilde ¢alisilmaktadir. Bu
calismalar cebirsel egrilerin temsillerine gore ikiye ayrilmaktadir. Bunlardan ilki rasyonel bir parametrizasyonla
temsil edilen rasyonel egrilerdir. Ikincisi ise kapali bir polinom denklemi ile temsil edilen kapali formdaki
egrilerdir. [1,4,9,13] calismalarinda, rasyonel cebirsel egrilerin ¢esitli boyutlarda ve geometrilerdeki denklik ve
simetrilerinin tespiti lizerine yaklasimlar sunulmaktadir. Rasyonel egrilere gére daha az ¢alisilmis olan kapal
formda temsil edilen cebirsel egriler icin gelistirilen yaklasimlar ise [2,6,7,9] ¢alismalarinda bulunmaktadir.
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Rasyonel yiizeyler igin ise [5,11,12] calismalarinda, olusturulan yontemler tartisilirken, kapali formda temsil
edilen yiizeyler i¢in [8,9] ¢alismalar1 haricinde birgok denklik problemi heniiz ¢6ziilememistir.

Bu ¢alismada, yukarida bahsedilen ¢alismalarda oldugu gibi, kapali formda temsil edilen iki cebirsel diizlem egrisi
arasindaki Oklid anlaminda denkliklerin yani izometrilerin hesaplanmasi amaglanmistir. izometriler, {izerinde
tanimli olduklar1 uzaylarin metrik yapilarini koruyan doniisiimlerdir [10]. Eger iki cebirsel diizlem egrisi arasinda,
birini digerine doniistiiren bir izometri varsa, bu iki egriye izometrik denir. Diger yandan, bir cebirsel diizlem
egrisini invaryant (degismez) birakan, birim déniisimden farkl bir izometri varsa, bu egriye simetrik denir. Kapali
formda temsil edilen cebirsel diizlem egrilerinin dogrudan izometri ve simetrilerinin tespiti tizerine literatiirde
yalnizca iki ¢alisma bulunmaktadir [2,3]. Bu ¢alismalarin birinde karmasik temsil, digerinde ise harmonik
polinomlar kullanilarak hesaplamali bir ydntem olusturulmustur. Ancak, hesaplamali alanlarda, problemin tam
¢Ozliimiiniin ortaya konulmasinin yaninda, verilen metodun basit ve ¢6ziime hizli bir bicimde ulagsmas1 da ¢ok
onemlidir. Bu anlamda, yeni metotlarin ortaya ¢ikmasi ve eski metotlardan daha iyi performans koyabilmesi 6nem
arz etmektedir. Bu calismada da oldukga basit ve hizli bir metot gelistirilmesi hedeflenmektedir.

2. Materyal ve Metot
2.1. On Bilgiler

Bu kisimda, problemin ¢6ziimii icin gerekli dn bilgiler ve problemin agik ifadesi verilecektir. Asagidaki polinom
denkleminin ¢6zliim kiimesinden meydana gelen bir cebirsel egriye, kapali formda temsil edilen n dereceli bir
cebirsel diizlem egrisi ad1 verilir:

n n-j

) =) ayxly) =0 €

i=0 j=0

Genel olarak, x ve y deki toplam < n dereceli tiim terimler bu denklemde gortliir. Bu tiir cebirsel egrileri €
sembolii ile gosterecegiz. Baska bir deyisle, € cebirsel egrisinin derecesi, egriyi temsil eden f(x, y) polinomunun
derecesi ile tanimlanir. Bu calismada ele alacagimiz egrilerin derecesi, aksi iddia edilmedikce, n > 3 olarak kabul
edilecektir. Clinkii n = 1 i¢in C egrisi trivial durum olan dogru durumuna indirgenecektir. Yine n = 2 i¢in konik
kesitler durumu elde edilir ki konik kesitler literatiirde iyi ¢alisilmis geometrik objelerdir. Ayrica, ¢calisma boyunca
C egrisi lizerinde asagidaki varsayimlar kabul edilecektir:

i. C egrisini temsil eden f(x, y) polinomu indirgenemez bir polinomdur.
ii. C egrisi bir cember ya da dogru degildir.

Yukaridaki ilk kabuliin sebebi, denklik ve simetri tanimlarinin temsil polinomuna indirgenmesi i¢in yapilan teknik
bir kabuldiir. Benzer sekilde ikinci kabuliin sebebi ise bu durumlarin trivial durumlar olmasidir.

x = (x, y)T, Q matrisi 2 X 2 tipinde bir ortogonal matris, yani QQT =1 ve b € R? olmak iizere, diizlemde bir
izometri T (x) = Qx + b seklinde tanimlanir. C4, C, cebirsel diizlem egrileri i¢in, 7(C,) = C, olacak sekilde bir T
izometrisi varsa, C; ve C, egrilerine izometrik denir. C cebirsel diizlem egrisi i¢in, T(C) = C olacak sekilde birim
dontisimden farkl bir T izometrisi varsa, C egrisine simetrik denir. C; ve C, egrileri sirasiyla f(x,y) ve g(x,y)

polinomlari ile temsil edilmek iizere, (i) kabulliinden dolayy, eger €, ve C, egrileri izometrik ise, bu takdirde bir
A > 0 sabiti icin asagidaki esitlik gecerlidir:

f(T @) = 2g(x) (2)
Diger yandan, eger f (x, y) polinomu ile temsil edilen C egrisi simetrik ise bu takdirde, asagidaki esitlik gerceklenir:
fT@) = 2f (x) (3)

izometriler dereceyi koruduklar icin izometrik €; ve C, egrilerinin dereceleri ayn1 olmalidir. Bu yiizden
makalenin geri kalan kisminda €4 ve C, egrilerinin dereceleri ayni n > 3 olarak kabul edilecektir.

Diger yandan, metodun dayandirilacagi en 6nemli 6zeliklerden bir tanesi de homojen formlar kavramidir. Derecesi
n olan keyfi bir f(x, y) polinomu, homojen polinomlarin toplami seklinde yazilabilir. Bu durum

fO6y) = fu(6,y) + faoa (6 9) + o+ fo(x,¥) (4)
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ile ifade edilebilir. Burada, 0 < d < n olmak iizere, f;(x, y) polinomu, derecesi d olan bir homojen polinomdur. Bu
durumu asagidaki 6rnekle agiklayalim.

2.1.1. Ornek. f(x,y) =x7 + x2y® — 2x°y + 5x3y? — 4x2y3 + 3y° + x® — y3 + 2y? — 6 polinomu verilsin. f
polinomunun (4) yazilimindaki homojen formlari

fr(x,y) = x7 + x2y® — 2x°®y

felx,y) =0
fs(x.y) = 5X3_’y2 — 4x2y3 + 3y5
falx,y) =0 )
fs(x;Y) =x3— y3
f(x,y) = 2y?
fl(x,}’) =0
fo(x,y) = —6
seklindedir.

Boylece, bu calismaya motivasyon olusturan problem asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

Problem: Sirasiyla, indirgenemez f(x,y) ve g(x,y) polinom temsilleriyle verilen, cember ve dogrudan farkl,
birden ¢ok bileseni bulunmayan, ayni n > 3 derecesine sahip C; ve C, cebirsel diizlem egrileri icin, bu egrilerin
izometrik olup olmadigini, eger izometrik iseler aralarindaki olasi tiim izometrileri tespit eden bir algoritmanin
olusturulmasidir.

2.2. Metot ve Strateji

Bu kisimda, bir 6nceki kisimda belirtilen problem i¢in bir metot insa edilecektir. Metodun basamaklar1 asagidaki
diizeni takip edecektir:

1. Problemin indirgenmesi: Bu basamakta, problem orijini sabitleyen izometrilere indirgenecektir. Q matrisi
2 X 2 tipinde ortogonal bir matris olmak {izere, orijini sabitleyen bir izometri T'(x) = Qx seklindedir. Bu
tipte izometriler icin kolayca goriilebilir ki (2) denklemi, 1 < d < n olmak iizere f;(x,y) ve gq(x,y)
homojen formlar1 icin de saglanir. Yani, eger T orijini sabitleyen bir izometri ise, (2) denklemi
kullanilarak, her d i¢in

fo(T () = 294 (%) (6)

yazilir. Bu 6nemli sonucun getirdigi avantajdan yararlanmak i¢in problemin 6ncelikle orijini sabitleyen
izometrilere indirgenmesi gerekmektedir. Bunun i¢in de sirasiyla birinci girdi egrisi ile ikinci girdi
egrisinden elde edilen ve T (p) = q sartin1 saglayan p ve q gibi iki nokta tespit edilecektir.

2. Invaryantlar: Bu basamakta, halihazirda indirgenmis problem kullanilarak orijini sabitleyen T
izometrisinin hesaplanmasi i¢in gerekli denklemler elde edilecektir. Bu noktada geometri de dahil olmak
lizere bir¢ok alanda kullanima sahip bir kavram olan gradyan kavramindan faydalanilacaktir. Bir f(x, y)
polinomunun gradyant Vf(x,y) = (f,(x,¥),fy(x,y)) seklinde tamimlanmaktadir. Diger yandan bu
gradyan vektor alaninin normunun karesi ||[Vf]|? = Vf - Vf seklinde hesaplanabilir. Kolayca goriilebilir ki
[IVf]|? ifadesi izometrilerin etkisi altinda degismezdir. Gergekten de

IV(F@)II° = V(£ (0x) - V(£ Q1)) = Q" (VFH(Qx) - Q" (V)(Qx) )
= QQ"(VA(Qx) - (V)(Qx) = (V(Qx) - (V)(Qx) = (VN (@)1

oldugu goriliir. Bu degismezlik 6zelligi (6) denkleminde kullanilirsa, her d i¢in

V(TG = 21994112 ()

elde edilir. Diger yandan, (8) denkleminde yer alan A parametresini sistemden yok edebilmek icin, diger
bir invaryant olan Laplace operatérii kullanilacaktir. Laplace operatori bir f(x,y) polinomu igin
Af(x,y) = fux + fyy seklinde tanimlanmaktadir. Benzer sekilde Laplace operatdriiniin de izometriler
altinda degismez oldugu [2] ¢alismasinda gosterilmistir. Buna gore
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A(fa(T®)) = @fDT () 9)

elde edilir. Laplace operatériiniin bir f polinomuna art arda k kere uygulanmasi islemini A*f := AA --- Af
ile gdsterecegiz. Simdi A* operatériinii (8) denklemine uygularsak

AVl (T () = 228 (IVgall®) (x) (10)
esitligi elde edilir. Burada, f ve g polinomlarinin dereceleri n oldugundan ||Vf||? ve ||Vg||? polinomlarinin

dereceleri 2n — 1 dir. O halde, k > n igin A*(||V£;]|?) = 0 ve A*(||Vgqll?) = 0 dir ancak k = n — 1 igin
A"L(|VF4112) ve A" 1(]|Vg,411?) ifadeleri sifirdan farklr iki sabittir. Bu sabitlerin oranim

R (A an
A1 ([[Vgall?)
ile ifade edelim. Dolayisiyla (10) denkleminden
12=D (12)
elde edilir. (11) denkleminden elde edilen A degeri, (6) ve (8) denklemlerinde yerine yazilirsa
f&(T() = Dgi(x) =0 13)

V(T E)|” = DIVga I = 0

denklem sistemi olusturulur. Bu denklem sisteminin nasil ¢6ziilecegi ise metodun bir sonraki
basamaginda anlatilacaktir.

Resultant: Resultant kavrami eliminasyon teorisinin en 6nemli yap1 taslarindan birisidir. f (x, y) ve g(x,y)
gibi iki polinomun y degiskenine gére resultanti Res, (f, g) ile ifade edilir. Res,, (f, g) ifadesinin degeri, f
ve g polinomlarinin olusturdugu denklem sisteminden y degiskeninin elenmesiyle elde edilen x
degiskenine bagh baska bir polinomdur, yani Res, (f,g) = h(x) seklindedir. Bu basamakta, éncelikle
teknik agidan eliminasyon teorisine uygun bir yazilim olusturmak i¢in

0x = (a11 a12) (x) _ (aux + a12y) (14)

A1 A2/ \Y Ay1X + azy

olmak tizere,

Tx) = (u(x’J’)'V(x'J’)) = (a11x + a1y, az1x + az;y) (15)
gosterimini tercih edecegiz. T (x) yerine u ve v fonksiyonlarinin kullanilmasiyla (13) sistemi

@, (u,v,x,y) = f7(u,v) —Dgi(x,y) =0 (16)
@, (w,v,x,y) = |V (u,V)|I*> = D|IVga (x, Y)II* = 0

halini alir. Oncelikle (16) sisteminden v parametresini eleyelim ve asagidaki notasyonu kullanalim.
rl(u'x,J’) = Resv((bl'(bz) (17)

Bu asamada metot 1 (u, x, ¥) polimonun u — a;;x — a,,y seklinde bir dogrusal ¢arpan icerdigi gercegiyle
stirdiriilecektir. Diger yandan, bulunan bu dogrusal ¢arpanin ®; ve @, denklemlerinde yerine
yazilmasiyla, & (v, x,y) = ®1(a11x + a2y, v,x,y) ve &W,xy) = Py(a1x + a2y, v,x,y) elde
edilecektir. & ve &, polinomlarinin en biiylik ortak ¢arpani olan polinomu u(v,x,y) = ged (&, &,) ile
gosterelim. Boylece, u(v,x,y) polinomu v — a;,x — a;,y seklinde bir dogrusal ¢arpan igerecektir. Bu
dogrusal ¢arpanlardan u ve v fonksiyonlarinin izole edilmesiyle, orijini sabitleyen

_[a1x +agy
T(x) = (a21x + azzy) (18)

izometrisi elde edilmis olacaktir.
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4. Oteleme: Metodun bu son basamaginda, problemin indirgenmemis halinde yer alan Qx + b izometrisinin
oteleme kismi olan b vektori saptanacaktir. Hali hazirda 6nceki basamaklarda elde edilen A ve Q degerleri
(2) denkleminde yerine yazilarak b nin bilesenlerini bilinmeyen olarak kabul eden bir denklem sistemi
elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinden de b vektoériiniin tiim bilesenlerinin elde edilmesiyle izometri tam
olarak hesaplanmis olur.

3. Bulgular
3.1. Problemin Orijini Sabitleyen izometrilere indirgenmesi

Kisim 2.2. de bahsedildigi gibi, problemi, orijini sabitleyen izometrilere indirebilmek i¢in egrilerin polinom
temsillerinden elde edilen ve T (p) = q sartin1 saglayan p ve q gibi iki nokta olusturacagiz. C; ve C, egrileri,
sirasiyla f(x,y) ve g(x,y) polinomlari ile tanimlansin. Kabul edelim ki €, ile C, egrileri izometrik olsun. Bu
durumda T (C,) = C, olacak sekilde bir 7 (x) = Qx + b izometrisi vardir.

Bir f polinomunun Hessian’i, Hessian matrisinin determinanti olarak tanimlanir ve H(f)(x,y) ile ifade edilir.
Gradyan operatoriiniin 6zellikleri kullanilarak, H(f)(x,y) nin de izometriler altinda degismedigi gosterilebilir.
f(x,y) ve g(x,y) polinomlar1 kullanilarak H(f)(x,y) ve H(g)(x,y) polinomlar1 olusturulabilir. H(f)(x,y) ve
H(g)(x,y) polinomlarinin temsil ettigi egrileri, sirasiyla, Cf ve Cg4 ifade edelim. Burada, {Cy, Cs} ve {C;, C4} egri

¢iftlerinin kesim kiimelerini goz oniine alahm. {Cy, C¢} egri ¢iftinin kesim noktalarinin kiimesi P := P2y ve
{C2, C4} egri ciftinin kesim noktalarimin kiimesi de Q = {q:}2 ile ifade edilsin. Bu durumda, C; ile C, egrileri
izometrik oldugundan ve H(f)(x,y) ve H(g)(x,y) izometrilerden etkilenmediginden T(Cf) = (4 elde edilir.
DolayisiylaT (€,) = C, ve T(Cf) = Cgoldugundan T (P) = Q elde edilir. Diger yandan P ve Q nokta kiimelerinin
agirlik merkezleri (barycenter), m; = m, = m olmak lizere, p := iZT piveq = %ZT q; noktalari ile tanimlanir.
Sonug olarak asagidaki 6nerme elde edilir.

3.1.1. Onerme: C, ve C, egrileri T ile izometrik olsun. Bu takdirde T (p) = q dir.

ispat. T (?) = Q oldugundan, T (p;) = q; oldugu agiktir. Buradan

T@ =Qp+b=0—> pi+b=—> Qpi+h=—> Qpi+b)=—) a;=4 (19)
1 1 1 1

edilir. Boylece ispat tamamlanir.
]

Simdi p ve q noktalarinin etkili bicimde hesaplanabilmesi i¢in bir hesaplamali yontem belirleyecegiz. Yontem
sadece p noktasinin hesaplanmasi i¢in verilecek olup, q i¢in de ayni yéntem uygulanabilir. {Cy, Cf} sisteminin
kesisimini bulmak icin, bu egrileri temsil eden polinomlardan faydalanilacaktir. Egri ¢iftinin kesisim noktalar:
f(x,y) =0 ve H(f)(x,y) = 0 esitliklerinin olusturdugu sistemin ¢oziimiidir ve bu noktalar p; = (pi1, Piz)
seklindedir. ¢,(x) = Resy(f,H(f)) alinirsa, bu durumda her p;; degerleri ¢,(x) polinomunun koklerinden
bulunabilir. Benzer sekilde ¢,(y) = Res,(f,H(f)) alinirsa, bu durumda p;, degerleri ¢,(y) polinomunun
koklerinden bulunabilir. Buradan, asagidaki 6nerme gerceklenir.

3.1.2. Onerme: ¢, (x) :== YT a;x’ ve @, (y) :== ¥ b;y" olmak iizere

1 Am-1 bm—l
——(_ - 20
p m( am b, ) (20)
seklindedir.

ispat. Tanim geregi p = %Z{” pi = iZ’in(Pu;Piz) = (ian Pi1 %Z?” Piz) seklinde yazilabilir. Burada " p;;
&m-1 o]de edilir. Benzer sekilde X" p;,

am

ifadesi de ¢, (y) polinomnun kokler toplami oldugundan, ;" p;, = — b;’;—_l elde edilir.

ifadesi ¢4 (x) polinomunun koékler toplamina denk geldiginden, 7" p;; = —
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Sonug olarak, {Cy,Cs} ve {C3, C4} egri ciftlerinin kesim noktalarinin kiimesinin bostan farkl ve sonlu oldugu
durumda p ve q noktalar1 asagidaki formiille hesaplanir:

_ 1 (_ Am-1 _bm—l)

’

m am b,
’ / 21
— l _ A m-1 _ b m-1 ( )
q m alm ’ blm

Burada a; ve b; saylart g(x,y) ve H(g)(x,y) polinomlarinin resultantlarindan elde edilen tek degiskenli
polinomlarin katsayilarini ifade etmektedir. Yukarida hesaplanan p ve q kullanilarak, €; ve C, egrileri
otelendiginde, olusan yeni egriler i¢cin hesaplanan p ve q noktalar1 orijine tasinacaktir. Dolayisiyla, orijinal
egrilerin oOtelenmesiyle elde edilen yeni egriler 7(x) = Qx ile izometrik olup, problem, orijini sabitleyen
izometrilere indirgenmis olacaktir. Makalenin bu kismindan sonra, 6telenmis egrileri asagidaki sekilde ifade
edecegiz:

F(x)=f(x+p)
G(x) = g(x+q) (22)

Bu durumu asagidaki 6rnekle agiklayalim.

3.1.3. Ornek: f(x,y) = (x? + y?)(x? + y? + 2x) — 4xy? = 0 kapal formu ile temsil edilen, Kepler'in Folium
egrisi géz oniine alinsin. f polinomunun Hessian't H(f)(x,y) = 48x* + 96x?y? + 48y* + 192xy? — 48x% — 16y?
seklindedir. Onerme 3.1.2 den p = (—%, 0) seklinde hesaplanir. x + p 6telemesinin f polinomuna uygulanmasi
F(x,y) polinomu elde edilir. Asagida F polinomu ve onun Hessian’t H(F) verilmistir.

F(x,y) = 26873856x* + 53747712x%y? + 26873856y + 37324800x3 — 70170624xy>
—20870784x2 + 9465984y2 + 3380256x — 177023
H(F)(x,y) = 26873856x* + 53747712x%y? + 26873856y* — 16422912x> + 91072512xy? (23)
—23110272x2 — 24126336y? + 7828128x — 612623

Gergekten de F ve H(F) icin tekrar Onerme 3.1.2 uygulanmirsa p = (0,0) bulunur. Asagidaki sekilde, solda f (mavi),
H(f) (yesil) ve kesim noktalarinin agirlik merkezi p (kirmizi); sagda ise F (mavi), H(F) (yesil) ve kesim
noktalarinin agirlik merkezi p (kirmizi) gosterilmistir.

Sekil 1. Kepler'in Folium’u ve Hessian'inin kesisimi.
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3.2. Orijini Sabitleyen izometrilerin Hesaplanmasi

Bu kisimda bir 6nceki kisimdaki 6telemelerin gerceklestirildigi ve verilen egrilerin orijini sabitleyen bir izometri
ile izometrik oldugu durumda, egriler arasindaki izometrilerin hesaplanmasi i¢in etkili bir yontem gelistirilecektir.
Kisim 2.2. deki tartisma asagidaki ana sonucta 6zetlenebilir.

3.2.1. Teorem: C, ve C,, sirasiyla F(x,y) = 0ve G(x,y) = 0 kapali formlari ile temsil edilen iki cebirsel diizlem
egrisi olsun. Ayrica, @, (u, v, x, y) ve ®;(u, v, x,y) polinomlar: (16) denklemindeki gibi tanimlansin. Eger C; ve C,
egrileri T (x) = Qx ile izometrik ise, bu takdirde asagidakiler saglanir:
i. n(ux,y) = Res, (P, P,) polinomu u — a,;;x — a,,y seklinde bir dogrusal ¢arpan igerir.
ii. &, xy)=D(a11x+apy,v,x,y) ve &EW,xy) = Py(ay1x + a2y, v,x,y) polinomlarinin en
blytk ortak carpani u(v, x,y) = gcd (¢;, ;) olmak tizere, u(v, x,y) polinomu v — a,;x — a,,y seklinde
bir dogrusal ¢arpan icerir.

Ispat. Kabul edelim ki €, ve C, egrileri T(x) = Qx ile izometrik olsun. Bu takdirde, u(x,y) = a;;x + a;,y,
v(x,y) = a, X + a,,y polinomlari (16) denklemi ile verilen ve F ile G den iiretilen

&, (w,v,x,y) = Fi(u,v) —DG:(x,y) =0 24)

CDZ(u' U,x,}’) = ”VFd(u! v)”Z - D”VGd(X,y)HZ =0
sisteminin ¢oziimudiir. Yani u ve v, ®; ve ®, polinomlarinin ortak kokiidiir. Resultant tanimindan n(u, x,y) = 0
dir ancak ve ancak ®; ve @, nin ortak kékii vardir. O halde u = a;;x + a;,y, (W, x, y) nin bir kokidiir. Bunun
anlam1 n(u,x,y) polinomunun u— a;;x —a;,y seklinde bir ¢arpana sahip olmasidir. Bu ise teoremin
ifadesindeki (i) onermesini kanitlar. u = a;;x + a,,y ¢6zlimii ®; ve ®, polinomlarinda yerine yazilirsa &; (v, x, y)
ve &, (v, x, y) polinomlari elde edilir. u ve v, sistemin ¢6ziimii oldugundan v = a,,x + a,,y hem &; polinomunun,
hem de &, polinomunun koki olmalidir. En biiyiik ortak ¢arpan tanimindan v = a,;x + a,,y ayn1 zamanda
u(v, x, y) polinomunu da bir kokidiir. O halde, u(v, x, y) polinomu v — a,;x — a,,y seklinde bir ¢arpan igerir. Bu
durum da teoremin ifadesinde yer alan (ii) 6nermesini kanitlar ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.1., hesaplama anlaminda 6nemli sonuglar ortaya cikarmaktadir. €; ve C, egrileri arasindaki
izometrileri tespit etmek icin, dncelikle ®; ve ®, polinomlar1 olusturulur. Ardindan, bu iki polinomun v
degiskenine gore resultanti alinip, sistemden v degiskeni elenmis olur ve n(u,x,y) polinomu bulunur. Ana
teoreme gore n(u,x,y) polinomu 6zel bir dogrusal ¢arpan icermektedir. Bu dogrusal ¢arpanlar1 bulmak i¢gin
n(w, x,y) polinomunu ¢arpanlara ayirmak yeterlidir. Tiim ¢arpanlar arasindan dogrusal olanlar segilir
ve bu secilen carpanlardan u = a;;x + a,,¥y dogrudan bulunur. Bulunan u = a,;x + a,,y ifadeleri ®; ve ®, de
yerine yazilarak u(v, x, y) polinomu bulunur. Ardindan, u(v, x,y) polinomu ¢arpanlarina ayrilarak, bu carpanlar
arasindan yine dogrusal olanlar segilir. Her bir dogrusal ¢arpandan v = a,;x + a,,y ¢oziimi elde edilir. Boylece
Q ortogonal matrisinin tiim bilesenleri, yani a,, a,,, a4, a,, elde edilmis olur. Bulunan tiim degerler, problemin
indirgenmesinden o6nce verilen f(x,y) ve g(x,y) polinomlar ile ilgili f(Qx + b) = 1g(x) esitliginde yerine
yazilarak, elde edilen denklemden b vektoriiniin bilesenleri ¢oziilerek olasi tim T (x) = Qx + b izometrileri
hesaplanmis olur. Bu siireg, bir sonraki kisimda bir algoritmaya dontistiirilmiistiir.

3.3. Algoritma

Onceki kisimlarda elde edilen sonuclar 151g1nda asagidaki Implso2D isimli algoritma (bkz. Algoritma 1), verilen
iki cebirsel diizlem egrisi arasindaki tiim izometrileri tespit etmektedir.
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Algoritma 1. Implso2D

Input: Sirasiyla f (x,y) ve g(x,y) kapali formlari ile tanimli, birden ¢ok bilesene sahip olmayan, cember
ve dogrudan farkli iki €4, C, cebirsel diizlem egrisi.

Output: C4, C, arasindaki izometriler ya da “Egriler izometrik degildir” uyarisi.
Procedure: Implso2D(f,g)

p ve q agirlik merkezlerini hesapla.

Eger p ve q noktalar1 hesaplanamiyorsa “FAIL”.

L = @ ve M = @ atamalarini yap.

F = f(x + p) ve G:== f(x + q) atamalarini yap

(24) sisteminde tanimlanan ®, ve @, polinomlarini olustur.

n(u, x,y) = Res,(®;, d,) polinomunu hesapla.

1n(u, x,y) polinomunu ¢arpanlara ayirarak u — a,,x — a;,y dogrusal ¢arpanlarini hesapla.
Her u — a,;x — a,,y dogrusal ¢carpani icin

&, x,y) = D(ay1x + a2y, v,x,y) ve &0, x,y) == Py(a;1x + a2y, v,x,y) polinomlarini ve
u(, x,y) = ged (&4, &) polinomunu hesapla.

10. u(v, x,y) polinomunu ¢carpanlara ayirarak v—a,;x — a,,y dogrusal ¢carpanlarini hesapla.
11. Her v — a,;x — a,,y dogrusal carpani i¢in

12. F(u,v) = AG(x,y) denkleminin saglandigini kontrol et.

13. Dogrulandigi takdirde (u, v) ¢6zliimini L listesine ekle.

14. Eger L # @ ise

15. L listesindeki her (u, v) ¢6ziimii i¢in

16. f(u+ by, v+ by) = Ag(x,y) denklemini b, ve b, bilinmeyenleri i¢in ¢6z.

17. [(u,v), A, (b1, b;)] ¢6ziim kiimesini M listesine ekle.

18. Eger M = @ ise “Egeriler izometrik degildir” uyarisini ver aksi halde M listesini ver.

OO N W

Algoritmanin ¢alisma prensibinin anlasilmasi i¢in asagidaki ayrintili rnek sunulmustur.

3.3.1. Ornek: Asagidaki polinomlarla temsil edilen Cayley’s Sextic egrilerini gdz éniine alalim.

flx,y) = —8x3—12(5x% + 9y?)(x% + y?) — 96x(x? + y?)? + 64(x? + y?)3
9(x,¥) = 568 — 726V2xy? + 1782V2x2y — 242v2x3 — 432x3y — 432xy® + 828x2 + 4764y
+2316y* + 396x* — 300v2x — 1080xy + 18362y + 3186v2y> + 2712x2y? (25)

— 48v2x5 + 432V/2y° — 48V2xy* — 96V2x3y? + 432v2x*y + 864V/2x%y3
+192x2%y* + 64y°® + 192x*y? + 64x°

Burada g(x,y) ile temsil edilen egri, f(x,y) polinomu ile asagidaki ortogonal matris ve dtelemeye sahip T (x) =
Qx + b izometrisi uygulanarak elde edilmistir:

1 1
o=| ' Ple=(7) (26)
V2 VZ

Bu sayede olusturulan egrilerin arasinda en az bir izometri olmasi garanti altina alinmistir. Algoritma bu egri
ciftine uygulandiginda, 6ncelikle agirlik merkezleri

(27)

_( 2721 ) _( 2721¥2 521512
P=\"27236"")"17\ " 54872 '~ 54872

seklinde hesaplanmistir. f ve g bu noktalar ile 6telendikten sonra, orijini sabitleyen bir izometri ile izometrik olan
F ve G polinomlar1 bulunmustur. Buradan da F ve G polinomlari i¢in (24) sistemi olusturulmus ve boylece

n(u, x,y) = 2u? — x% + 2xy — y? (28)
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elde edilmistir. n(u, x, y) polinomu ¢arpanlara ayrildiginda,

V2 V2

Ly, =ut+—x——y
2 2 (29)
V2 V2

Ly, su-— x+—2 y

seklinde iki adet dogrusal ¢carpan bulunmustur. Bu dogrusal ¢arpanlarin yerine yazihp, u(v, x, y) polinomunun
¢arpanlara ayrilmasiyla, L, ¢carpanina karsilik

V2 V2
by =v=5x=7y

N (30)
Ly =vt5xt oy

seklinde iki dogrusal ¢carpan ve yine L,,, ¢carpanina karsilik

V2 V2
bw=vogx=5y

V2 2 (31)
Ly, =v+—2 x+—2 y

ayni iki dogrusal carpan elde edilmistir. Toplam 4 ¢o6ziim aday1 arasindan, esitlikleri saglamayan 2 tanesi
elendikten sonra,

RIS RIS
a=| ¢ Pl oe-| TV (2)
Vi VW

ortogonal matrisleri elde edilmistir. Orijinal egrilere geri doniip, Q, ve Q, ye karsilik gelen by = (—1,1)7 ve b, =
(—=1,—1)7 &telemeleri bulunup, sonugcta iki egri arasinda f;(x) = Q;x + b; ve f,(x) = Q,x + b, izometrileri
hesaplanmistir. Bu 6rnekteki hesaplamanin tiimii 0.125 saniyede tamamlanmistir.

3.4. Testler ve Performans

Bolim 3.3. te verilen algoritma Implso2D, bilgisayar cebir sistemi Maple [14] kullanilarak implement edilmistir.
implementasyon, 2.4 Ghz Intel Core i5 islemciye ve 8 GB bellege sahip bir bilgisayarda test edilmistir. Bu calismada
sunulan o6rnekler ve tiim testler ikinci yazarin kisisel web sayfasinda [15] tiim arastirmacilara agik sekilde
sunulmustur. Tiim 6rnekler ve testlerde, izometrik bir egri ¢ifti elde edebilmek i¢in, f (x, y) kapal formu ile temsil
edilen bir €, egrisi alinip, g(x,y) polinomu C, egrisini temsil edecek sekilde, f(x,y) polinomuna Ornek 3.3.1 de
verilen izometri uygulanarak bir g(x, y) polinomu elde edilmistir.

Testlere Tablo 1. de verilen polinomlarla temsil edilen egrilerin izometrilerini tespit ederek baslayalim. Tablonun
ilk siitununda egrinin ismi, ikinci sitununda egrinin derecesi ve son siitununda da egrinin kapali formu verilmistir.
Ayrica tabloda yer alan egrilerin cizimleri Sekil 2. de verilmistir. Tablo 2. de Tablo 1. de verilen egrilerin
izometrileri ve simetrilerinin hesaplanmasi icin harcanan siireler saniye cinsinden verilmistir. Tablo 2. de ilk
stitunda egri isimleri, ikinci siitunda egrilerin ihtiva ettigi izometri/simetri sayilari, iglinci siitunda izometrilerin
hesaplanmasinda harcanan siire ve son siitunda da simetrilerin hesaplanmasinda harcanan siire bulunmaktadir.
Simetrilerin izometrilere gére daha uzun siirede hesaplandigi tablodaki verilerden acik¢a goriilmektedir.
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Tablo 1. Cesitli egrilerin kapali temsilleri.

Isim Derece Kapali Temsil
Maltese Cross Curve 3 x3y —xy3 —x% —y?
Ampersand Curve 4 6x* + 6x%y? + 4y* — 21x3 — 11xy? + 19x% — 3y2
Limacon 4 x* + 2x%y? + y* — 4x3 — 4xy? + 3x2 — y?
L’Hospital Quintic 5 64y5 — 625x* — 1000x2%y? — 400y* + 1000x%y + 800y3
—200x? — 560y% + 160y — 16
Cornoid 6 x6 + 3x*y? + 3x2y* + ¥4 + 3x* — 6x%y? — 5y* + 8y? — 4
Scarabaeus Curve x® + 3x*y? + 3x2y* + y° + 6x5 + 12x3y? + 6xy* + 5x* + 17x%y? — 4y*
Pear Curve x8 + 4x%y? + 6x*y* + 4x%y° + y® + 4x7 + 12x5y? + 12x3y* + 4xy® + 6x°
+14x*y? + 10x%y* + 2y° + 6x° + 4x3y? — 2xy* + 5x*
+2x2y? = 3y* + 2x3 + 2xy? + x%2 +y%2 —1
Ranuncloid 12 x'2 + 6x1092 + 15x8y* + 20x0y° + 15x*y® + 6x2y10 + y12 — 42x10 — 210x8y?
—420x5%y* — 420x*y® — 210x2y® — 42y10 — 21x8 — 84x%y% — 126x*y*
—84x2y6 — 21y8 — 812x° — 2436x*y? — 2436x2y* — 812y + 93312x°
—933120x3y2 + 466560xy* — 32025x* — 64050x2y2 — 32025y*
—1286250x2 — 1286250y2 — 52521875

Tablo 2. Tablo 1. de verilen egrilerin izometri ve simetrilerinin

hesaplanmasi i¢in harcanan saniye cinsinden siireler.

isim izo./Sim. Simetriler izometriler

Sayisi (sn) (sn)
Maltese Cross Curve 8 0.547 0.344
Ampersand Curve 2 0.094 0.001
Limacgon 2 0.016 0.001
L’Hospital Quintic 2 0.078 0.001
Cornoid 4 0.078 0.016
Scarabaeus Curve 2 0.171 0.031
Pear Curve 2 0.313 0.031
Ranuncloid 10 16.094 2.984

a. Maltese cross curve

d. Cornoid

_

¢ 2

Sekil 2. Tablo 1. de verilen egrilerin sekilleri.
b. Ampersand curve ¢
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Simdi de algoritmanin simetrileri bulmadaki yeterliligini daha iyi anlayabilmek ¢ok simetriye sahip bir egri ailesi
iizerinde sonuglari inceleyelim. Bunun en uygun egri ailelerinden biri olan “epicycloid egri ailesi” se¢ilmistir.
Epicycloid egri ailesi

b
¢

b
¢

x = (a+b)cos¢—bcosa
(33)

a+
y = (a+ b)sin¢p —bsin b

parametrik denklemine sahiptir. Bu egri ailesinden b = 1 degerine karsilik, a = 2,4,6,8,10,12 degerleri se¢ilmistir.
Bu degerler icin parametrik denklem kapali forma donistiiriilmiis ve her bir egri icin simetri hesaplamasi
yapimustir. ilgili degerler icin egrilerin sekilleri S$ekil 3. de verilmistir. Hesaplama siireleri Tablo 3. de
sunulmustur. Tabloda, ilk siitunda a ve b parametreleri, ikinci siitunda olusan egrinin derecesi, li¢iincii stitunda
olusan egrinin simetri sayisi ve son siitunda da tiim simetrilerin hesaplanmasinda gecen stire verilmistir. Tablodan
da goruldigi tizere, algoritma bu egrilerin tiim simetrilerini en fazla stiren hesaplamada bile yaklasik 42 saniye
gibi bir siirede hesaplayabilmektedir.

Sekil 3. Orneklerde kullanilan epicycloidlerin sekilleri.

aa=2b=1 b.a=4b=1 ca=6b=1
P — T //"J -"‘\’/ - -"‘\\ //"' ™
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Tablo 3. Secili epicycloidlerin simetrilerinin hesaplanmasi icin
harcanan saniye cinsinden siireler.

Parametre  Derece Simetri Stre
Sayis1 (sn)

a=2b=1 6 4 0.219
a=4b=1 10 8 0.094
a=6b=1 14 12 0.782
a=8b=1 18 16 0.938
a=10b=1 22 20 41.516
a=12,b=1 26 24 19.704

4. Tartisma ve Sonug¢

Bu ¢alismada kapali formda temsil edilen cebirsel diizlem egrilerinin izometri ve simetrilerini hesaplayan yeni bir
algoritma sunulmustur. Algoritma, gii¢li bir matematiksel altyapiya dayandirilmistir. Bu altyapi, egrileri temsil
eden polinomlardan elde edilen cebirsel denklemler tizerine kurulmustur. Diger yandan izometrilerin tespiti i¢in
bu denklemlerin direkt olarak ¢6ziimii yerine degismezlik kavrami sayesinde eliminasyon teorisinden
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faydalanilmistir. Boylece bircok bilinmeyene sahip ve bu bilinmeyenlere gore dogrusal olmayan sistemlerin
¢oziimiinden sakinilmistir.

Sunulan algoritma tam olup, sadece belli bash izometri/simetrileri degil, egrilerin ihtiva ettigi tiim
izometri/simetrileri tespit edebilmektedir. Algoritma, Maple bilgisayar cebir sistemi kullanilarak implement
edilmis ve bu implementasyon ile genis ¢apl testler yiiriitilmistiir. Test sonuglarinin basarisi ve algoritmanin
etkinligi tablolarda verilmistir.

Gelecek calismalarda, bu c¢alismada sunulan metodun, en genel durum olan projektif denklik ve simetrilere
genellestirilmesi planlanmaktadir. Kapali formda temsil edilen cebirsel diizlem egrilerinin projektif denklik ve
simetrileri i¢in, burada verilen indirgeme metodunu uygulamak i¢in baska metot ve yaklasimlara ihtiyac
duyulmaktadir.
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