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Yapilan bu galismada, 6ncelikle, lacunary J*-yakinsaklk kavrami tanimlandi ve lacunary J-yakinsaklik

Anahtar kelimeler
ideal; Lacunary dizi; - kavrami ile lacunary 7*-yakinsaklik kavrami arasindaki iliskiler incelendi. Daha sonra, lacunary 7*-Cauchy
yakinsaklik; -Cauchy dizi kavrami tanimladi ve lacunary J-Cauchy dizisi ile lacunary J*-Cauchy dizisi arasindaki iliskiler
dizi. arastirildi. Ayrica, ¢alismanin sonunda, lacunary J-yakinsaklik kavrami ile J-Cauchy dizisi kavrami

arasindaki iliski ele alindi.

Lacunary 7*-Convergence and Lacunary 7*-Cauchy Sequence

Abstract
Keywords - - - - -
Ideal; Lacunary In this study conducted, firstly, we defined the concept of lacunary 7*-convergence and we investigated
seqt’Jence-ﬂ— the relations between lacunary J-convergence and lacunary J*-convergence. Then, we defined the

concept of lacunary 7*-Cauchy sequence and investigated the relations between lacunary J-Cauchy

convergence; J-Cauchy o ;
sequence and lacunary 7*-Cauchy sequence. Additionally, at the end of the study, we examined the

sequence. .
relation between lacunary 7*-convergence and lacunary J-Cauchy sequence.
© Afyon Kocatepe Universitesi
1. Giris tarafindan ortaya atilmistir. Ayrica, Yamanci ve

Bu ¢alisma boyunca N ve R sirasiyla dogal sayilar
ve reel sayilar kiimesini ifade eder. Toplanabilme
teorisinde son vyillarda en ¢ok calisilan yakinsakhk
tipleri istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsakliktir.
Bununla birlikte lacunary dizi kullanilarak bu iki
yakinsaklik tirinin birgok 6zelligi incelenmistir. Bir
reel sayi dizisinin yakinsakliginin genellestirilmis
hali olan istatistiksel yakinsaklik Schoenberg (1959)
ve Fast (1951) tarafindan birbirinden bagimsiz

olarak tanimlanmistir. istatistiksel yakinsakhigin
genellestiriimis  bir hali olan metrik uzayda
J-yakinsakhk kavramini  Kostyrko vd. (2000)

¢alismalarinda vermislerdir. Daha sonra bu konu
Gzerinde birgok ¢alisma yapilmistir. Nabiev (2007),
J-Cauchy ve J*-Cauchy dizilerini bazi 6zelliklerini
ele alarak calismistir. J-istatistiksel yakinsaklik ve
istatistiksel

J-lacunary yakinsaklik gibi yeni

kavramlar, J idealini kullanarak Das vd. (2011)

Gurdal (2013)
olusturdugu topolojide lacunary J-yakinsaklik ve

rastgele n-normlu uzaylarin
lacunary J-Cauchy kavramlarini tanitmislar ve bazi
onemli sonuglar ispatlamislardir. Debnath (2012),
sezgisel fuzzy normlu lineer wuzaylarda ideal
yakinsama kavraminin bir cesidi olarak lacunary
ideal yakinsama kavramini incelemistir. Tripathy vd.
(2012), J-lacunary vyakinsak diziler kavramlarini

tanitmistir.

Bu calismada oncelikle ideal yakinsaklik kavrami
kullanilarak, lacunary 7*-yakinsakligi tanimladiktan
J-yakinsakhk  ve lacunary
J*-yakinsaklik arasindaki iliski incelendi. Ayrica,

sonra lacunary
lacunary J*-Cauchy dizi kavrami verildikten sonra
lacunary J-Cauchy dizi ve lacunary 7*-Cauchy dizi
arasindaki iliski calisildi. lacunary
J*-yakinsaklik ile lacunary J-Cauchy dizi arasindaki
iliski incelendi.

Son olarak,
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2. Temel Tanimlar ve Kavramlar

Bu bolimde, calismanin temellerini olusturan
literatlirdeki tanim ve kavramlara yer verilmistir.
(Das et al. 2011, Debnath 2012, Diindar and Altay
2011, Dindar and Altay 2014, Diindar et al. 2016,
Dindar and Ulusu 2023, Freedman et al. 1978,
Kostyrko et al. 2000, Nabiev et al. 2007, Sever et al.
2014, Tripathy et al. 2012, Ulusu and Diindar 2014,

Ulusu and Nuray 2020, Yamanci and Girdal 2013).

Bir 7S 2N sinifi asagidaki sartlari sagliyorsa bir
idealdir denir;

(I pey,

(I2) A,B € 7 oldugunda A U B € 7 dir,

(I3) A € Jve B € Aoldugunda B € 7 dir.

Eger N & J ise J idealine nontrivial (gercek) idealdir
denir. J nontrivial ideal olmak lzere her n € N igin
{n} € 7 oluyorsa 7 ideali admissible (uygun) ideal
olarak adlandirilir.

Bir F < 2N sinifi asagidaki sartlar sagliyorsa bir
filtredir denir;

(F1)0 ¢ F,
(F2) A,B € F oldugunda A N B € F dir,
(F3) A € F ve B 2 Aoldugunda B € F dir.

7 < 2N bir nontrivial ideal ise
F@={McX:(3H € 7)(M = X\H)}

kiimesi N de bir filtre olup F(J) filtresine 7 idealine
karsilik gelen siizgectir denir.

7 < 2N bir admissible ideal olsun. Bu durumda,
J idealine ait her karsilikli ayrik ve sayilabilir
{A1,Az,-+-} kime ailesi icin A;AB; (j € N) sonlu
kiime ve

B=UBje3
j=1

olacak sekilde sayilabilir bir {B1, By, --- } kiime ailesi
varsa J idealine (AP) sartini sagliyor denir.
7 c 2N bir admissible ideal olsun. Her £ > 0 icin

A(e)={fneN:|x,— Ll =¢c}€]T

ise (x) dizisi L ye J-yakinsaktir denir.

7 < 2N bir admissible ideal olsun. Her € > 0 icin
A(e)={neN:|x,—xy|=¢€}€T
olacak sekilde bir N = N(g) sayisi varsa (xi)

dizisine J-Cauchy dizisidir denir.

7 < 2N bir admissible ideal olsun.
Ili_r)gloxmk =1L

olacak sekilde bir M ={m; <m, <--<my <
-} c N, M € F(J) kimesi varsa (x;) dizisi L ye
J*-yakinsaktir denir.

7 < 2N bir admissible ideal olsun. x = (xm,.)
altkimesi ahisilmis Cauchy dizisi ise yani,

k};r_l}lwlxmk = Xm,| =0

olacak  sekilde bir M eF(J) olan bir
M={m <m,<-—-<my<--}cN

varsa (x;) dizisine J*-Cauchy dizisi denir.

kiimesi

Simdi lacunary dizi kavramini tanitalim. ko =0

olmak tizere r — oo oldugunda
h. =k,

—ky_q4—>

olacak sekilde 6 = {k,} dizisi negatif olmayan
tamsayilarda artan bir dizi ise 6 = {k,} dizisine
lacunary dizidir denir. 8 = {k,.} lacunary dizisi igin

ker

I, = (kr—lrkr] ve q, = Ky

bicimindedir.

Calisma boyunca 7 € 2N bir admissible ideal ve
6 = {k,} bir lacunary dizi olarak kabul edilecektir.
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Bir (x;) dizisi igin

I 12 )
PSeh, Ly KT

kel,

ise (x;) dizisi L sayisina lacunary yakinsaktir denir.
Bir (x;,) dizisi igin

o1
rh_)rgoh—r Z (xx—xp) =0
k,p €L

ise (xy) dizisine lacunary Cauchy dizisidir denir.

Bir (x3,) dizisi verildiginde her bir £ > 0 igin
1
r € N: —Z xx—Ll=ep €7
hy
K€l

ise (xy) dizisi L sayisina lacunary J-yakinsaktir
denir ve bu durum

Xn = L(~76)

ile sembolize edilir.

Bir (x;,) dizisi igin her € > 0 igin

1
r € N: h—z (xx —xy)| =€

" kel,

kiimesi J ya ait olacak sekilde bir N = N(¢) sayisi
bulunabiliyorsa (x;) dizisine lacunary J-Cauchy
dizisidir denir.

2007) 7 €2V, (AP)
sartini saglayan bir admissible ideal ve F(J9), 7

Lemma 2.1 (Nabiev et al.

idealine karsilik gelen bir filtre olsun. Her i igin
P; € F(3) olmak uzere {P;}7°, N kimesinin alt
kiimelerinin sayilabilir bir ailesi olmak Uzere
P € F(J) ve her i igin P\P; sonlu bir kiime olacak
sekilde bir P € N kiimesi vardir.

3. Lacunary J*-Yakinsaklik ve Lacunary 7*-Cauchy
Dizisi

Tanim 3.1 (x;), R de bir dizi ve L € R olsun.  Bir

M={m <m,<--<m,<--}CcN kiimesi

vardir oyle ki M ={reN:m, €l.}eF@)

kiimesi icin

1
m —Z Xm, =L

1
T—00

(reMr) " kel,

ise (x) dizisi L sayisina lacunary J*-yakinsaktir
denir ve bu durum x,, = L(Jp) ile sembolize edilir.

durumda x, = L(Jy) dir.

ispat: Farz edelim ki  x, - L(J;) olsun. Bu
takdirde, bir M ={m; <m, <--<my <--}C
N kimesi vardir dyleki M'={r e Niom, €.} €
F(@)(H =N\M' € 7) kimesi ve her £> 0 igin
r > 13 oldugu durumda

1
h—z xmk—L <€,

" kel,

(reM)

olacak sekilde bir 1y =1y(¢) €N vardir. Bu

durumda

A(e) = {r € N: |hir2k€1r Xy, — L| > e}
cHU{12,:,1y}
yazilabilir. 7 bir admissible ideal oldugundan
Hu{12,:-,r,} €7
ve boylece A(e) €I elde edilir. Sonug olarak
X, = L(Jg) oldugu gorilir.

Teorem 3.2 7 admissible ideali

(AP) sartini

durumda x, — L(Jp) dir.

ispat:  x,, = L(Jp) kabul edelim.

Tanimdan, her € > 0 verildiginde

oldugunu
1

T(e)=<reN: h—z Xy —Ll=zer €7

T kel,

olur.p = 2vep € Nigin
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1
T, = rEN:h—Zxk—L =1

T kel,

ve

T, = EN1<1Z 1<
R R PR p—1

kiimelerini alallm. Bu durumda i+#j igin
T;NT; = @ ve her i € N i¢in T; € J oldugu agiktir.
(AP) sartindan dolayr bir {V,},ey dizisi vardir
oyleki her j €N igin T;AV; kimesi sonlu bir
kiimedir ve

V= U V€7
j=1
dir. M' = N\V € F(J) igin

1
r—00

1
m e Z x =L
(reMr) " kel,

oldugunu ispatlayacagiz. %< 6 olacak sekilde bir

g € N segelim. Bu durumda

1 Ul
rEN:h—TZ xx—L =6 CUT]

kel j=1

dir. je{1,2,-
sonlu oldugu igin

,q — 1} segildiginde T;AV; kimesi

Q
|
Ju

T |n{r eN: r =2 1o}

—.
1l
[y

s |n{r €Nt r =1}

olacak sekilde birry € Nvardir.r > ryver € Vise

q-1 q-1
eU V; veboylece rGEU T;
j=1 j=1

dir. Bu durumda

1
Ik

1
—Ll<—-<6
" kel, q

oldugundan

1 —
1 h—Z =
(re kel

elde edilir. Sonug olarak x, — L(J5) oldugu
gorilir.

Tanim 3.2 (x,), R de bir dizi olsun. Bir
M={m<my<-—-<m,<--}CN kiimesi

vardir 6yle ki M ={reN:my€l.} € F()

kiimesi icin
- me) =0

Jimg, - (omy,
(remn) " Kpel,

ise (x) dizisine lacunary 7*-Cauchy dizisidir denir.

Teorem 3.3 Bir (x;,) dizisi lacunary J*-Cauchy dizisi
ise bu durumda, (x,) dizisi lacunary J-Cauchy
dizisidir.

ispat: Farz edelim ki (x,,) dizisi lacunary 7*-Cauchy
durumda
< mk < vee

dizisi olsun. Bu tanimdan,  bir

M={m <m,<-- }c N kiimesi

vardir éyleki M’ = {r € N:m,, € I.} € F(J) ve her
e > 0igin
1 I
h_r Z (xmk—xmp) <g (reM)
k,pEl,-

dir. Béylece, verilen her € > 0 igin 1y = 1y(¢&) vardir

oyleki her r>ry, =719(e) ve N=N(¢) € I, 41
icin
1 !
h_z Xy, —Xn| <& (reM)
T kel,

elde edilir. Simdi H = N\M' olsun. H € 7 oldugu
aciktir oyle ki
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1
A(e) =<reN: h—z X —Xy| =€

T kel,

CHU{1,2,-,15}
dir. J bir admissible ideal oldugu icin

HU{1,2,-,r} €7

elde edilir ve boylece A(¢) €  dir. Sonug olarak
(x,) dizisi lacunary J -Cauchy dizisidir.

Teorem 3.4 J admissible ideali (AP) sartini
saglasin. Eger bir (x,,) dizisi lacunary J-Cauchy
dizisi ise bu durumda (x,) dizisi lacunary J*-

Cauchy dizisidir.

ispat: Farz edelim ki (x,) dizisi lacunary J7-Cauchy
dizisi olsun. Bu takdirde tanimdan, her € > 0 icin
bir N = N(¢&) vardir dyleki

1
r € N: h_z (xx—xy)| =€ €T

T kel,

A(e) =

dir.i=12,.. icinm; =N G) olmak lzere

1 1
P; = T‘EN:h—Z X — Xm; 2?

" kel,

olsun. Heri = 1,2, icin P; € F(J) oldugu agiktir.

J ideali (AP) sartini sagladigl icin Lemma 2.1 den
bir P c N kiimesi vardir éyleki her i i¢in P\P; sonlu
bir kimedir ve P € F(J) dir. Simdi

1
lim— > G m) =0
(reP) ' kmel,

oldugunu goésterecegiz. ispat icin j >§ olacak
sekilde bir e >0 ve j €N alaim. r € P ise P\P,
sonlu bir kiimedir. Boylece bir ry =1ry(j) vardir

oyleki her r > r(j) icin r € P; dir. Bu durumda,
herr > 1y(j) igin

1 1
h_erar (X = Xm)| < 7 ve

1 1

mel,

dir. Buradan, her r > ry(j) igin

hi Z (X — Xm)

rk,melr
1 1
< h_rz (xk_xm]-) + h_rE (xm_xmj)
k€L mel,
1 1
<-+-=-<c¢€
] ]

elde edilir. Sonug olarak her € > 0 igin 1y = 1y(¢)

vardir éyleki herr > ry(e) ver € P € F(J) igin

1
— Z (xp —xp)| <e
rk,melr
oldugundan (x,) dizisi lacunary J*-Cauchy

dizisidir.

Teorem 3.5 Bir (x,) dizisi L ye lacunary J*-
yakinsak ise bu (x;) dizisi lacunary J-Cauchy
dizisidir.

ispat: x, > L(J3) oldugunu farz edelim. Bu
durumda, bir M ={m; <m, <--<m, <} C
N kiumesi vardir oyleki M'={r e Nim, € [,} €
F(J) igin

] 1
rh—>ngo h. Z Xm —L| =0
remn | T kel

dir. Buradan verilen her bir € > 0 igin bir ry = (&)
vardir dyle ki segilen her r > 7y igin

1 £
w ), Tk <3

T kel,

(reM)

yazilir. Her r > 1y igin
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i 2 G )

r k,pEl,
1 1
< h_rz xmk—L + h_rz xmp—L
kel pEl,
& &
<E+E=S, (TEM’)
oldugundan
711_,% 7 (xmk - xmp) =0

(reMr) " kpel,

elde edilir. Boylece (x;) dizisi lacunary J*-Cauchy
dizisidir ve Teorem 3.3 den (x,,) dizisi lacunary
J-Cauchy dizisidir.
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