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Öz 

Yapılan bu çalışmada, öncelikle, lacunary   -yakınsaklık kavramı tanımlandı ve lacunary  -yakınsaklık 

kavramı ile lacunary   -yakınsaklık kavramı arasındaki ilişkiler incelendi. Daha sonra, lacunary   -Cauchy 

dizi kavramı tanımladı ve lacunary  -Cauchy dizisi ile lacunary   -Cauchy dizisi arasındaki ilişkiler 

araştırıldı. Ayrıca, çalışmanın sonunda, lacunary  -yakınsaklık kavramı ile  -Cauchy dizisi kavramı 

arasındaki ilişki ele alındı.  
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Abstract 

In this study conducted, firstly, we defined the concept of lacunary   -convergence and we investigated 

the relations between lacunary  -convergence and lacunary   -convergence. Then, we defined the 

concept of lacunary   -Cauchy sequence and investigated the relations between lacunary  -Cauchy 

sequence and lacunary   -Cauchy sequence. Additionally, at the end of the study, we examined  the 

relation between lacunary   -convergence and lacunary  -Cauchy sequence. 
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1. Giriş 

 

Bu çalışma boyunca   ve   sırasıyla doğal sayılar 

ve reel sayılar kümesini ifade eder. Toplanabilme 

teorisinde son yıllarda en çok çalışılan yakınsaklık 

tipleri istatistiksel yakınsaklık ve ideal yakınsaklıktır. 

Bununla birlikte lacunary dizi kullanılarak bu iki 

yakınsaklık türünün birçok özelliği incelenmiştir. Bir 

reel sayı dizisinin yakınsaklığının genelleştirilmiş 

hali olan istatistiksel yakınsaklık Schoenberg (1959) 

ve Fast (1951) tarafından birbirinden bağımsız 

olarak tanımlanmıştır. İstatistiksel yakınsaklığın 

genelleştirilmiş bir hali olan metrik uzayda                    

 -yakınsaklık kavramını Kostyrko vd. (2000) 

çalışmalarında vermişlerdir.  Daha sonra bu konu 

üzerinde birçok çalışma yapılmıştır. Nabiev (2007), 

 -Cauchy ve    -Cauchy dizilerini bazı özelliklerini 

ele alarak çalışmıştır.  -istatistiksel yakınsaklık ve                

 -lacunary istatistiksel yakınsaklık gibi yeni 

kavramlar,   idealini kullanarak Das vd. (2011) 

tarafından ortaya atılmıştır. Ayrıca, Yamancı ve 

Gürdal (2013) rastgele  -normlu uzayların 

oluşturduğu topolojide lacunary  -yakınsaklık ve 

lacunary  -Cauchy kavramlarını tanıtmışlar ve bazı 

önemli sonuçlar ispatlamışlardır. Debnath (2012), 

sezgisel fuzzy normlu lineer uzaylarda ideal 

yakınsama kavramının bir çeşidi olarak lacunary 

ideal yakınsama kavramını incelemiştir. Tripathy vd. 

(2012),  -lacunary yakınsak diziler kavramlarını 

tanıtmıştır. 

 

Bu çalışmada öncelikle ideal yakınsaklık kavramı 

kullanılarak, lacunary   -yakınsaklığı tanımladıktan 

sonra lacunary  -yakınsaklık ve lacunary                       

  -yakınsaklık arasındaki ilişki incelendi. Ayrıca, 

lacunary   -Cauchy dizi kavramı verildikten sonra 

lacunary  -Cauchy dizi ve lacunary   -Cauchy dizi 

arasındaki ilişki çalışıldı. Son olarak, lacunary              

  -yakınsaklık ile lacunary  -Cauchy dizi arasındaki 

ilişki incelendi. 
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2. Temel Tanımlar ve Kavramlar 

 

Bu bölümde, çalışmanın temellerini oluşturan 

literatürdeki tanım ve kavramlara yer verilmiştir. 

(Das et al. 2011, Debnath 2012, Dündar and Altay 

2011, Dündar and Altay 2014, Dündar et al. 2016, 

Dündar and Ulusu 2023, Freedman et al. 1978, 

Kostyrko et al. 2000, Nabiev et al. 2007, Sever et al. 

2014, Tripathy et al. 2012, Ulusu and Dündar 2014, 

Ulusu and Nuray 2020, Yamancı and Gürdal 2013). 

 

Bir      sınıfı aşağıdaki şartları sağlıyorsa bir 

idealdir denir; 
 

          

           olduğunda       dir, 

         ve     olduğunda     dir. 

 

Eğer     ise   idealine nontrivial (gerçek) idealdir 

denir.   nontrivial ideal olmak üzere her     için 

{ }    oluyorsa   ideali admissible (uygun) ideal 

olarak adlandırılır. 

 

Bir      sınıfı aşağıdaki şartları sağlıyorsa bir 

filtredir denir; 
 

          

           olduğunda       dir, 

         ve     olduğunda     dir. 

 

     bir nontrivial ideal  ise 
 

     {                 } 
 

kümesi   de bir filtre olup      filtresine   idealine 

karşılık gelen süzgeçtir denir. 

 

      bir admissible ideal olsun. Bu durumda,         

  idealine ait her karşılıklı ayrık ve sayılabilir 

{       } küme ailesi için              sonlu 

küme ve 
  

  ⋃ 

 

   

     

 

olacak şekilde sayılabilir bir {       } küme ailesi 

varsa   idealine      şartını sağlıyor denir. 

     bir admissible ideal olsun. Her     için 
 

     {    |    |   }    
 

ise      dizisi   ye  -yakınsaktır denir. 

 

     bir admissible ideal olsun. Her     için 
 

     {    |     |   }    
 

olacak şekilde bir        sayısı varsa      

dizisine  -Cauchy dizisidir denir. 

 

     bir admissible ideal olsun.  
 

   
   

   
   

 

olacak şekilde bir   {           

 }   ,        kümesi varsa      dizisi   ye 

  -yakınsaktır denir. 

 

     bir admissible ideal olsun.        
  

altkümesi alışılmış Cauchy dizisi ise yani, 
  

   
     

|   
    

|    

 

olacak şekilde bir        olan bir                             

  {            }    kümesi 

varsa      dizisine   -Cauchy dizisi denir. 

 

Şimdi lacunary dizi kavramını tanıtalım.      

olmak üzere     olduğunda  
 

             
 

olacak şekilde   {  } dizisi negatif olmayan 

tamsayılarda artan  bir dizi ise    {  } dizisine 

lacunary dizidir denir.   {  } lacunary dizisi için 
 

             ve    
  

    
 

 

biçimindedir. 

 

Çalışma boyunca      bir admissible ideal ve    

  {  } bir lacunary dizi olarak kabul edilecektir. 
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Bir      dizisi için 
 

   
   

 

  
∑  

    

     

 

ise      dizisi   sayısına lacunary yakınsaktır denir. 

Bir      dizisi için 
 

   
   

 

  
∑  

       

          

 

ise      dizisine lacunary Cauchy dizisidir denir. 

 

Bir      dizisi verildiğinde her bir     için 
 

{    |
 

  
∑  

    

    |   }    

 

ise      dizisi   sayısına lacunary  -yakınsaktır 

denir ve bu durum 
  

         
 

ile sembolize edilir. 

 

Bir      dizisi için her     için 
 

{    |
 

  
∑  

    

       |   } 

 

kümesi   ya ait olacak şekilde bir        sayısı 

bulunabiliyorsa      dizisine lacunary  -Cauchy 

dizisidir denir. 

 

Lemma 2.1 (Nabiev et al.  2007)     ,      

şartını sağlayan bir admissible ideal ve      ,    

idealine karşılık gelen bir filtre olsun. Her   için 

        olmak üzere {  } 
 ,   kümesinin alt 

kümelerinin sayılabilir bir ailesi olmak üzere 

       ve her   için      sonlu bir küme olacak 

şekilde bir     kümesi vardır. 

 

3. Lacunary   -Yakınsaklık ve Lacunary   -Cauchy 

    Dizisi 

 

Tanım 3.1     ,   de bir dizi ve     olsun.     Bir 

  {            }    kümesi 

vardır öyle ki    {         }       

kümesi için 
 

   
   

      

 

  
∑  

    

   
   

 

ise      dizisi   sayısına lacunary    -yakınsaktır 

denir ve bu durum        
   ile sembolize edilir. 

 

Teorem 3.1 Bir      dizisi için         
   ise bu 

durumda            dir. 

 

İspat: Farz edelim ki         
   olsun. Bu 

takdirde, bir   {            }  

  kümesi vardır öyleki    {         }  

               kümesi ve her     için 

     olduğu durumda 
 

|
 

  
∑  

    

   
  |           

 

olacak şekilde bir            vardır. Bu 

durumda 
  

     {    |
 

  
∑         

  |   }  

            {        } 
 

yazılabilir.   bir  admissible ideal olduğundan 
  

  {        }    
 

ve böylece        elde edilir. Sonuç olarak        

         olduğu görülür. 

 

Teorem 3.2   admissible ideali      şartını 

sağlasın. Bir      dizisi için          ise bu 

durumda            
   dir. 

 

İspat:          olduğunu kabul edelim. 

Tanımdan, her     verildiğinde 
 

     {    |
 

  
∑  

    

    |   }    

 

 

olur.     ve     için  
 



 Lacunary   -Yakınsaklık ve Lacunary   -Cauchy Dizisi, Akın vd. 

 

 

1437 

   {    |
 

  
∑  

    

    |   }  

 

ve 
 

   {    
 

 
 |

 

  
∑  

    

    |  
 

   
} 

 

kümelerini alalım. Bu durumda     için 

        ve her     için      olduğu açıktır. 

     şartından dolayı bir {  }    dizisi vardır 

öyleki her     için       kümesi sonlu bir 

kümedir ve 
  

  ⋃ 

 

   

     

 

dir.             için 
  

   
   

      

 

  
∑  

    

     

 

olduğunu ispatlayacağız. 
 

 
   olacak şekilde bir 

    seçelim. Bu durumda 

  

 

{    |
 

  
∑  

    

    |   }  ⋃ 

   

   

   

 

dir.    {         } seçildiğinde       kümesi 

sonlu olduğu için 
 

 

(⋃ 

   

   

  )  {          }

 (⋃ 

   

   

  )  {          } 

 

 

olacak şekilde bir      vardır.      ve     ise 

 

  ⋃ 

   

   

                    ⋃ 

   

   

   

 

dir. Bu durumda 
  

|
 

  
∑  

    

    |  
 

 
   

 

olduğundan 
 

   
   

      

 

  
∑  

    

     

 

elde edilir. Sonuç olarak        
   olduğu 

görülür.  

 

Tanım 3.2     ,   de bir dizi olsun. Bir                         

  {            }    kümesi 

vardır öyle ki    {         }       

kümesi için 
 

   
   

      

 

  
∑  

      

    
    

    

 

ise      dizisine lacunary   -Cauchy dizisidir denir. 

 

Teorem 3.3 Bir      dizisi lacunary   -Cauchy dizisi 

ise bu durumda,      dizisi lacunary   -Cauchy 

dizisidir. 

 

İspat: Farz edelim ki      dizisi lacunary   -Cauchy 

dizisi olsun. Bu durumda tanımdan, bir                       

  {            }    kümesi 

vardır öyleki    {         }       ve her 

    için 
 

|
 

  
∑  

      

    
    

 |               

 

dir. Böylece, verilen her     için          vardır 

öyleki her              ve              

için 

 

|
 

  
∑  

    

   
   |               

 

elde edilir. Şimdi        olsun.     olduğu 

açıktır öyle ki 
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     {    |
 

  
∑  

    

     |   } 

                        {        } 

dir.   bir admissible ideal olduğu için 
  

  {        }    
 

elde edilir ve böylece        dir. Sonuç olarak 

     dizisi lacunary   -Cauchy dizisidir. 

 

Teorem 3.4   admissible ideali      şartını 

sağlasın. Eğer bir      dizisi lacunary   -Cauchy 

dizisi ise bu durumda      dizisi lacunary    -

Cauchy dizisidir. 

 

İspat: Farz edelim ki      dizisi lacunary  -Cauchy 

dizisi olsun. Bu takdirde tanımdan, her     için 

bir        vardır öyleki 
 

 

     {    |
 

  
∑  

    

       |   }    

 

 

dir.                   (
 

 
) olmak üzere 

  

   {    |
 

  
∑  

    

      
|  

 

 
} 

 

olsun.  Her         için         olduğu açıktır. 

  

  ideali      şartını sağladığı için Lemma 2.1 den 

bir     kümesi vardır öyleki her   için      sonlu 

bir kümedir ve         dır. Şimdi 
 

   
   
     

 

  
∑  

      

          

 

olduğunu göstereceğiz. İspat için   
 

 
 olacak 

şekilde bir     ve      alalım.     ise      

sonlu bir kümedir. Böylece bir          vardır 

öyleki her         için      dir. Bu durumda, 

her         için  
 

|
 

  
∑             

 |  
 

 
   ve 

 

|
 

  
∑  

    

       
 |  

 

 
 

 

dir. Buradan, her         için 
 

|
 

  
∑  

      

       | 

     |
 

  
∑  

    

(      
)|  |

 

  
∑  

    

       
 | 

     
 

 
 

 

 
   

 

elde edilir. Sonuç olarak her     için          

vardır öyleki her         ve          için  

 

|
 

  
∑  

      

       |    

 

olduğundan      dizisi  lacunary   -Cauchy 

dizisidir. 

 

Teorem 3.5 Bir      dizisi   ye lacunary    -

yakınsak ise bu      dizisi lacunary   -Cauchy 

dizisidir. 

 

İspat:        
   olduğunu farz edelim. Bu 

durumda, bir   {            }  

  kümesi vardır öyleki    {         }  

     için 
  

   
   

      

|
 

  
∑  

    

   
  |    

 

dir. Buradan verilen her bir     için bir          

vardır öyle ki  seçilen her      için  
 

|
 

  
∑  

    

   
  |  

 

 
        

 

yazılır. Her      için 
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|
 

  
∑  

      

    
    

 | 

      |
 

  
∑  

    

   
  |  |

 

  
∑  

    

   
  | 

      
 

 
 

 

 
          

 

olduğundan 
 

   
   

      

 

  
∑  

      

    
    

    

 

elde edilir. Böylece      dizisi lacunary    -Cauchy 

dizisidir ve Teorem 3.3 den      dizisi lacunary           

 -Cauchy dizisidir. 
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