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OZET

Bu galismada, L-bulanik esnek kiime ve L-bulanik esnek grup kavramlari verildi.
Ayrica L-bulanik esnek gruplarin cebirsel yapisi, temel Ozellikleri ve sonuglari
arasindaki iligkiler degerlendirildi.
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L-FUZZY SOFT GROUPS

ABSTRACT

In this paper, the concepts of L-fuzzy sof set and L-fuzzy soft group are given. Also, the
algebraic structure, the basic properties and relationship between results of L-fuzzy soft
groups are introduced.
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1.GIRIS

Ekonomi, miihendislik, ¢evre, sosyal bilim, tip bilimi ve diger bir¢ok alandaki bir¢ok
karmasik problemler kesin olmayan bilgiler igerir. Glinliik yasamda siirekli kars1 karsiya
geldigimiz bu problemler klasik matematik metotlar1 kullanilarak ¢dzllemez. Klasik
matematikte, bir objenin matematiksel modeli tasarlanir ve bu modelin tam ¢6ziimiiniin
ifadesi kararlastirilir. Bu ylizden klasik matematiksel model ¢ok karmasiktir ve kesin
¢Oziim bulunamaz. Belirsizlikleri tanimlamak icin birkag tane iyi bilinen teoriler vardir.
Ornegin, bulanik kiime teorisi (Zadeh 1965), kaba kiime teorisi (Pawlak 1982) ve diger
matematiksel araglar. Fakat biitiin bu teorilerin kendi igerisinde birtakim zorluklara
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sahip oldugu Molodtsov (Molodtsov 1999) tarafindan isaret edildi. Molodtsov
belirsizliklerle basa ¢ikabilmek i¢in mevcut metotlarin sahip oldugu zorluklardan uzak
yeni bir matematiksel ara¢ olarak esnek kiime kavramini ortaya koydu.

Esnek kiime teorisi birgcok yonu ile zengin bir uygulama potansiyeline sahiptir. Bu
uygulamalardan bazist Molodtsov (Molodtsov 1999) tarafindan kendi Oncii
caligmasinda gosterilmistir. Son zamanlarda esnek kiime teorisi lizerindeki galismalar
hizli bir sekilde ilerleme gostermistir. Maji, Biswas ve Roy (Maji et al. 2003) esnek
kiime teorisinin uygulamalarin1 tanimladilar ve esnek kiime teorisi Uzerinde birgok
islemle ¢alistilar. Chen, Tsang, Yeung ve Wang (Chen et al. 2005) esnek kiimelerin
parametre doniisiimleriyle ilgili yeni tanimlar ortaya koydular ve bu tanimlarin kaba
kiime teorisi ile olan iligkisini incelediler. Pei ve Miao (Pei & Miao 2005) esnek
kiimelerle bilgi sistemleri arasindaki iligkiyi tartigtilar. Maji, Biswas ve Roy (Maji et al.
2001) tarafindan esnek kiimeler bulanik alt kiimelere tasinarak bulanik esnek kiimeler
tamimlandi. Bu sekilde esnek kiimeler i¢in daha onceden bilinen tanim ve teoremler
bulanik yapisina uyarlanmis oldu.

Esnek kiimlerin cebirsel yapisi bazi bilim adamlari tarafindan incelendi. ilk olarak
Aktas ve Cagman (Aktas & Cagman 2007) esnek gruplarin yapisini inceleyerek, esnek
gruplarin bulanik alt kiimeler ve rough kiimelerle olan iligkisini degerlendirdiler. Ayrica
Molodsov (Molodtsov 1999)’un esnek kiimelerle ilgili tanimini kullanarak esnek
gruplarin bazi 6zelliklerini ortaya koydular. Jun (Jun 2008) esnek BCK-BCI cebirlerini
tanimladi ve bununla ilgili ¢alismalar yapti. Feng, Jun ve Zhao (Feng et al. 2008) esnek
yar1 halka kavramini ifade ettiler ve esnek kiimeler i¢in mevcut olan 6zellikleri yari
halka yapisina uyarladilar. Ali, Feng, Liu, Min ve Shabir (Ali et al. 2009) esnek kiimeler
icin bilinen (), U gibi cebirsel yapilar1 yeniden diizenleyerek esnek kiimelerde yeni
ifadeleri olusturdular.

Bu calismada biz L-bulanik esnek kiime kavramini vererek, L-bulanik esnek gruplarin
yapisini inceledik. Ayrica L-bulanik esnek gruplarin temel 6zellikleri ve sonuglart
arasindaki iligkileri degerlendirdik.

2. GENEL BILGILER

Tamm 2.1. (Birkhoff 1967) L bostan farkli bir kiime " <" L’de bir bagint1 olsun. L’ye
bir sirali kiime denir. <

i) VaelLicina<a
ii) Va,beLicina<bveb<aise a=b
iii) Va,b,ceLicina<b veb <cise a<c

L siral1 kiimesi (L, <) notasyonu ile gosterilir.
Tamm 2.2. (Birkhoff 1967) (L, <) bir sirali kiime olsun.
(i) L’ye bir kafes denir. < V a,beLicin Sup{a,b}=av b ve Inf{a,b}=a A b

mevcuttur.
(i) L’ye bir zincir denir. <> V a,belicin a<b veyab <a .
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(iii) L’ye bir tam kafes denir. <> VT c L igin SupT ve InfT mevcuttur.

(iv) L’ye bir modular kafes denir. <> L kafesve Va,b,celL, a <b icin
av(bac)=ba(avec) .

(v) L’ye bir dagilimli kafes denir. <> L kafes ve Va,b,c € L igin
av(bac)=(avb)a(avc) ve an(bvc)=(aab)v(anc).

(vi) L’ye sonsuz v-dagilimli kafes denir. <= L bir tam kafes ve Va,b. eL, i€ A igin
a/\(i;//\bi):i;//\(a/\bi).

Tamm 2.3. (Kaufmann 1975) X bir kime olmak tzere x :X— L fonksiyonuna X’in
L- bulanik alt kiimesi denir. X”in biitiin L- bulanik alt kiimeleri L* ile gosterilir. L=[0,1]
ise L-bulanik alt kiimelere X’in bulanik alt kiimeleri denir. i € L* icin,

Res u={ u (X): xe X}ve u ={xe X:0< u(x) } kiimelerine sirastyla 4 "niin gérintist
ve destegi denir.

Tamm 2.4. (Kaufmann 1975) Yc X ve aelL-{0} i¢in a, el asagidaki gibi
tanimlanir.
a, XxeY
a,(x)=
V() {0, xeY
Ozel olarak a=1 alimrsa 1, L- bulamk alt kiimesine Y’nin karakteristik fonksiyonu
denir. Bu durum y, notasyonu ile gosterilir.

Tamim 2.5. (Kaufmann 1975) u,v e L* olmak tizere V x € X igin u (X)< v (X) ise
v’ye u’yl kapsar denir ve u < v ile gosterilir.

Tamm 2.6. (Kaufmann 1975) u,v e L* ve x€ X olsun.
(L V V)= () V()
(u AvYX)=p(x) Av(x)

ile tanimlanan L-bulanik alt kiimelere sirasiyla g ile v ’niin birlesimi ve kesisimi
(arakesiti) denir.

Tamim 2.7. (Mordeson & Malik 1998) 1z e L* ve v e LY olsun. Yxe X ve VyeY igin
uxv(X,y)=u(x) Av(y) ile tammlanan L-bulanik alt kimesine x ve v L-bulanik alt
kiimelerinin kartezyen ¢arpimi denir.

Tamm 2.8. (Bhattacharya & Jain 1972) & # G bir kiime ve . G lzerinde bir ikili
islem olsun. G’ye bir grup denir. <

i) VXy,z € Giginx.(y.z) = (x.y).z

i) 3ee G oyle ki Vxe G icin e.x=x=x.e

iii) VxeGigin 3ye G dyle ki y.x=x.y=e
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Burada e elemanina G’nin birim elemani denir. y.x=x.y=e esitligini saglayan y
elemanma x’in tersi denir ve y=x! veya y=-x ile gosterilir. G bir grup ise (G,.) ile
gosterilir.

Tamim 2.9. (Bhattacharya & Jain 1972) (G,.) bir grup olsun. G’ye degismeli grup denir
< VxyeGigin x.y=y.x’dir.

Tamm 2.10. (Bhattacharya & Jain 1972) (G,.) bir grup ve & #H < G olsun. H’ye

G’nin bir alt grubu denir < V a, b eH icin a.b? € H’tir. Bu durum H<G notasyonu
ile gosterilir. G grubunun biitiin alt gruplarinin kiimesi S(G) ile gosterilecektir.

Tamm 2.11. (Mordeson & Malik 1998) u,v € L® olmak iizere Vx e G igin

(1)) = V{u) Av@) |y, 2€G,y.z =23 ve u (x)=pu(x™")
seklinde tammlanan z.v, 4™ L-bulanik alt kiimelerine sirasiyla g ile v *niin ¢arpimi
ve 1 ’nun tersi denir.

Tamm 2.12. (Mordeson & Malik 1998) z € L°olsun. x’ye G’nin bir L-bulamk alt
grubu denir. <

(G) VX, yeG igin p(xy) = u(x) A u(y)

(G,) ¥xeG igin u(x™")> u(x)

Eger L=[0,1] ise L-bulanik alt grup, bulanik alt grup olarak adlandirilir. G nin bitin L-
bulanik alt gruplarmin kiimesi FL(G) ile gosterilir.

Teorem 2.1. (Mordeson & Malik 1998){s; |i€ 1} FL(G) olsun. Bu takdirde,
(N w € FL(G) dir.
iel

Teorem 2.2. (Mordeson & Malik 1998) L bir tam kafes, (G,.) bir grup, @#Hc G ve
t, xeH
0, x

1 € L°olsun. Bu takdirde vxeG ve Vtel igin y(x):{ L-bulanik alt

gruptur << H<G ’dir.

Teorem 2.3. (Mordeson & Malik 1998) (G, -) bir grup u# ve v G’nin L-bulanik alt
gruplari olmak tizere & -v G’nin bir L-bulanik alt grubudur & ¢ -v=v-u

Tamm 2.13. (Mordeson & Malik 1998) A = & bir kime ve P(U), U’nun gii¢ kiimesini
gostersin. F: A— P(U) bir doniisiim olmak tizere (F,A) ikilisine U (zerinde bir esnek
kiime denir. Baska bir ifadeyle, U Uzerinde bir esnek kiime U kimesinin alt
kiimelerinin bir parametreler ailesidir. € € A icin F(¢), (F,A) esnek kiimesinin & -
elemanlarimin  bir kiimesi yada & -yaklasimli elemanlarinin bir kiimesi olarak
adlandirilir. Esnek kiime kavramu ile ilgili asagidaki 6rnekleri verebiliriz.

Ornek 2.1. F: A—P(U) bir déniisiim olmak iizere VX € A icin F(x)=@ seklinde
tamimlanan (F,A) ikilisi bir esnek kiimedir.
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Ornek 2.2. f :A—> U bir fonksiyon ve F: A— P(U) bir déniisiim olmak iizere VX € A
icin F(x)={f (x)} seklinde tanimlanan (F,A) ikilisi U tizerinde bir esnek kiimedir.

Ornek 2.3. (G,.) grup olsun. H: G—P(G) bir déniisiim olmak iizere Vg eG igin
H(g)=<g>={g" | n € Z} seklinde tanimlanan (H,G) ikilisi G tizerinde bir esnek kiimedir.

3. L-BULANIK ESNEK KUMELER

Bu bolumde bir L tam kafesi izerinde L-bulanik esnek kiime tanimi verilerek bazi temel
Ozellikleri ve sonuglar arasindaki iliskiler degerlendirilecektir. Bu sekilde bulanik
esnek kiimelerin mevcut yapist herhangi bir L kafesi izerinde incelenecektir.

Bu bdlim boyunca, U bir kiime, E parametreler kiimesi, Ac E ve L bir tam kafes olarak
ele alinacaktir.

Tamm 3.1. F:A — LY bir doniisiim olmak iizere (F,A) ikilisine U tizerinde L-bulanik
esnek kiime denir. Eger L=[0,1] alinirsa L-bulanik esnek kiime yerine bulanik esnek
kiime denir.

Ornek 3.1. L=[0,1] ve F: Z — L% olmak iizere ¥n, xe Z icin F(n): Z — L doniisiimii

1, 3ln—x
1
F(n)(x) = > 3 n—x+1
0, 3ln—x+2

seklinde tanimlanmis olsun. Bu takdirde (F,Z) Z kimesi Uzerinde L-bulanik esnek
kumedir.

Tamm 3.2. (F,A) ve (G,B) U lzerinde iki L-bulanik esnek kime olsun. (F,A)’ya
(G,B)’nin L-bulanik esnek alt kiimesi denir. <

(i) AcB

(i) Vx € A icin F(x) < G(X).

Bu durum (F,A)E(G,B) notasyonu ile gosterilir.

Ornek 3.2. L={0,,3,1} kafesinde siralama bagintis1 asagidaki sekilde verilsin.
1
a/ \ yij
\,/
Sekil 1. L={0,«, 8, 1} kafesi
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F:N— L%, G:Z—L% olmak iizere YneN, VxeZ icin F(n): Z—L, G(n): Z—L
donisiimleri

F(n)(x)z{i’ *<n

Xzn

G = {f e

seklinde tanimlanmus olsun. Bu takdirde (F,N)E(G,Z) dir.

Tanmmm 3.3. (F,A) ve (G,B) U uzerinde iki L-bulanik esnek kiime olsun. (F,A) ve
(G,B)’ye esittir denir. < (F,A)E(G,B) ve (G,B)E(F,A).

Tanim 3.4. (F,A) U Ulzerinde bir L-bulanik esnek kiime olmak uzere (F,A)’ya bos L-
bulanik esnek kiime denir. < VxeA i¢in F(x)=0u. Bu durum &, notasyonu ile

gosterilir.

Tamm 3.5. (F,A) U Uzerinde bir L-bulanik esnek kiime olmak lzere (F,A)’ya tam L-
bulanik esnek kime denir. < VxeA i¢in F(x)=1y. Bu durum Q, notasyonu ile

gosterilir.

Tanim 3.6. (F,A) ve (G,B) U Uzerinde L-bulanik esnek kiimeler olsun. C=ANB ve
Vx €C igin H(x)=F(x)AG(x) seklinde tanimlanan (H,C) L-bulanik esnek kiimesine
(F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimelerinin arakesiti denir. Bu durum (F,A)"\(G,B)
notasyonu ile gosterilir.

Ornek 3.3. G herhangi bir kiime olmak izere L={0,&,5,1} kafesinde siralama
bagintis1 asagidaki sekilde verilsin.

1
/N
a B
\,/
Sekil 2. L={0,«, 3, 1} kafesi

F:N—>LS olmak (zere VaeN, xeG icin F(@):G »>L donisimi

1l x=a

Fa)(x) =
p, X+a

H:Z—1% olmak (zere VbeZ xeG igin F(b):G »L doniisimi
a, X=b

H(b)(x) =

seklinde tanimlansin. Bu takdirde (F, N) ve (H, Z) L-bulanik esnek kiimeler olup bu
ktimelerinin arakesiti (F, N)A(H, Z) =(K,N) ise VaeN, XeG icin

=[5

seklindedir.
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Tamm 3.7. (F,A) ve (G,B) U (zerinde L-bulanik esnek kiimeler olsun. C=AU B ve

Vx eCigin,
F(x), xeA-Bise
H(x) =< G(x), xeB-Aise

F(x)VG(x), xeAnBise

seklinde tanimlanan (H,C) L-bulanik esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek
kiimelerinin birlesimi denir. Bu durum (F,A)U(G,B) notasyonu ile gosterilir.

Onerme 3.1. (F,A) U iizerinde L-bulanik esnek kiime olsun. Bu takdirde asagidaki
Ozellikler gergeklenir.

) (FAUFA=FA)

(i)  (F,AN(FA)=(FA)

(iii) (FA)U®D,=(FA)

(ivy, (FAND, =D,

(V) (FAUQ,=Q,

(vi) (FANQ,=(FA)

Tamm 3.8. (F,A) ve (G,B) U uzerinde L-bulanik esnek kiimeler olsun. C=AXB ve
V(x,y) e AxB icin H(x,y) = F(X)AG(Y) seklinde tammlanan (H,C) L-bulanik esnek

kiimesine (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimelerinin A -arakesiti denir. Bu durum
(F,A)A(G,B) notasyonu ile gésterilir.

Tammm 3.9. (F,A) ve (G,B) U uUzerinde L-bulanik esnek kiimeler olsun. C=AXB ve
Y(X,Y) e AXB icin H(x,y)=F(x)VG(y) seklinde tanimlanan (H,C) L-bulanik esnek

kiimesine (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimelerinin V -birlesimi denir. Bu durum
(F,A)V(G,B) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 3.10. (F,A) G, Uzerinde (H,B) G, (zerinde L-bulanik esnek kiimeler olsun.
C=AxB ve V(X,¥)eAxB icin G(x,y)=F(X)xH(y) seklinde tammlanan (G,C) L-
bulanik esnek kiimesine (F,A) ve (H,B) L-bulanik esnek kiimelerinin kartezyen ¢arpimi
denir. Bu durum (F,A)X(H,B) notasyonu ile gosterilir.

Ornek 3.4. L=[0,1] kafesinde F:Z—L% ve H:Z—1? iki doniisim olmak iizere
VX, y,a,be Zve ke Z — {0} icin

1, 4|ly-b
1 2| x—a 3
1 _ :
FOO@) =13 HY)b) =15 41y-b+1
> x—a=2k+1 1 4ly-b+2
0, 4ly-b+3

seklinde tamimlanan (F,Z) ve (H,Z) L-bulanik esnek kiimeler olup bu kiimelerinin
kartezyen ¢arpimi (G, ZXZ)=(F, Z)X(H, Z) ise V(a,b) e ZXZ ve k e Z — {0} icin
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%, 21x-a 4ly—b, 4ly—b+1 4]y—b+2veyax—a=2k+14]y—b
G(x, y)(a,b) = % x—a=2k+1 4/y-b+1 4]y-b+2

0, 2lx-a, 4ly-b+3veyax—a=2k+1, 4|ly-b+3
seklindedir.

Tanmim 3.11. (G,) bir grup, (F,A) ve (H,B) G uzerinde L-bulanik esnek kiimeler olsun.
C=AxB ve V(x,y)e AXB icin K(x,y)=F(x)-H(y)seklinde tanimlanan (K,C) L-
bulanik esnek kiimesine (F,A) ve (H,B) L-bulanik esnek kiimelerinin ¢arpimi denir. Bu
durum (F,A)*(H,B) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 3.12. (G,-) bir grup, (F,A) G lzerinde L-bulanik esnek kiime olsun. ¥x € A icin
E(x)=F(x)™" seklinde tamimlanan (E,A) L-bulamk esnek kiimesine (F,A) L-bulanik
esnek kiimesinin tersi denir. Bu durum (F,A) notasyonu ile gosterilir.

Tamim 3.13. (G,-) bir grup, (F,A) ve (H,B) G uzerinde L-bulanik esnek kiimeler olsun.
C=AnB ve VxeAnB icin K(X)=F(x)-H(x) seklinde tanimlanan (K,C) L- bulamk

esnek kiimesine (F,A) ve (H,B) L-bulanik esnek kiimelerinin arakesit ¢arpimi denir. Bu
durum (F,A)*»(H,B) notasyonu ile gosterilir.

Tanim 3.14. (G,) bir grup, (F,A) ve (H,B) G lzerinde L-bulanik esnek kiimeler olsun.
C=AUB ve VxeAUB icin

F(x), X e A-B
K(x) =< H(x), xeB-A

F(x)-H(x), xeAnB
seklinde tanimlanan (K,C) L-bulanik esnek kiimesine (F,A) ve (H,B) L-bulanik esnek
kiimelerinin birlesim garpimui denir. Bu durum (F,A)*,(H,B) notasyonu ile gosterilir.

4. L-BULANIK ESNEK GRUPLAR

Aktas ve Cagman (2007) tarafindan esnek gruplar i¢in yapilmis olan mevcut ¢alisma
gbz Oniine alindiginda esnek gruplarin, bulanik alt gruplarla iliskilendirilebilecegi
gozlemlendi. Bu bdlimde esnek gruplar i¢in yapilmis olan ¢alisma da g0z Onine
alinarak ve L-bulanik esnek kiimeler yardimiyla yeni bir kavram olarak L-bulanik esnek
grup ve L-bulanik esnek alt grup tanimlari verilerek L-bulanik esnek gruplarin yapisi,
temel 6zellikleri ve sonuclar1 arasindaki iligkiler degerlendirilmistir.

Tanmm 4.1. G bir grup, (F,A) G lzerinde L-bulanik esnek kiime ve L bir tam kafes
olmak tizere Vx e A igin F(X) G’nin L-bulanik alt grubu ise (F,A)’ya G lzerinde bir

L-bulanik esnek grup denir. Eger L=[0,1] ise (F,A)’ya G iizerinde bulanik esnek grup
denir.
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Teorem 4.1. (L, <) bir tam kafes, (G,-) bir grup, @#H <G ve teL olsun. (F,A) L-
t, xeH

bulanik esnek kiimesi VX e G ve a€ A icin F@)(x) = {0 H
, X€E

seklinde tanimlansin. Bu takdirde (F,A) G Uzerinde L-bulanik esnek gruptur < H<G

ispat:
=. (F,A) kimesi G lzerinde L-bulanik esnek grup oldugundan Va e G igin F(a)
G’nin L-bulanik alt grubudur. Teorem 2.2 ile H<G "dir.

"<. H<G ve Teorem 22 ile VaeA icin F(a), G’nin L-bulanik alt grubudur.
Buradan (F,A) kiimesi G Uzerinde L-bulanik esnek gruptur.

Ornek 4.1. (L, <) bir tam kafes, (G,-) bir grup ve e e G, G’nin birim eleman1 olsun.
1, x=
F:G > L°, F(9):G—L olmakiizere « L ve ¥xeG igin F(g)(x) :{ X=¢
a, X#e

seklinde tanimlanan (F,G) kiimesi G iizerinde L-bulanik esnek gruptur.

Cozim: (F,G) kiimesinin G 0zerinde L-bulanik esnek grup oldugunu gostermek i¢in
vgeGicin F(g) 'nin G'nin L-bulanik alt grubu oldugunu gostermemiz gerekir.
VX, yeG icin F@(X)=F(@)(x) oldugu agiktir. F(@)(X)AF(g)(y)<F(@)(x-Y)
oldugunu gosterelim. Eger X =e veya Y =e ise esitsizlik dogrudur. Eger x #e ve y=e
ise F(Q)O)AFQ)(y)=aNa<a <F(@)(x-y) olur. Yani YgeGicin F(g) G’nin L-
bulanik alt grubudur ve buradan (F,A) G {izerinde L-bulanik esnek gruptur.

Ornek 4.2. L={0,a, 3,1} kafesinde 0<a <3<l siralamas1 verilsin. F: A — LZ2%%2
olmak iizere VaeA igin F(a)(0,0)=1 F(a)(L,0)=F(a)(0,1) =a, F@)L1) =}

seklinde tanimlanan (F,A) L-bulanik esnek kiimesi Z,XZ, uUzerinde L-bulanik esnek
gruptur.

Teorem 4.2. (F,A) ve (H,B) G uzerinde L-bulanik esnek gruplar ise (F,A)A(H,B) G
lizerinde L-bulanik esnek gruptur.

Ispat: (F,A) ve (H,B) G iizerinde L-bulanik esnek gruplar oldugundan vx e A B igin
F(x) ve H(x) G’nin L-bulanik alt grubudur. Teorem 2.1 ile ¥xe AN B i¢in F(x)AH(
X) G’nin L-bulanik alt grubudur. Buradan (F,A)N\(H,B) G Uzerinde L-bulanik esnek
gruptur.

Teorem 4.3. (F,A) ve (H,B) G Uizerinde L-bulanik esnek gruplar olsun. Eger ANB =
ise (F,A)U(H,B) G (zerinde L-bulank esnek gruptur.

Ispat: Tanim 3.7 ile (F,A)U(H,B)=(K,C) olmak lizere AnB=@ ise VxeC icin
X e A-B veya x e B-A seklindedir. Eger x € A-B ise K(x)=F(x) G’nin L-bulanik alt
gubudur. Eger xeB-A ise K(x)=H(x) G’nin L-bulanik alt gurubudur. Buradan
(F,A)U(H,B) G uzerinde L-bulanik esnek gruptur.
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Teorem 4.4. (F,A) ve (H,B) G Uzerinde L-bulanik esnek gruplar olsun. Eger
vxe AnB icin F(x) <H(x) veya H(x) <F(x) ise (F,A)U(H,B) G lizerinde L-bulanik
esnek gruptur.

Ispat: Tamim 3.7 ile (F,A)U(H,B)=(K,C) ve C=AUB olmak iizere VxeC igin

F(x), xeA-B
K(x) =< H(x), xeB-A

F(X)VH(x), xeAnB
seklindedir. (F,A) ve (H,B) G uzerinde L-bulanik esnek gruplar oldugundan dolay1
VvxeC igin F(x) ve H(x) G’nin L-bulanik alt gruplandir. Eger F(X) <H(X) veya
H(X) <F(x) olursa F(x)VH(x)’in G’nin L-bulamk alt grubu oldugu agiktir.
Dolayistyla Vx e C i¢in K(x) G’nin L-bulanik alt grubudur. Buradan (F,A)U(H,B) G
Uzerinde L-bulanik esnek gruptur.

Teorem 4.3 ve Teorem 4.4’de Ozel sartlar altinda iki L-bulanik esnek grubun
birlesiminin L-bulanik esnek grup oldugu goriildii. Fakat bu sartlar kaldirildiginda iki
L-bulanik esnek grubun birlesimi L-bulanik esnek grup olmayabilir. Yani (F,A) ve
(H,B) G lizerinde herhangi iki L-bulanik esnek gruplar ise (F,A)U(H,B) G uizerinde her
zaman L-bulanik esnek grup olmayabilir. Bu durumu asagidaki 6rnekle gorebiliriz.

Ornek 4.3. G={1,2,3,4} grubu

11 2 3 4
1] 1 2 3 4
212 1 4 3
313 4 1 2
414 3 2 1

Tablo 1. (G, ) grubu

ikili islemi ile dikkate alintyor. (F,A) ve (H,A) L-bulanik esnek gruplar1 ¥x e A igin
3 5 3
F(X)(l):Z’ F(X)(2)=§, F(X)(3)=F(X)(4)=§

H(x)(1>=g, H(x)(2)=%, H(x)(3)=§, H(x>(4)=%

seklinde tanimlanirsa (F,A)U(H,B)’nin G (zerinde L-bulamk esnek grup olmadig
goraldr.

Cozim: Vvxe A icin F(x) ve H(x) L-bulanik alt kiimeleri G’nin L-bulanik alt
gruplaridir. Buradan (F,A) ve (H,A) G iizerinde L-bulanik esnek gruplardir. Fakat
F(x)VH(x) L-bulanik alt kiimesini gdz oniine alirsak, 4 € G i¢in

(F(x)VH(x))(4)=§ < (F(x)VH(x))(z)/\(F(x)VH(x))(3)=g

elde edilir. Buradan F(x)VH(x)’in G’nin L-bulanik alt grubu olmadig1 goriiliir.
Buradan (F,A)U(H,B) G lizerinde L-bulanik esnek grup degildir.
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Teorem 4.5. (F,A) ve (H,B) G uizerinde L-bulanik esnek gruplar ise (F,A)A(H,B) G
lizerinde L-bulanik esnek gruptur.

Ispat: (F,A) ve (H,B) G lizerinde L-bulanik esnek gruplar oldugundan VxeA ve
Vy eB i¢in F(x) ve H(y) G’nin L-bulanik alt gruplaridir. Teorem 2.1 ile F(X)AH(y

) G’nin L-bulanik alt grubudur. Tamm 3.8 ile (F,A)A(H,B) G lizerinde L-bulamk esnek
gruptur.

Teorem 4.6. (F,A) ve (H,B) sirasiyla G ve K lzerinde L-bulanik esnek gruplar ise
(F,A)X(H,B) GxK (izerinde L-bulanik esnek gruptur.

Teorem 4.7. (F,A) ve (H,A) G lzerinde L-bulanik esnek gruplar olsun. Bu takdirde,
(F,A)*(H,A) G lzerinde bir L-bulanik esnek gruptur < (F,A)*(H,A)=(H,A)*(F,A)

ispat:
"=. (F,A) ve (H,A) G lzerinde L-bulanik esnek gruplar oldugundan Vx e A igin F(
x)ve H( x) G’nin L-bulanik alt gruplaridir. Teorem 2.3 ile F( x)-H( x) G’nin L-bulanik

alt grubu ise F( x)-H(x)=H(x)-F( x)’dir. Buradan (F,A)*(H,A)=(H,A)*(F,A) olur.
‘<. Teorem 2.3 ile Vx € A igin F(x)-H(x)=H(x)-F(x) ise F(x)-H(x) G’nin L-

bulanik alt grubudur. Buradan (F,A)*(H,A) G Uzerinde L-bulanik esnek gruptur.

Tamm 4.2. (G,-) bir grup, A bir kiime ve vx A icin F(x):l{e} ise (F,A) L-bulanik

esnek kiimesine G lizerinde birim L-bulanik esnek kiime denir.

Teorem 4.8. L sonsuz V-dagilimli bir kafes, (G,-) bir grup ve (F,A) G uzerinde L-

bulanik esnek kiime olsun. Bu taktirde (F,A) G iizerinde L-bulanik esnek gruptur <

i) (FAEFA)*

ispat:

"—>. (F,A) G lzerinde L-bulanik esnek grup oldugundan Va e A icin F(a) G’nin L-

bulanik alt grubudur. Dolayisiyla VX € G icin (F (a)-F(a))(x)<F(a)(x) dir. Buradan

(F,A)°5(F,A) )E(F,A) dir. Diger yandan VX G icin F(a)(x)<F(a)(x™")=F(a)*(x)
oldugundan (F,A)E(F,A)* elde edilir.

<. VXx,y,zeGicin z=x-y olsun.
(F,A)*5(F,A) )E(F,A) oldugundan Va e A igin F(a ):G—L doniisiimii
F(a)(z)=(F(a)-F(a))(z)= V{F(@)x) AF(@)y)]y,z€G, y.z=x}

= F(@)(x) A F(a)(y) seklindedir.

Buradan F(a)(z)=F(a)(X) A F(a)(y) olur. Diger taraftan (F,A)E(F,A)? oldugundan

vxeGicinF(a)(x)<F(a)*(x)=F(a)(x™")dir. Dolayisiyla Va e A icin F(a) G’nin
L-bulanik alt grubudur. Buradan (F,A) G tizerinde L-bulanik esnek gruptur.
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Teorem 4.9. (G,-) bir grup ve (F,A) G lzerinde birim L-bulanik esnek kiime ise (F,A)
G (Uzerinde L-bulanik esnek gruptur.

Tamm 4.3. (F,A) ve (H,K) G lizerinde L-bulanik esnek gruplar ve (H,K)E(F,A) ise
(H,K)’ya (F,A)’nin L-bulanik esnek alt grubu denir. Bu durum (H,K)<(F,A) notasyonu
ile gosterilir.

Ornek 4.4. G bir grup ve e € G olmak iizere Wx e A igin F(x) =0c, H(x) =X1e; seklinde
tanimlanan (F,A) ve (H,A) L-bulanik esnek kiimeleri i¢in (F,A)<(H,A) dir.

Cozim: vxeA i¢in F(x) ve H(x) G’ nin L-bulanik alt grubudur. Dolayisiyla (F,A)
ve (H,A) L-bulanik esnek kiimeleri G iizerinde L-bulanik esnek gruplardir. Ustelik
vaeG i¢in F(x)(a) <H(x)(a) ’dir. Buradan (F,A)<(H,A) olur.

Teorem 4.10. (F,A) G uzerinde bir L-bulanik esnek grup, {(H;,K,)|ie 1} (F,A)’nin L-
bulanik esnek alt gruplarinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu takdirde N;¢; (H,,K,)
(F,A)’nin L-bulanik esnek alt grubudur.

Ispat: Agik olarak N;¢; K, €A dir. Viel icin (H;,K;) < (F,A) oldugundan dolay
Nie; (H,,K.) (F,A)’nin L-bulanik esnek alt grubudur.

5. SONUCLAR

Bu ¢alismada L-bulanik esnek grup tanimui verilerek esnek gruplar igin bilinen 6nemli
tanim ve teoremler bu alana taginmaya caligilmistir. Literatiirde mevcut ¢aligmalarin bu
tamimlarla  yeniden yapilandirilabilmesi  bakimindan  katkilar  saglayacagi
diistintilmektedir.
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