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ÖZET: Bu çalışmada sanal katsayılı gradiyent içeren bir boyutlu durgun ve lineer 

olmayan Schrödinger denklemi için birinci ve ikinci çeşit başlangıç sınır değer 

problemlerinin hemen hemen çözümünün varlığı ve tekliği ile ilgili sorular 

incelenmiştir. Denklemin katsayıları ölçülebilir sınırlı fonksiyonlardır. Galerkin 

yönteminden yararlanarak ele alınan birinci ve ikinci çeşit başlangıç sınır değer 

problemlerinin hemen hemen çözümünün varlığı ve tekliği teoremleri ispatlanmıştır. 
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Existence and Uniqueness of Resolution of Initial Boundary Value Problems for 

Static and Nonlinear Schrödinger Equation with Virtual Coefficient Gradient 

 

ABSTRACT: In this study, the questions deal with the existence and uniqueness of the 

almost all solution of first and second type boundary value problems for one-

dimensional stationary nonlinear Schrödinger equation included gradient with 

imaginary coefficient one examined. The coefficients of the equation are the bounded 

measurable functions. The existence and uniqueness theorems for the almost all 

solutions of the first and second type boundary value problems considered using 

Galerkin’s method are proved. 
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GİRİŞ 

Bu çalışmada sanal katsayılı gradiyent 

içeren durgun ve lineer olmayan 

Schrödinger denklemi için başlangıç sınır 

değer problemlerinin iyi konulması ile 

ilgili sorular ele alınmıştır. Bilindiği üzere 

sanal katsayılı gradiyent içeren 

Schrödinger denklemi ve onun için 

başlangıç sınır değer problemleri kuantum 

mekaniğinde, nükleer fizikte, lineer 

olmayan optikte ortaya çıkar (Butkovskiy 

ve Samoilenko, 1984; Vorontsov ve 

Shmalgauzen, 1984). Özellikle kuantum 

mekaniğinde ve lineer olmayan optikte 

yüklü parçacıkların homojen olmayan 

ortamda hareketini incelediğimiz zaman 

sanal katsayılı gradiyent içeren 

Schrödinger denklemi ortaya çıkar ve bu 

denklem için başlangıç sınır değer 

problemlerinin incelenmesi gerek teorik, 

gerekse de pratik açıdan önem taşır. 

Söylemek gerekir ki lineer ve lineer 

olmayan Schrodinger denklemi için 

başlangıç sınır değer problemleri farklı 

biçimlerde önceden (Iskenderov ve 

Yagubov, 1988; 1989; Yagubov ve 

Musayeva, 1997; Yajima ve Zhang, 2001; 

Baudouin, Kavian ve Puel, 2005; 

İsgandarov ve Yagubov, 2007; İskenderov 

ve Yagubov, 2012; Aksoy, Yıldız ve 

Yetişkin, 2012) ve son çalışmalarında 

geniş bir biçimde incelenmiştir. Ancak 

sanal katsayılı gradiyent içeren lineer 

Schrödinger denklemi için başlangıç sınır 

değer problemleri çok az 

incelenmiştir(Akbaba, 2011; Yagubov, 

Toyoğlu ve Subaşı, 2012). Söz konusu 

(Akbaba, 2011; Yagubov, Toyoğlu ve 

Subaşı, 2012) çalışmalarında sanal 

katsayılı gradiyent içeren bir ve iki 

boyutlu lineer Schrödinger denklemi için 

başlangıç sınır değer problemleri 

denklemin katsayıları karesel 

integrallenebilir fonksiyonlar olması 

halinde ele alınmış ve galerkin yönteminin 

yardımıyla varlık ve teklik teoremleri 

ispatlanmıştır. Sanal katsayılı gradiyent 

içeren durgun ve lineer olmayan  
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Schrödinger denklemi için başlangıç sınır 

değer problemleri hiç incelenmemiştir. 

Bu nedenle bu çalışmada ele alınan 

başlangıç sınır değer problemlerinin iyi 

konulmasının incelenmesi her açıdan 

bilimsel önem taşımaktadır. 

1. Birinci çeşit başlangıç sınır 

değer probleminin çözümünün varlığı 

ve tekliği 

Bu bölümde sanal katsayılı gradiyent 

içeren bir boyutlu durgun ve lineer 

olmayan Schrödinger denklemi için 

başlangıç sınır değer probleminin 

çözümünün varlığı ve tekliği ile ilgili 

soruları cevaplandırmağa çalışacağız. 

Farz edelim ki  0l  , 0T    verilen 

sayılar, 0 ,x l  Tt 0 ,

   0, 0,t l t   , T  ;   BTC k ,,0 -  

uzayı   T,0  aralığında 0k  kez sürekli 

diferansiyellenebilir ve değerleri B  

Banach uzayından olan fonksiyonların 

Banach uzayıdır;  0,pL l uzayı  0,l  

aralığında mutlak değerinin 1p   

basamaktan integralenebilir 

fonksiyonların Lebesque uzayıdır; 

 2 0, ;L T B  uzayı  0,T  aralığında 

tanımlı değerleri B  Banach uzayından 

olan mutlak değerinin karesi ile 

integrallenebilir fonksiyonların Banach 

uzayıdır;  0, ;L T B  uzayı  0,T  

aralığında tanımlı değerlri  B   Banach 

uzayından olan ölçülebilir sınırlı 

fonksiyonların Banach uzayıdır; 

   ,0, , ,k k m
p pW l W  1, 0, 0p k m   -

Sobolev uzaylarıdır, mesela, 

(Ladyzenskaja, 1977) çalışmasında 

tanımlanmıştır. 

Aşağıdaki başlangıç sınır değer 

problemini göz önüne alalım: 

 
2

2
0 1 22 ( ) ( ) ( ) ( , )i a ia x a x v x a f x t

t x x
        

     
  

, ( , )x t  ,   (1) 
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                                 ( ,0) ( )x x  , (0, )x l ,                                             (2) 

                               (0, ) ( , ) 0t l t   ,  0,t T .                                       (3) 

Burada 1i    sanal birim, 0 0a   verilen sayı; 2a  verilen kompleks sayı olup 

aşağıdaki şartları sağlar: 

                          2 2 2 2 2 2 2Re Im ,Re 0,Im 0;Im Rea a a a a a a                            (4) 

     xvxaxa ,, 1 - reel değerli, ölçülebilir sınırlı fonksiyonlar olup 

                        10 ( )a x   , 
0

(0, ),x l   1 0sabit   ,                        (5) 

               
0

1
1 2 3

( )( ) , , (0, )da xa x x l
dx

     , 2 3, 0sabit    ,            (6) 

                                                   0,, 0

0

0  sabitbDxbxv                                 (7) 

şartını sağlar;  -  kompleks değerli ölçülebilir fonksiyonlar olup 

                                        
0

2
2 (0, ),W l 0,1

2 ( ),f W                                    (8) 

şartlarını sağlar.  

  
 
Görüldüğü gibi (1)-(3) şartlarından 

fonksiyonunun bulunması problemi (1) 

denklemi için 1.çeşit başlangıç sınır değer 

problemidir. Bu problemin çözümü 

olarak uzayından olan ve (1)-(3) şartlarını 

için sağlayan fonksiyonu anlaşılır. Şimdi 

bu biçimde olan çözümün varlık ve teklik 

teoremini ispatlayalım. 

Teorem 1. Farz edelim ki 2a   kompleks 

sabiti ve ( )a x , 1( )a x ,  v x , ( )x , 

( , )f x t  fonksiyonları (4)-(8) şartlarını 

sağlasın. Bu taktirde (1)- (3) başlangıç 

sınır değer probleminin 
2,10

2 ( )W   uzayına 

ait olan bir tek çözümü vardır ve bu 

çözüm için aşağıdaki kestirim geçerlidir: 
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     
2 ,1 2 10 ,10 0 02
2 2 2

2 2 2 6
0

( ) 0, 0,
W

W W l W l
c f  




 
   

  .            (9) 

Burada  >0 –bilinen sabittir. 

İspat: Teoremin ispatı için Galerkin 

yöntemini kullanalım. Bu amaçla 

uzayında temel fonksiyonlar olarak 

aşağıdaki 

 

                 
2

0 2 ( )d XLX a a x X X
dx

    , (0) ( ) 0X X l                  (10) 

 

öz değer probleminin k  , k=1,2,… öz 

değerlerine karşılık gelen ( )kX u x , 

k=1,2… öz fonksiyonlarını alalım. 

Ladyzenskaja (1973) çalışmasından 

bilindiği gibi L  operatörünün katsayısı 

olan ( )a x  fonksiyonu  ( ) 0a x   

olduğundan k , k=1,2,… öz değerleri 

reel ve pozitiftirler, bunun yanı sıra 

( )k ku u x  k=1,2,… öz fonksiyonları da 

reeldirler ve 2 (0, )L l ,
20

1
22 (0, ), (0, )W l W l  

uzayında ortogonallık şartlarını sağlar 

(Ladyzenskaja, 1973). Kolaylık olsun 

diye ( )k ku u x  k =1,2,… öz 

fonksiyonlarının 2 (0, )L l ’de ortonormal 

olduğunu varsayalım, yani 

                       
2 (0, )

0

( , ) ( ) ( )
l

m
k m L l k m ku u u x u x dx   , ,k m =1,2,…                       (11) 

formülünün geçerli olduğunu varsayalım, 

burada 

1,
0,

m k m
k k m 

 , ,k m =1,2, … . 

Kronecker sabitleridir. 
10

2 (0, )W l  ve 

20

2 (0, )W l de ortogonallık aşağıdaki gibi 

anlaşılır: 

         0
1
2

0
(0, ) 0

[ , ] ( , ) ( ) ,  k,m=1,2,...
l

mk m
k m k m k m k k

W l

du duu u u u a a x u u dx
dx dx

         (12) 
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             20
2

2

(0, ) 0

{ , } ( , )
l

m
k m k m k m k k

W l
u u u u Lu Lu dx     , ,k m =1,2,… .              (13) 

Ayrıca farz edelim ki ku ( ), 1,2,...x k   fonksiyonları için aşağıdaki şart sağlasın: 

                                      
20

( 0, )2

ku
W l

kd  , k=1,2… .                        (14) 

Burada kd >0 k =1,2,… sabitlerdir. 

Galerkin yöntemine göre (1)-(3) 

başlangıç sınır değer probleminin 

çözümünün Galerkin yaklaşımlarını 

aşağıdaki biçimde arayabiliriz: 

1
( , ) ( ) ( )

N
N N

k k
k

x t C t u x


 .    (15) 

 

Burada 
2 (0, )( ) ( (., ), )N N

k k L lC t t u  

______
1,k N  katsayıları aşağıdaki Cauchy 

probleminin çözümüdür: 

                                
2 ( 0, ) ( 0, )2 2(0, )( , ) ( (., ), ) ( (.) (., ), )

L l L l

N
N N

k L l k ki u L t u v t u
t

  
  


 

              
 2

2

______2

1 2
0,(0, )

(., )(.) , , ( ), 1,
N

N N
k k k

L lL l

tia u a u f t k N
x

  
 

     
,    (16) 

                                   
2 (0, )(0) ( , )N

k k L l kC u   , 
______
1,k N .             (17) 

Burada      2 0,
(., ),k k L l

f t f t u  dir. 

Görüldüğü gibi (16) denklemler sistemi 

homojen olmayan, sabit katsayılı lineer 

olmayan adi diferansiyel denklemler 

sistemidir. Bu denklemin sağ tarafındaki  

1
2 (0, ), 1,2,...kf W T k  dir. Adi 

diferansiyel denklemler teorisinden 

bildiğimize göre (16), (17) Cauchy 

probleminin  1
2 (0, )W T  uzayında en az bir 

çözümü vardır (İskenderov ve Yagubov, 

2012; Pontryagin, 1982; Vasilyev, 1986) . 
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Şimdi ( )N
kC t katsayıları için başka bir 

deyişle (16), (17) Cauchy probleminin N

’ e bağlı çözümleri için kestirim elde 

edelim. Bu amaçla integral özdeşliklerin 

yardımıyla ispatlanan aşağıdaki lemmayi 

ifade edelim. 

Lemma 1. (16), (17) Cauchy probleminin 

çözümü için aşağıdaki kestirim geçerlidir: 

                                         2,10
2

22
2

( )
1 10 0

( )( )
T T NN N

N Nk
k W

k k

dC tC t dt dt
dt




 

       

                                               
 

2 10,10 02
2 2

2 2 6
0 ( )

(0, ) 0,
( )W

W l W l
c f 


   .                            (18) 

Burada 00 c - bilinen sabit Şimdi teoremin ispatını devam ettirelim. 

Aşağıdaki gibi fonksiyonlar 

tanımlayalım: 

                         
2, (0, )( ) ( (., ), ) , , 1,2,...N

N k k L ll t t u k N  .                       (19) 

Bu formülü, Cauchy-Bunjakovskii 

eşitsizliğini ve ( )k ku u x  

fonksiyonlarının ortonormallık şartını 

kullanırsak aşağıdaki eşitsizliği elde 

ederiz: 

        
22 2

, (0, )(0, ) (0, )
( ) (., ) (., )N N

N k k lL l L l
l t t u t   , [0, ]t T   . 

Burada 

                               
   

 1,0
22

1,0
.,

W

N

lL

N ct                            (20) 

eşitsizliğini ve (18) kestirimini kullanırsak aşağıdaki bağıntıyı elde ederiz: 

                                 2, ctl kN  , [0, ], , 1,2,...t T k N                  (21) 

Bu bağıntı N,k ( ), , 1,2,...l t k N 

fonksiyonlar ailesinin   0,T   aralığında 

düzgün sınırlı olduğunu gösterir. Şimdi 

bu ailenin  0,T   aralığında tespit edilmiş 

k  ve N k   için eş sürekli (aynı 

dereceden sürekli ) fonksiyonlar ailesi 
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olduğunu gösterelim. Gerçekten (16) 

sisteminin .k  denklemini ( , )t t t  aralığı 

üzerinden integralleyip kısmi integrasyon 

formülünü uygularsak elde edilen 

eşitlikten kolaylıkla aşağıdaki eşitsizliği 

elde edebilir: 

            
22

, , 0
(0, )(0, )

(, )( ) ( )
t t N

k
N k N k

L lt L l

dul t t l t a d
x dx

  
 

    
  

2 2

22

2 1(0, ) (0, )
(0, )(0, )

(, ) (., )
t t t tN

N
k kL l L l

t t L lL l

d u d u
x

      
 

  
   

   
   2 26

3

0 2(0, ) 0,0,
(0, )

(., ) .,
t t t t

N N
k kL l L lL l

t tL l

b d u a t d u    


 

     

                           
2

2

(0, )
(0, )

(., )  , [0, ]
t t

k L l
t L l

f d u t T 


   .                (22) 

Ladyzenskaja (1973), Lions ve Magenes 

(1972) çalışmalarından bildiğimize göre 
2,10

2 ( )W   uzayı 
10

22 0, ; (0, )L T W l
 
 
 

 

uzayına,
10

2 (0, )W l  uzayı (0, )L l  uzayına 

gömüldüğünden 

    




1,2

2
0

2
3,0;,0 W

N

lLTL

N c      (23) 

eşitsizliğini yazabiliriz. Bu eşitsizliği (18) 

kestirimini ve ku  lar için kabullendiğimiz 

(14) şartını kullanırsak (22)’ den 

aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

                    2
1

4,, tdctlttl kkNkN   , [0, ], , 1,2,...t T k N        (24) 

Burada 23c >0 sabiti, ,N k  ve t ’ den 

bağımsızdır. Sonuncu eşitsizlikten k  

tesbit edildiğinde N k   için  , ( )N kl t  

fonksiyonlar ailesinin  0,T  aralığında eş 

sürekli olduğu elde edilir. Böylece 

 , ( )N kl t  fonksiyonlar ailesinin  0,T  

aralığında düzgün sınırlı ve eş sürekli 

olduğu ispatlandı. Bu taktirde köşegen 

sürecin yardımıyla öyle , 1,2,...mN m   alt 

dizisi seçebiliriz ki bu alt dizi üzerinden 

 , ( )
mN kl t  dizisi  0,T  aralığında her bir 

1,2,...k  için ( )kl t fonksiyonuna 

yakınsar. ( )kl t  fonksiyonlarını kullanarak 

aşağıdaki gibi ( , )x t  fonksiyonunu 

tanımlayalım: 

 

1
( , ) ( ) ( )k k

k
x t l t u x





       (25) 
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Şimdi  mN ( , )x t alt dizisinin bu ( , )x t  

fonksiyonuna  0,T  aralığında düzgün 

olarak 2 (0, )L l  de zayıf yakınsak 

olduğunu gösterebiliriz. Gerçekten 

2 (0, )g L l   için [0, ]t T   için [9] 

çalışmasındaki yöntemi kullanarak 

0   verildiğinde 

2 (0, )( (., ) (., ), )mN
L lt t g     (26) 

yazabiliriz. Buradan gereken hükmü 

kolaylıkla elde ederiz. (18) kestirimine 

dayanarak  ( , )mN x t  alt dizisinden (48) 

formülüyle tanımlanan ( , )x t  

fonksiyonuna 2,1
2 ( )W   uzayında zayıf 

yakınsayan alt diziyi seçebiliriz. Kolaylık 

olsun diye 2,1
2 ( )W   uzayında zayıf 

yakınsayan alt diziyi  ( , )mN x t  ile 

gösterelim. Bu taktirde aşağıdaki limit 

bağıntılarını yazabiliriz: m  için 

mN   2 ( )L  ’da zayıf ,         (27) 

mN

x x
  


 

 2 ( )L  ’da zayıf ,   (28) 

2 2

2 2

mN

x x
  


  2 ( )L  ’da zayıf,   (29) 

mN

t t
  


 

 2 ( )L  ’da zayıf     (30) 

olur. Diğer yandan Ladyzenskaja (1973), 

Lions ve Magenes (1972) çalışmasından 

bildiğimiz kompakt gömülme teoremine 

göre 
2,10

2 ( )W   uzayı 2 (0, ; (0, ))L T L l  

uzayına kompakt gömülür. Bu taktirde 

(27)-(30) limit bağıntılarını sağlayan

 mN  alt dizisi için aşağıdaki limit 

bağıntılarını yazabiliriz:   m  için 

2 (0, ; (0, ))
0mN

L T L l
 



  .    (31) 

Şimdi ( , )x t  limit fonksiyonunun (1)-

(3) probleminin çözümü olduğunu 

ispatlayalım. İlk önce ( , )x t

fonksiyonunun (1) denklemini 

0
( , )x t   için sağladığını gösterelim. . 

Bu amaçla (16) sisteminin k . denklemini 

 0,T  aralığında sürekli olan ( )k t  

fonksiyonuyla çarpıp k  üzerinden 1k  ’  

den k N N  ’  e kadar toplayıp ,  0,T   
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aralığı üzerinden integralleyelim. Bu taktirde aşağıdaki integral özdeşliğini elde ederiz: 

               
2

0 12[ ( ) ( )
N N N

Ni a a x ia x
t x x

  




  
   

    

            
'2

2( ) ( , )] ( , ) 0N N N Nv x a f x t x t dxdt       ,                       (32) 

                             
'

'

1
( , ) ( ) ( )

N
N

k k
k

x t t u x 


  .                                         (33) 

(27)-(30) limit bağıntılarını kullanarak 

(32) integral özdeşliğinde mN N  alıp 

m  için limite geçersek aşağıdaki 

integral özdeşliğini elde ederiz: 

2
2

0 1 2 12 ( ) ( ) ( ) ( , )i a a x ia x v x a f x t
t x x
  

   


   
         


'

( , ) 0N x t dxdt  . 

(34) 

Bilindiği üzere (33) biçiminde olan 

fonksiyonlar 2 ( )L   uzayında her yerde 

yoğundur. Bundan dolayı 'N   için 

(34) integral özdeşliğinde limite geçersek 

2 ( )L    için 

2
2

0 1 2 12 ( ) ( ) ( ) ( , )i a a x ia x v x a f x t
t x x
     



   
         

 ( , ) 0x t dxdt   

özdeşliğini elde ederiz. Buradan da 

( , )x t  fonksiyonunun (1) denklemini 

0
( , )x t   için sağladığını 

hükmedebiliriz. 

Şimdi ( , )x t  fonksiyonunun (2) 

başlangıç şartını sağladığını ispatlayalım. 

[13,16] çalışmasına göre 
2,10

2 ( )W   uzayı 

0
2([0, ], (0, ))C T L l  uzayına kompakt 

gömüldüğünden m  için  

2 (0, )
(., ) (., ) 0mN

L l
t t   , [0, ]t T   

limit bağıntısını yazabiliriz. 0t   alırsak 

m  için 

2 (0, )
(.,0) (.,0) 0mN

L l
  
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olur. Bu limit bağıntısını, 

1( ,0) ( ),m mN Nx x   (0, )x l  eşitliğini 

göz önünde bulundurup 

      
2 2 2

1(0, ) (0, ) (0, )
(.,0) (.,0) (.,0) (.,0)m mN N

L l L l L l
           

 

eşitsizliğinde limite geçersek kolaylıkla 

2 (0, )
(.,0) 0

L l
    

bağıntısını elde ederiz. Buradan da 

( , )x t  limit fonksiyonunun 
0

(0, )x l   

için (2) başlangıç şartını sağladığını 

görebiliriz. 

Nihayet ( , )x t  limit fonksiyonunun (3) 

sınır şartlarını sağladığını ispatlayalım. 

2,10

2 ( )W   uzayı 2 (0, )L T  uzayına kompakt 

gömüldüğünden (bak Ladyzenskaja, 

1973; Lions ve Magenes, 1972) m  

için 
2 (0, )

( ,.) ( ,.) 0mN

L T
s s   , s=0,l 

olur. Bu limit bağıntılarını ve 

( , ) 0mN s t  , 0,s l , (0, )t T  eşitliğini 

dikkate alıp 

             
2 2 2

(0, ) (0, ) (0, )
( ,.) ( ,.) ( ,.) ( ,.)m mN N

L T L T L T
s s s s       

eşitsizliğinde m  için limite geçersek 

(0, ) ( , ) 0,t l t    (0, )t T   

sınır şartlarını elde ederiz. Böylece 

( , )x t  fonksiyonunun (1)-(3) başlangıç 

sınır değer probleminin 
2,10

2 ( )W   

sınıfından çözümü olduğu ispatlandı. (18) 

kestiriminde mN N  alıp m  için 

limite geçersek ve 
2,10

2 ( )W   uzayında 

normun alttan zayıf yarı sürekli olduğunu 

dikkate alırsak (9) kestiriminin geçerli 

olduğunu ispatlarız. Nihayet bu kestirimi 

kullanarak çözümün bir tek olduğunu da 

ispatlayalım. Bu amaçla farz edelim ki 

( , )x t ve ( , )x t fonksiyonları (1)-(3) 

başlangıç sınır değer probleminin  
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herhangi iki çözümü olsun. Bu 

fonksiyonların farkını 

     , , ,w x t x t x t  ile gösterelim. 

Bu taktide  ,w x t  fonksiyonunun 

aşağıdaki problemin çözümü olduğu 

açıktır: 

   
2

2 2
0 1 2 22 ( ) ( ) ( ) 0, ,w w wi a ia x a x w v x w a w a w x t

t x x
   

          
  

, (35) 

                                        ,0 0, 0, , 0, , 0, 0,w x x l w t w l t t T     .           (36) 

Bu problemin çözümünü 

değerlendirmeye çalışalım. Bu amaçla 

(35) denkleminin her iki tarafını  ,w x t  

fonksiyonuna çarpıp elde edilen eşitliği

   0, 0,t l t    bölgesi üzerinden 

integralleyelim. Bu taktirde 

                          
2

2 2
0 12

t

w w wi w a w ia x w a x w v x w dxd
x x




   
       

  

                         2 2 2 2
2 2

t

a w dxd a w dxd


   
 

      ,  0,t T   

eşitliğini elde ederiz. Bu eşitliğin sol 

tarafında yer alan ikinci terimde kısmi 

integrasyon formülünü uygulayıp (36)’da 

yer alan başlangıç ve sınır değer kullanıp 

elde edilen eşitlikten onun kompleks 

eşleniğini çıkarırsak, kolaylıkla aşağıdaki 

eşitliği elde ederiz:  

                               2 2 2 2
2

0

, 2 Im
t

l

w x t dx a w dxd 


      

                            2 21
22 Im

t t

da x
w dxd a w dxd

dx
  

 

      ,  0,t T  .  

Buradan da (6) şartını kullanarak aşağıdaki eşitsizliği yaza biliriz: 

                                        2 2 2 2
2

0

, 2 Im
t

l

w x t dx a w dxd 


      
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  2 2
3 2, 2

t t

w x dxd a w dxd    
 

      .  0,t T  .              (37) 

(4) şartından kolaylıkla 2 2
3 Im
2

a a  

eşitsizliğini buluruz. Bu eşitsizliği dikkate 

alarak (37)’den aşağıdaki eşitsizliği 

geçerli olduğunu elde ederiz: 

     
2

2 2 2 2
20,

1., Im
2

z

L
w t a w dxd 



      2
3 ,

t

w x dxd  

 ,  0,t T  . 

Bu eşitsizlikten yaralanıp Gronwall 

lemmasını uygularsak aşağıdaki bağıntıyı 

buluruz: 

   2

2

0,
., 0,

L t
w t   0,t T  .  

Buradan      , , ,w x t x t x t  =0, 

   
0

0, , 0,x l t T     olduğu çıkar, yani 

(1)-(3) başlangıç sınır değer probleminin 

çözümü tektir. Teorem 1 ispatlandı. 

Not 1. Söylemek gerekir ki (İsgandarov 

ve Yagubov, 2007; İskenderov ve 

Yagubov, 2012) çalışmasındaki metodiği 

kullanarak (1)-(3) başlangıç sınır değer 

probleminin  
2,10

2W   uzayına ait olan  

 ,x t   hemen hemen çözümünün

      
20 0

2 2: 0, ; 0, , 0, ; 0,W L T W l L T L l
t
   

             
 fonksiyonel uzayına veya  

        
20

0 1
20 20, ; 0, 0, ; 0,B C T W l C T L l

 
  

 
 fonksiyonel uzayına ait olduğu da 

kolaylıkla ispatlana bilir. 

2. İkinci çeşit başlangıç sınır değer 

probleminin çözümünün varlığı ve 

tekliği. 

Teorem 1’in yardımıyla (1) denklemi için 

1. çeşit başlangıç sınır değer probleminin  
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2,10

2 ( )W   uzayından olan hemen hemen 

çözümün varlığı ve bir tekliği ispatlandı. 

Şimdi 2.çeşit başlangıç sınır değer  

problemi için teorem 1’ in aynısını elde 

etmek için aşağıdaki problemi göz önüne 

alalım: 

2
2

0 1 22 ( ) ( ) ( ) ( , )i a ia x a x v x a f x t
t x x
        

     
  

, ( , )x t  , (38) 

       ( ,0) ( )x x  , (0, )x l ,       (39) 

         (0, ) ( , ) 0t l t
x x

  
 

 
,  0,t T .       (40) 

Burada 1i    sanal birim, 0l  , 

0,T    0 0a   verilen sayılar; 0 ,x l   

0 ,t T   (0, ) (0, ),t l t    ,T   

2a   verilen kompleks sayı olup (4) 

şartını sağlar, ( ),a x  1( )a x - reel değerli, 

ölçülebilir sınırlı fonksiyonlar olup 

                     0 10 ( )a x    ,
0

(0, ),x l  0 1, 0sabit    ,           (41) 

0
1

1 2 3
( )( ) , , (0, )da xa x x l

dx
     , 1 1 2 3(0) ( ) 0, , 0a a l sabit     ,   (42) 

şartlarını sağlar;  v x -reel değerli 

fonksiyon olup (7) şartını sağlar;  

( ), ( , )x f x t -kompleks değerli ölçülebilir 

fonksiyonlar olup 

 

                        2
2

0
(0, ), 0,

d d l
W l

dx dx
 

   0,1
2 ( ),f W           (43) 

şartlarını sağlar. 

Görüldüğü gibi  (38)-(40) şartlarından 

( , )x t   fonksiyonunun bulunması 

problemi (38) denklemi için 2.çeşit 

başlangıç sınır değer problemidir. Bu 

problemin çözümü olarak  2,1
2W   

uzayından olan ve (61)-(63) şartlarını 

0
( , )x t   için sağlayan ( , )x t   

fonksiyonu anlaşılır. 
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Teorem 2. Farz edelim ki 2a   kompleks 

sabiti ve ( )a x , 1( )a x ,   v x , ( )x , 

( , )f x t  fonksiyonları sırasıyla (4), (41), 

(42), (7), (43) şartlarını sağlasın. Bu 

taktirde  (38)-(40) başlangıç sınır değer 

probleminin 2,1
2 ( )W   uzayına ait olan bir 

tek çözümü vardır ve bu çözüm için 

aşağıdaki kestirim geçerlidir: 

               
        3

,0,05 1
2

1,0
2

2
2

1,2
2

lWWlWW

N fc  


                     (44) 

Burada 05 c  sabiti bilinen sabittir. 

Bu teoremin ispatı teorem 1 de olduğu 

gibi Galerkin yöntemi ile gerçekleştirilir. 

Sadece 2,1
2 (0, )W l  uzayında temel 

fonksiyonlar olarak 

             
2

0 2 ( )d XLX a a x X X
dx

    ,    0
0

dX dX l
dx dx

                              (45 

 

öz değer probleminin , 1,2,...k k    öz 

değerine karşılık gelen öz fonksiyonları 

alınır. Kalan işlemler, yani teoremin 

ispatı uygun fonksiyonel uzaylar ve 

veriler üzerine konulan şartlar göz 

önünde bulundurularak teorem 1 deki gibi 

gerçekleştirilir. 

Not 2. Söylemek gerekir ki  8,9  

çalışmalarındaki metodiği kullanarak 

(38)-(40) başlangıç sınır değer 

probleminin  2,1
2W   uzayından olan 

 ,x t   hemen hemen çözümünün 

        2
2 2: 0, ; 0, , 0, ; 0,W L T W l L T L l

t


   

      
 

fonksiyonel uzayına veya 

         0 2 1
1 2 20, ; 0, 0, ; 0,B C T W l C T L l 

 

fonksiyonel ait olduğu da kolaylıkla 

ispatlana bilir. 
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