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Sanal Katsayih Gradiyent iceren Durgun ve Lineer Olmayan Schrodinger
Denklemi i¢cin Baslangic Simir Deger Problemlerinin Céziimiiniin Varhgi ve
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OZET: Bu c¢alismada sanal katsayili gradiyent igceren bir boyutlu durgun ve lineer
olmayan Schrodinger denklemi i¢in birinci ve ikinci ¢esit baslangic smir deger
problemlerinin hemen hemen ¢oziimiiniin varligi ve tekligi ile ilgili sorular
incelenmistir. Denklemin katsayilar1 Olgiilebilir sinrli  fonksiyonlardr. Galerkin
yonteminden yararlanarak ele alinan birinci ve ikinci c¢esit baslangic smir deger

problemlerinin hemen hemen ¢éziimiiniin varligi ve tekligi teoremleri ispatlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Schrodinger denklemi, Galerkin yontemi, Sinir deger problemleri

Existence and Uniqueness of Resolution of Initial Boundary Value Problems for

Static and Nonlinear Schrodinger Equation with Virtual Coefficient Gradient

ABSTRACT: In this study, the questions deal with the existence and uniqueness of the
almost all solution of first and second type boundary value problems for one-
dimensional stationary nonlinear Schrodinger equation included gradient with
imaginary coefficient one examined. The coefficients of the equation are the bounded
measurable functions. The existence and uniqueness theorems for the almost all
solutions of the first and second type boundary value problems considered using

Galerkin’s method are proved.
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GIRIS
Bu calismada sanal katsayili gradiyent
iceren durgun ve lineer olmayan
Schrédinger denklemi i¢in baglangi¢ smir
deger problemlerinin iyi konulmas: ile
ilgili sorular ele alinmistir. Bilindigi tizere
sanal  katsayili

gradiyent iceren

Schrodinger denklemi ve onun ig¢in

baslangi¢ sinir deger problemleri kuantum
mekaniginde, niikleer fizikte, lineer
olmayan optikte ortaya ¢ikar (Butkovskiy
ve Samoilenko, 1984; Vorontsov ve
Shmalgauzen, 1984). Ozellikle kuantum
mekaniginde ve lineer olmayan optikte
yikli parcaciklarin  homojen olmayan
ortamda hareketini inceledigimiz zaman
sanal katsayili gradiyent iceren
Schrodinger denklemi ortaya ¢ikar ve bu
denklem i¢in baglangic smir deger
problemlerinin incelenmesi gerek teorik,
gerekse de pratik acidan Onem tasir.
Soylemek gerekir ki lineer ve lineer
denklemi i¢in

olmayan Schrodinger

baslangi¢ sinir deger problemleri farklh

bigimlerde 6nceden (Iskenderov ve

Yagubov, 1988; 1989; Yagubov ve

Musayeva, 1997; Yajima ve Zhang, 2001;
Baudouin, Kavian ve Puel, 2005;
Isgandarov ve Yagubov, 2007; Iskenderov
ve Yagubov, 2012; Aksoy, Yildiz ve
Yetiskin, 2012) ve son caligmalarinda
genis bir bicimde incelenmistir. Ancak
sanal katsayili gradiyent igeren lineer
Schrédinger denklemi i¢in baglangi¢ smir
¢ok az

deger problemleri

incelenmistir(Akbaba, 2011; Yagubov,

Toyoglu ve Subasi, 2012). S6z konusu
(Akbaba, 2011; Yagubov, Toyoglu ve
calismalarinda  sanal

Subasi, 2012)

katsayili gradiyent igceren bir ve iki

boyutlu lineer Schrodinger denklemi i¢in

baslangic  smir  deger  problemleri
denklemin katsayilar1 karesel
integrallenebilir ~ fonksiyonlar  olmasi

halinde ele alinmis ve galerkin yonteminin
yardimiyla varlik ve teklik teoremleri
ispatlanmistir. Sanal katsayili gradiyent

iceren durgun ve lineer olmayan
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Schrédinger denklemi i¢in basglangi¢ sinir
deger problemleri hi¢ incelenmemistir.
Bu nedenle bu calismada ele alinan

baslangi¢ sinir deger problemlerinin 1yi

konulmasmin incelenmesi her agidan
bilimsel 6nem tagimaktadir.
1. Birinci c¢esit baslangic simir

deger probleminin ¢oéziimiiniin varhg:
ve tekligi

Bu boliimde sanal katsayili gradiyent
iceren bir boyutlu durgun ve lineer
olmayan Schrodinger

denklemi i¢in

baslangic  smir deger probleminin

cOziimiiniin varligr ve tekligi ile ilgili

sorular1 cevaplandirmaga ¢alisacagiz.

Farz edelim ki [>0, 7 >0- verilen

sayilar, 0<x<l, 0<¢t<T ,

Q =(0,1)x(0,t),Q=0Q,; c*(0,7]B)-
uzayl [O,T ] arahginda k > 0 kez siirekli

diferansiyellenebilir ve degerleri B

2
1'8—!’(/+aO 0 1/2’
ot ox

Banach wuzayindan olan fonksiyonlarm

Banach uzayidir; Lp(O,l) uzayl1 (0,1)

araliginda  mutlak  degerinin  p>1
basamaktan integralenebilir
fonksiyonlarin Lebesque uzayidir;
L,(0,T;B)— uzayr (0,7) araligmmda

tanimli degerleri B Banach uzaymdan

olan mutlak degerinin karesi ile

integrallenebilir fonksiyonlarin Banach

uzayidir; L, (O,T;B)— uzay1 (O,T)

araliginda tanimli degerlri B Banach

uzayindan olan  Olciilebilir  sinirh

fonksiyonlarm Banach uzayidir;

wi(0,0).w,"(Q), p2Lk=20,m>0 -

Sobolev uzaylaridir, mesela,
(Ladyzenskaja,  1977)  caliymasinda
tanimlanmaistir.

Asagidaki  basglangic  smir  deger

problemini gz Oniine alalim:

i () 2L~ aow + v+ afyf v = fo. 0@, (1)
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v (x,0)=0(x),x<(0,0), 2)
(0.0 =y (1.0n=0,t€(0.T). (3)
Burada i=+/—1 sanal birim, a, >0 verilen say1; a,— verilen kompleks say1 olup

asagidaki sartlar1 saglar:

a, =Rea, +Ima,,Rea, <0,Ima, > 0;Ima, >|Rea,| (4)

a(x), a, (x), v(x) - reel degerli, olgiilebilir sinirh fonksiyonlar olup

0
0<a(x)<uy, Vxe(0,), u =sabit>0, (5)
0
@] < 1 T x € O, =sabit =0, (©
0
|v(x] <b,,VxeD,b, =sabit >0 (7)

sartin1 saglar; - kompleks degerli dl¢iilebilir fonksiyonlar olup

pe VTZZ(O, D, f e (Q), (8)

sartlarin1 saglar.

Goraldigt — gibi - (1)-3)  sartlarindan Teorem 1. Farz edelim ki %2~ kompleks
fonksiyonunun bulunmast problemi (1)
sabiti ve ¢ | @(®) v(x) o)
denklemi i¢in 1.¢esit baslangic sinir deger

S (x,1) i -
problemidir. Bu problemin ¢Oziimii fonksiyonlart (4)-(8) - sartlarim

olarak uzayindan olan ve (1)-(3) sartlarim saglasm. Bu taktirde (1)- (3) baslangic

2,1
icin saglayan fonksiyonu anlagilir. Simdi V(I)/z Q)

siir deger probleminin uzayina

bu bigimde olan ¢oziimii lik ve teklik
| oI GOZUMUN Varti ve tekd ait olan bir tek ¢Oziimii vardir ve bu

teoremini ispatlayalim.
patiay ¢Ozlim i¢in asagidaki kestirim gecerlidir:
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2 2 2 6
W <e [nco Y +||<o||%(0,,)]

€))

Burada >0 —bilinen sabittir. uzaymda temel fonksiyonlar olarak
Ispat: Teoremin ispat1 igin Galerkin  asagidaki

yontemini  kullanallm. Bu  amagla

2

LX:-aO‘;—)f+ a(x)X =X, X(0)= X(I)=0 (10)
X

0z deger probleminin A =4, ,k=1,2,... 6z  u, =u,(x) k=1,2,... 6z fonksiyonlar1 da

degerlerine karsilik gelen X =u,(x) , reeldirler ve L,(0.7) . W (0.]) V(I)/ 2(0 )
2\ H 2 st ) >

k=1,2... 0z fonksiyonlarmi alalim. .
uzaymda ortogonallik sartlarmi saglar

Ladyzenskaja  (1973)  ¢aligmasindan i
(Ladyzenskaja, 1973). Kolaylik olsun

bilindigi gibi L operatoriiniin katsayisi

diye u, =u,(x) k =12,... 0z
olan a(x) fonksiyonu a(x)=0

fonksiyonlarmm L,(0,/) ’de ortonormal
oldugundan 4, , k=1,2,... 6z degerleri

oldugunu varsayalim, yani
reel ve pozitiftirler, bunun yani sira

1

(ot oy = [ 1 (O, (¥)elx = 87 kym=1,2,... (11)
0

formiiliiniin gecerli oldugunu varsayalim, 0!
Kronecker sabitleridir.  W»(0,/) ve

burada
O 2

5 ={1,k:m kom=12. ... W,(0,l) de ortogonallik asagidaki gibi

0,k#m >

anlagilir:

!
[, u 1= (u,u,) , =j[a duy d“ = a(ougu, }dxlekékm, k,m=1,2,... (12)
0

w5(0.1)
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{uk’um} = (uk’um) 02
W2 (0,0)

]
= [ Lu Lu,dx = 228]" ,k,m=12,.... (13)
0

Ayrica farz edelim ki u, (x),k =1,2,... fonksiyonlar1 i¢in asagidaki sart saglasin:

w| <d ,k=12.... (14)
02 k

w2(0,0)

Burada d,>0 k=1,2,... sabitlerdir.

Galerkin  yOntemine  gore  (1)-(3)
baslangic  smir deger probleminin
cOziimiiniin ~ Galerkin  yaklasgimlarim

asagidaki bicimde arayabiliriz:

v (0 =26 0n ). (15)

N

(Y

’uk)Lz(O,l) = (LI//N(,,t),uk)

ot

—(z’a,(.>—a"’a)f"”,uk]

L,(0.)

Burada G =" (.0, w)r o)

k=1,N katsayilar1 asagidaki Cauchy

probleminin ¢ézimiidiir:

O o) -

L2(0,) L2(0,)

2 [
(el Totm)  +h0 k=18, (6

Ly(0.1

C/iv(o) = ((Dauk)Lz(o,l) =¢, k=LN. (17)

Burada fk(t)=(f(.,t),uk)Lz(0J) dir.

Goriildigi gibi (16) denklemler sistemi
homojen olmayan, sabit katsayili lineer
denklemler

olmayan adi diferansiyel

sistemidir. Bu denklemin sag tarafindaki

£ eW O0,1),k=12,. dir.  Adi
k 2

diferansiyel  denklemler  teorisinden

bildigimize gore (16), (17) Cauchy
probleminin W, (0,T) uzayinda en az bir

¢oziimii vardir (Iskenderov ve Yagubov,

2012; Pontryagin, 1982; Vasilyev, 1986) .
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Simdi C)(¢) katsayilar1 i¢in bagka bir  yardimiyla ispatlanan asagidaki lemmayi

deyisle (16), (17) Cauchy probleminin n  1{ade edelim.

Lemma 1. (16), (17) Cauchy probleminin

2

e bagh ¢oziimleri icin kestirim elde

edelim. Bu amacla integral 6zdesliklerin ¢ozlimil igin asagdaki kestirim gegerlidir:

T N 2 T N N 2
dC, (1) 2
N — Tk N N 2.1
j;\ck ()| dt+j2‘ L di<|y™|p> <
0 «= 0 k=l
2 2 6
<6 (”CD 02 +||f W (Q) +||¢||0‘ ) (18)
W2(0.0) 2 w2(0,0)

Burada ¢, > 0 - bilinen sabit Simdi teoremin ispatin1 devam ettirelim.
Asagidaki gibi fonksiyonlar
tanimlayalim:

Ly, ()= (I//N(.,t),uk)Lz(O’,),k,N =1,2,.... (19)

Bu formiili, Cauchy-Bunjakovskii ~ fonksiyonlarinin  ortonormallik  sartini
esitsizligini ve u, =u,(x)  kullanwrsak asagidaki esitsizligi elde

ederiz:

1y )| < v o)

o=l o, veeloT .

u
” k L,(0.0)

L, (0,0)

Burada

HW ' ("tx 1,(0.1) =6 HW ' W (@) (20)
esitsizligini ve (18) kestirimini kullanirsak asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

lvi(t) <c,, Ve[0T kN =12,.. 1)
Bu bagmti Ly (@®),k,N =1,2,...  buailenin [0,7] araliginda tespit edilmis

fonksiyonlar ailesinin [O,T] araliginda k ve VYN>k i¢in es stlirekli (ayni

diizgiin smirlh oldugunu gosterir. Simdi dereceden stirekli ) fonksiyonlar ailesi
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oldugunu gosterelim. Gergekten (16)

sisteminin k. denklemini (z,7+ At) araligi

iizerinden integralleyip kismi integrasyon

t+At

formiiliini  uygularsak elde edilen
esitlikten kolaylikla asagidaki esitsizligi

elde edebilir:

N
(A0 ~1, (0] <a, | v GOl g %
L, (0,1) L,(0.,1)
t+At a N , t+At
T J W@x( . dT”uk Loy T j HWN("T)H dr”“’f”lfz(o,n -
t L, (0,0) t L,(0.0)
t+At N t+At N 3
by [ eol e, el [y GOl a7l ¢
/ L,(0,0) /
t+At
[ lreol  drlwl,,, - veelo.T]. (22)
‘ L,(0.)
Ladyzenskaja (1973), Lions ve Magenes HV/N Lore o) <c, HV/N e (23)

(1972) ¢aligmalarindan bildigimize gore

0 2,1

ol
Wi (QY) uzayl1 L, [O,T; Wz(O,l)]

0 1

uzayma, W»(0,/) uzayr1 L (0,/) uzayma

gomiildiigiinden

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizligi (18)
kestirimini ve u, lar i¢in kabullendigimiz
kullanirsak

(14) sartm (22’ den

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

1
Uit +A0) =1 () S cud, A2 Ve e[0,T1EN =1,2,...  (24)

Burada c,, >0 sabiti, N,k ve At ’ den

bagimsizdir. Sonuncu esitsizlikten &

tesbit edildiginde VN >k icin {/, () }
fonksiyonlar ailesinin [0,7] araliginda es

sirekli oldugu elde edilir. Bodylece

{1,,() } fonksiyonlar ailesinin [0,7]
araliginda diizgiin smirli ve es siirekli
oldugu ispatlandi. Bu taktirde kdsegen

stirecin yardimiyla dyle N, ,m=1,2,... alt

dizisi segebiliriz ki bu alt dizi lizerinden
{le’k(t)} dizisi [0,7] araliginda her bir

k=12,. icin [ () fonksiyonuna
yakimnsar. /, (¢) fonksiyonlarmi kullanarak
fonksiyonunu

asagidaki gibi  w(x,?)

tanimlayalim:

V=YL Onw @9
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Simdi {wNm (x.0)} alt dizisinin bu y (x,7)
fonksiyonuna [0,7] arahginda diizgiin

olarak L,(0,/) de =zayif yakimsak

oldugunu  gosterebiliriz. Gergekten
VgelL,(0,/) i¢cin Vte[0,T] icin [9]
calismasindaki  yontemi  kullanarak

Ve >0 verildiginde

" (O -y (0.2),,0| <2 (26)

yazabiliriz. Buradan gereken hiikmii

kolaylikla elde ederiz. (18) kestirimine
dayanarak {I/IN’” (x,t)} alt dizisinden (48)

formiiliiyle tanimlanan

v (x,1)
fonksiyonuna W,”'(Q) uzayinda zayif
yakinsayan alt diziyi seg¢ebiliriz. Kolaylik

olsun diye W}'(Q) uzayinda zayif

yakmsayan alt diziyi {I/IN’” (x,t)} ile
gosterelim. Bu taktirde asagidaki limit
bagntilarin1 yazabiliriz: m — oo i¢in

y"'" >y L,(Q)’da zayif, (27)

NV"
WOV Q) dazayif, (28)
ox ox

aZl// N, N azl//

ox* ox*

L,(Q) da zayif, (29)

6WN,,. oy
—— > L (Q)’dazayif (30
o o 2( ) y (30)

olur. Diger yandan Ladyzenskaja (1973),
Lions ve Magenes (1972) ¢aligmasindan

bildigimiz kompakt gdmiilme teoremine

0 2,1

gore W, (QQ) wuzayr L,(0,T;L,(0,0))

uzayma kompakt gomiiliir. Bu taktirde

(27)-(30) limit bagintilarm1 saglayan

{I/IN’”} alt dizisi i¢in asagidaki limit

bagintilarin1 yazabiliriz: m — o icin

o~y (31

Ly (0,T;L, (0,0))

Simdi w(x,7) limit fonksiyonunun (1)-

(3) probleminin ¢dziimi  oldugunu
ispatlayalim. [k  once  w(x,t)
fonksiyonunun (1) denklemini

@(x,t)eQ icin sagladigmni gosterelim. .
Bu amagla (16) sisteminin k. denklemini
[0,T] arahginda siirekli olan V1, ()
fonksiyonuyla carpip k& iizerinden k=1~

den k=N'<N’ ekadar toplayip , [0,7]
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aralig izerinden integralleyelim. Bu taktirde asagidaki integral 6zdesligini elde ederiz:

a N 62 N . 6 N
i[z :;/t +a, 61/2 —a(x)y" +ia,(x) ;; +
@ +a [y = @) (xn)dxdt =0, (32)
—N N
vt (x,0) = n (Ou,(x). (33)
k=1

(27)-(30) limit bagmtilarm1 kullanarak m—oo i¢in limite gecersek asagidaki

(32) integral Ozdesliginde N=N, alip  integral 6zdesligini elde ederiz:

n

2 ,
J' l-a_‘/’+a0 0 ‘/2/ —a(x)y +ia](x)a—w+v(x)(// +a2|t//|21// — £ty | 7" (x,t)dxdt =0
ol ot ox ox

(34)
Bilindigi tizere (33) bi¢ciminde olan  (34) integral 6zdesliginde limite gegersek

fonksiyonlar L,(€)) uzaymnda her yerde Vnel,(Q) igin

yogundur. Bundan dolayr N — oo igin

2
12 40, 2 ey +ia (0 2Lt v+ aly Py~ i) | T =0
ol ot ox ox

Ozdesligini elde ederiz. Buradan da  (C°(0,7],L,(0,/)) uzayma kompakt

v =y (x,t) fonksiyonunun (1) denklemini gomiildiigiinden m — oo icin

0
V(x,t)eQ icin sagladigini Hl// (1) —W(-,f)u —0, Vie[0,T]

L, (0,0)

hiikmedebiliriz. limit bagintisin1 yazabiliriz. £ =0 alirsak

Simdi  y(x,t) fonksiyonunun (2) m— oo i¢in

baslangi¢ sartin1 sagladigini ispatlayalim. HWN,,I 0 -y ("O)HLZ(O,I) 50
0 2,]

[13,16] g¢alismasina gore W, (QQ) uzayi
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olur. Bu limit bagintisini,

' (x,0)=¢" (x), xe(0,]) esitligini

v (.0)=9, o, <|w (.0 -w"(.0)

esitsizliginde limite gegersek kolaylikla
”V/ (.0) - q0”12(0,1) =0

bagintisin1 elde ederiz. Buradan da

0
w(x,t) limit fonksiyonunun Vx e (0,/)
icin (2) baglangic sartim1 sagladigini
gorebiliriz.

Nihayet w(x,¢) limit fonksiyonunun (3)

sinir  sartlarmi1 sagladigini ispatlayalim.

lw (s..)

esitsizliginde m — oo i¢in limite gecersek
v (0,0)=w(l,t)=0, Vte(0,T)
sinir

sartlarmm1 elde ederiz. Bdylece

v (x,t) fonksiyonunun (1)-(3) baslangig

0 2,1

smir  deger  probleminin W, (Q)

sinifindan ¢6ziimii oldugu ispatlandi. (18)

kestiriminde N =N, alip m—>o i¢in

on < w(s)—v (s,

g6z oniinde bulundurup

w0 -¢

L, (0,1) L,(0,1)

0 2,1

W, (€) uzayr L,(0,7) uzayma kompakt

gomiildiiglinden (bak  Ladyzenskaja,

1973; Lions ve Magenes, 1972) m — o

igin |y (s,.) -y (s..) —0,5=0,|

‘LZ(O,T)

olur. Bu limit bagntilarm1  ve

wV (s,6)=0,5=0,0, t(0,T) esitligini

dikkate alip

|y (s,

L,(0,T) L,(0,T)

0 21
limite gegersek ve W, (QQ) uzayinda

normun alttan zayif yar1 stirekli oldugunu
dikkate alirsak (9) kestiriminin gecerli
oldugunu ispatlariz. Nihayet bu kestirimi
kullanarak ¢6ziimiin bir tek oldugunu da
ispatlayalim. Bu amagla farz edelim ki
v (x,t) ve ®(x,t) fonksiyonlar1 (1)-(3)

baslangi¢ sinir deger probleminin
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herhangi  iki ¢0zimid olsun. Bu By taktide w(x,t) fonksiyonunun

fonksiyonlarin farknm agsagidaki problemin ¢oziimi oldugu

w(x,t)=y (x,1)-®(x,1) ile gdsterelim. agiktrr:

ow o*w
i—+a,—

: ow _
Py P +ia, (x)g— a(x)w+v(x)w+a, (|l//|2 + |®|2)w+ a,ydw = O,(x,t) €Q, (35)

w(x,O) =0,xe (O,l), w(O,t) = w(l,t) =0,te (O,T) . (36)
Bu problemin coziimiini  fonksiyonuna carpip elde edilen esitligi
degerlendirmeye c¢alisalim. Bu amacla Q= ((),[ ) X (O,t) bolgesi  iizerinden

(35) denkleminin her iki tarafini v_v(x,t) integralleyelim. Bu taktirde

_ ow _
(g[ 254 0,2 v () 2 (o) ) =

= J a, (|d)|2 +|t,z/|2)|w|2 dxdr + I ay® (W) dxdr ,\Vt €[0,T]
QT

Q
esitligini elde ederiz. Bu esitligin sol  elde edilen esitlikten onun kompleks
tarafinda yer alan ikinci terimde kismi  eslenigini c¢ikarirsak, kolaylikla asagidaki
integrasyon formiiliinii uygulayip (36)’da  esitligi elde ederiz:

yer alan baglangi¢ ve sinir deger kullanip

j.‘w(x,t)‘z dx+2Ima, I (|(//|2 +|(I)|2)|w|2 dxdrt =

0 Q

t

|w| dxdt — 2J.Im[ W (W) dedr,‘v’te[O,T] .

I

[
Buradan da (6) sartin1 kullanarak asagidaki esitsizligi yaza biliriz:

Jl.‘w(x,t)‘z dx+2Ima, I (|(//|2 +|(D|2)|W|2 dxdr <
0

Q

t
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< /,t3Hw(x,r)‘2dxdr+2|a2| I |t,z/||d)||w|2 dxdtr .Vt e[O,T] . (37)
Q

Q

t t

(4) sartindan kolaylikla |az|§%Ima2

esitsizligini buluruz. Bu esitsizligi dikkate

2 1

L,(0,)

HW(.,t)

Q.
Bu esitsizlikten yaralanip Gronwall
lemmasint uygularsak asagidaki bagmntiy1
buluruz:

Hw(.,t)

2

=0, Vre[0,T].

L,(0,t)

Buradan w(x,7)=y (x,t)—®(x,t) =0,

‘g’x € (0,1),Vr € [O,T] oldugu ¢ikar, yani

(1)-(3) baglangi¢c smir deger probleminin
¢cOziimii tektir. Teorem 1 ispatlandi.

0

02 oy
W(Q)E v:wel, O,T;Wz(O,l) ,EEL

alarak (37)’den asagidaki esitsizligi

gecerli oldugunu elde ederiz:

+Elma2 j (|d)|2 +|l//|2)|w|2dxdr < uﬂ‘w(x,r)‘%lxdr , Vit e[O,T] .

t

Not 1. Séylemek gerekir ki (isgandarov

ve Yagubov, 2007; Iskenderov ve
Yagubov, 2012) calismasindaki metodigi

kullanarak (1)-(3) baslangic sinir deger

0 2.1
probleminin #, (Q) uzayma ait olan

w =w(x,¢) hemen hemen ¢oziimiiniin

. (O,T; L,(0, ))} fonksiyonel uzayma veya

2
BOzCO([O,T];VOVz(O,l)}mCI([O,T];LZ(O,I)) fonksiyonel uzaymna ait oldugu da

kolaylikla ispatlana bilir.

2. lIkinci cesit baslangic simr deger

probleminin ¢o6ziimiiniin varhg1 ve

tekligi.

Teorem 1’in yardimiyla (1) denklemi i¢in

1. ¢esit baslangic siir deger probleminin
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0 2! problemi i¢in teorem 1’ in aynisini elde
W, (Q) uzayindan olan hemen hemen

etmek icin asagidaki problemi gbz Oniine
¢cOziimiin varhig1 ve bir tekligi ispatlandi.

alalim:
Simdi 2.¢esit baglangi¢ sinir deger

2
1'6—!'[/+aO 0 1/2/
ot ox

i (0 2L ay v+l v = £(0. (50 € QL G8)
X

v (x,0)=p(x), x<(0,]), (39)
wO.0_ov.)_qo 4 co,r]. (40)
Ox Ox
Burada i =x/—71 sanal birim, />0 , a,— verilen kompleks say1 olup (4)
T>0, a,>0 verilen sayilar; 0<x</,  sartin1 saglar, a(x), a,(x)- reel degerli,

0<t<T, € =(0,))x(0,71), Q=Q, Olciilebilir sinirli fonksiyonlar olup

0
O<p,<a(x)<u,Vxe(0,l), u,, u, =sabit>0, (41)

0

D) < ¥ x € 0.0).,(0) =, (1) =0, 1y 1, = sabit >0, (42)

|a1 (x)| S My,

sartlarn1  saglar; v(x) -reel  degerli 0./ (x:0) -kompleks degerli Slciilebilir

fonksiyon olup (7) sartiu saglar; fonksiyonlar olup

do(0 do(l
0 e W2(0,1), ";i)z Z)(C)=0,f€Wz°"(Q), (43)

artlarmni saglar. 2,1
; 8 problemin  ¢d6ziimii  olarak W, (Q)

Goriildiigti gibi  (38)-(40) sartlarindan
uzaymdan olan ve (61)-(63) sartlarmi

v =w(x,t) fonksiyonunun bulunmasi .
V(x,t) e Q

ici 5 v =y (x,t)
problemi (38) denklemi icin 2.cesit igin  saglayan

fonksi lagilir.
baslangic smir deger problemidir. Bu Yot AHASHE
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Teorem 2. Farz edelim ki a, — kompleks
sabiti ve a(x) , a(x), v(x), o(x),

f(x,t) fonksiyonlar1 swrasiyla (4), (41),

(42), (7), (43) sartlarmi saglasm. Bu

sz,l(Q) S CS (“go

b
Burada ¢, >0 sabiti bilinen sabittir.

Bu teoremin ispati teorem 1 de oldugu

gibi Galerkin yontemi ile gergeklestirilir.

d’X dx (0) _dx (/)

w5 (0,1) + ”f

taktirde (38)-(40) baslangic smir deger
probleminin W;>'(Q) uzayma ait olan bir
tek ¢oziimii vardr ve bu ¢dziim igin

asagidaki kestirim gecerlidir:

3
w5 (0,1) ) (44)

w Q) + ”gD

Sadece  W,”'(0,) uzayinda temel

fonksiyonlar olarak

LX:—QOF'FQ(X)X:AX,
X

0z deger probleminin A =4,,k=1,2,... 6z

degerine karsilik gelen 6z fonksiyonlar:

almir. Kalan islemler, yani teoremin
ispatt uygun fonksiyonel wuzaylar ve
veriler Tlizerine konulan sartlar goz

oniinde bulundurularak teorem 1 deki gibi

gerceklestirilir.

=0 45
dx (

Not 2. Soylemek gerekir ki [8,9]

calismalarindaki  metodigi  kullanarak

(38)-(40) baslangic siir deger

probleminin  W,;'(Q) uzaymndan olan

w =y (x,¢) hemen hemen ¢dziimiiniin

w(Q)= {y/ ty e L, (0,107 (o,l)),aa—‘/t’ eL,(0,T;L, (o,z))}

fonksiyonel uzayina veya

fonksiyonel ait oldugu da kolaylikla

B1 =C" ([OaT]’Vsz (O,Z)) AC! ([O,T],L2 (O,Z)) ispatlana bilir.
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