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ÖZET:  Bu çalışmanın amacı ortak uç noktasına sahip olan iki ayrık aralıkta tanımlı olan Sturm-Liouville 

denklemleri için bazı karşılaştırma özelliklerini elde etmektir. Ortak uç noktada sağ ve sol çözümleri birbirine 

birleştiren ve geçiş şartları olarak adlandırılan iki şart verilmiştir. Bu çeşit denklemleri geçiş şartları ile 

birleştirilmiş iki aralıklı Sturm-Liouville denklemleri olarak adlandıracağız. Geçiş şartları ile birbirine 

birleştirilmiş iki aralıklı diferansiyel denklemlere Sturm karşılaştırma teorisinin klasik yöntemlerinin nasıl 

uygulanacağı açık değildir. Bu çalışmada karşılaştırma özellikleri için bazı yeni kriterler elde ettik ve bu 

kriterleri elde etmek için yeni yaklaşımlar geliştirdik. Elde edilen sonuçlar Sturm-Liouville denklemleri için 

klasik karşılaştırma özelliklerinin genişlemesi ve genelleştirilmesidir.  
 

Anahtar Kelimeler –Klasik olmayan Sturm-Liouville problemi, geçiş şartları, karşılaştırma teoremleri, 

salınım. 

 

Comparison Criteria For Two-İnterval Sturm-Liouville Equations 

Coupled with Transmission Conditions 
 

ABSTRACT: The purpose of this work is to establish some comparison properties of the Sturm-Liouville 

equations defined on two non-intersecting intervals with a common end, on which two conditions for the 

interaction of the left and right solutions are given, the so-called transmission conditions. We will call 

equations of this type as two-interval Sturm-Liouville equations, coupled with transmission conditions. It is 

not clear how to apply the classical methods of Sturm’s comparison theory to two-interval differential 

equations under given transmission conditions. We have derived some new criteria for comparison properties 

and have developed new approaches to obtain these criteria. The results obtained are an extension and 

generalization of  the corresponding classical comparison properties for the Sturm-Liouville equations. 
 

Keywords– Non-classical Sturm-Liouville problem, transmission conditions problems, comparison 

theorems, oscillation. 
 

1. Giriş 

Diferansiyel denklemlerin çözümleri için karşılaştırma ve salınım teorisi diferansiyel 

denklemlerin nitel teorisinde hızlı gelişen dallardan biridir. Ayrıca, Sturm-Liouville tipi 

diferansiyel denklemlerin çözümlerinin karşılaştırma ve salınımı ile diğer özellikleri 

arasındaki ilişki, sınır değer problemleri teorisinde merkezi bir öneme sahiptir. Diferansiyel 

denklemler için karşılaştırma ve salınım teorisinin tarihi 19. yüzyılın ortalarında Ch. Sturm 

ve J. Liouville‘nin ünlü çalışmaları ile başlamıştır. Sturm’un esas karşılaştırma teoremi 

aşağıdaki şekilde formüle edilmiştir.  

 

http://dergipark.gov.tr/gbad
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(𝑘𝑖(𝑥)𝑦𝑖
′)′ + 𝑔𝑖(𝑥)𝑦𝑖 = 0 ,        ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]           (1.1) 

diferansiyel denkleminin,  

𝑘𝑖(𝑎)𝑦𝑖
′(𝑎) = 𝛼𝑖𝑦𝑖(𝑎)                            (1.2) 

sınır koşulunu sağlayan çözümünü 𝑦𝑖(𝑥) ile gösterelim (i=1,2).  Ayrıca varsayalım ki her 

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

0 < 𝑘2(𝑥) ≤ 𝑘1(𝑥),       𝑔2(𝑥) ≥ 𝑔1(𝑥)                        (1.3) 

ve 

𝛼2 < 𝛼1                          (1.4) 

eşitsizlikleri sağlansın. O halde 𝑦1(𝑥)’in ardışık iki sıfırı arasındaki aralıkta 𝑦2(𝑥)’in en az 

bir sıfırı bulunacaktır (Sturm’un salınım teorisiyle ilgili diğer klasik sonuçlar için 

(Kreith,1973; çalışmasına bakınız). Son yıllarda karşılaştırma ve salınım teorisi artan bir 

şekilde ilgi görmektedir. Sturm-Liouville denklemlerinin  fizik, biyoloji ve ekonomideki 

çeşitli problemlerde uygulamaları olduğundan (örneğin (Akbarfam ve Jodayree, 2014; 

Allahverdiev ve ark, 2013; Allegretto, 2001; Aydemir ve Mukhtarov, 2017; Bairamov ve 

Ugurlu, 2012)’e ve burada belirtilen referanslara bakınız) bu denklemlerin çeşitli türlerinin 

çözümlerinin karşılaştırılması için yeni yeterli koşullar elde etmeye sürekli bir ilgi vardır. 

Adi ve kısmi diferansiyel denklemlerin karşılaştırma ve salınım teorisinin esas amacı, 

çözüm fonksiyonları için sıfırların dağılımı, ardışık iki sıfır arasındaki uzaklığın alt ve üst 

sınırları, belirli bir aralıktaki sıfırların sayısı, iki diferansiyel denklemin çözümlerinin sıfır 

yerlerinin karşılaştırılması gibi özelliklerinin araştırılmasıdır. Bu konular teorik olduğu 

kadar uygulama açısından da çok önemlidir. Çünkü fizik ve mühendislikte ortaya çıkan bazı 

problemleri incelerken çözümleri karşılaştırmak gerekir. Örneğin, bir derece serbestliğe 

sahip bir parçacık 𝐹(𝑡) = −𝑔1(𝑡)𝑦1 kuvveti ile 𝑦1 = 0’a çekilirse bu parçacığın hareketi  

 

𝑦1
′′ + 𝑔1(𝑡)𝑦1 = 0 

şeklindeki en basit  Sturm-Liouville denklemi ile tanımlanır. Burada t zaman değişkenidir. 

Benzer şekilde bir derece serbestliğe sahip ikinci parçacık 𝐻(𝑡) = −𝑔2(𝑡)𝑦2 kuvveti ile 

𝑦2 = 0’a  çekilirse o halde  bu parçacığın hareketi  

 

𝑦2
′′ + 𝑔2(𝑡)𝑦2 = 0 

Sturm-Liouville denklemi ile tanımlanır. Sturm karşılaştırma teoremi gereği,  eğer  𝑔2(𝑡) ≥
𝑔1(𝑡) ise o zaman ikinci parçacık daha hızlı salınım yapacaktır.  Sturm’un karşılaştırma ve 

salınım teorisi ayrıca açık bir şekilde çözülemeyen çeşitli tipteki sınır değer problemlerinin 

bir çok spektral ve diğer nitel özelliklerini incelemek için de kullanılabilir. Adi diferansiyel 

denklemler için  karşılaştırma ve salınım teorisinin klasik sonuçları için (Swanson, 1968)’e 

ve kısmi diferansiyel denklemler için  karşılaştırma ve salınım teorisinin klasik sonuçları 

için ise (Yoshida, 2008)’e atıfta bulunuyoruz. Son zamanlarda, sadece Sturm-Liouville 

denklemleri için değil aynı zamanda farklı türde diferansiyel denklemler için karşılaştırma 

ve salınım teorisine büyük bir ilgi vardır. Bu yönde pek çok çalışma vardır. Ancak  biz 

sadece çalışmamızın konusu ile yakından ilgili olan  birkaç makaleden bahsedeceğiz. 

(Simon, 2005)’de yazarlar ikinci dereceden lineer olmayan diferansiyel denklemler için 

bazı ilginç karşılaştırma sonuçları ortaya koymuşlardır. (Binding ve Rynne; 2004)’da 

yazarlar karşılaştırma teoremleri yardımı ile ikinci dereceden fark denklemlerinin 

çözümlerinin salınımı için bazı yeterli koşullar türetmişlerdir. (Cannon ve Meyer, 1971; 

Dzurina, 2018; Graef ve ark, 2022; Mukhtarov ve Aydemir, 2021; Picone, 1909; Qui, 2012; 
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Tiryaki ve ark, 2016; Mukhtarov ve Aydemir, 2021)’de klasik Sturm teorisinin bazı 

sonuçlarından da yararlanılarak yeni türdeki diferansiyel denklemler için karşılaştırma ve 

salınım özellikleri elde edilmiştir.  

 Biz bu çalışmada 

𝐿𝑦 ≔
𝑑

𝑑𝑥
(𝑝(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0 ,            𝑥 ∈ [𝑎, 𝑐) ∪ (𝑐, 𝑏]              (1.6) 

şeklindeki iki aralıklı Sturm-Liouville denklemini  x=c iletim noktasında verilen  

𝑦(𝑐 + 0) = 𝛼𝑦(𝑐 − 0),      𝑦′(𝑐 + 0) = 𝛽𝑦′(𝑐 − 0)          (1.7) 

geçiş şartları ile birlikte ele alacağız. Bu tür geçiş şartları doğa bilimlerinin bir çok dalında 

karşılaşılan çeşitli türdeki problemlerin çözümünde sıklıkla karşımıza çıkmaktadır. Bu tür 

klasik olmayan problemler farklı dielektrik özelliklere sahip ferromanyetik ortamlardaki 

elektromanyetik süreçlerde, elastik çoklu yapılarda, ısı ve kütle transferlerinde, “hidrolik 

kırılma” problemlerinde, mekanik sistemlerin titreşiminde vb. matematiksel model olarak 

ortaya çıkmaktadır (Cannon ve Meyer, 1971; Kreith, 1973; Swanson, 1968; Binding ve 

ark., 2004; Grace ve El-Morshedy, 2000). Son yıllarda iki-aralıklı Sturm-Liouville 

denklemleri için sınır değer problemlerinin bazı özellikleri çalışılmasına rağmen (Aydemir 

ve Mukhtaraov, 2016; Aydemir ve ark., 2018; Mukhtarov ve ark., 2018; Şen, 2021; Uğurlu, 

2020; Allahverdiev ve Tuna, 2018, 2019; Ao ve Sun, 2014; Mukhtarov ve Yücel 2020; 

Mukhtarov ve ark. 2020; Yücel ve Muhtarov  2023; Yücel ve ark. 2023) bu denklemler için 

karşılaştırma ve salınım özelliklerinin literatürde ilk defa Mukhtarov ve Aydemir (2021) 

tarafından çalışılmaya başlandığını belirtmek isteriz. Biz ise bu çalışmamızda literatürde ilk 

olarak tek-aralıklı Sturm-Liouville denklemi ile iki-aralıklı Sturm-Liouville denklemleri 

için karşılaştırma özelliklerini araştıracağız. 

 

2. İki Aralıklı Sturm- Liouville Denklemleri  

Ortak uç noktası olan iki ayrık [𝑎, 𝑐)  𝑣𝑒 (𝑐, 𝑏] aralıklarında tanımlı olan  

𝐿𝑦 ≔
𝑑

𝑑𝑥
(𝑝(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0 ,            𝑥 ∈ [𝑎, 𝑐) ∪ (𝑐, 𝑏]              (2.1) 

biçiminde Sturm-Liouville  diferansiyel denklemi verilsin. Bu denklemin [𝑎, 𝑐) sol 

aralığında tanımlı çözümüne sol çözüm, (𝑐, 𝑏]  sağ aralığında tanımlı olan çözümüne ise 

sağ çözüm diyeceğiz. Doğal olarak 𝑥 = 𝑐 “iletim” noktasında sol ve sağ çözümleri birbirine 

“bağlayan” ek şartlar verilmesi gerekiyor (aksi durumda (2.1) diferansiyel denklemi 

birbirinden bağımsız olan iki ayrı diferansiyel denkleme ayrıştırılmış olur). Bu çalışmada 

(2.1) denklemi  

𝑦(𝑐 + 0) = 𝛼𝑦(𝑐 − 0),      𝑦′(𝑐 + 0) = 𝛽𝑦′(𝑐 − 0)          (2.2) 

geçiş şartları ile birlikte incelenecek.  

Tanım 1.  (2.1) diferansiyel denkleminden ve (2.2) geçiş şartlarından oluşan probleme geçiş 

şartları ile birleştirilmiş iki-aralıklı Sturm-Liouville denklemi veya kısaca iki-aralıklı 

Sturm-Liouville denklemi diyeceğiz (kısaca 2A-SLD biçiminde yazacağız).  

İleride aşağıdaki simgelerden  de yararlanacağız:  

Ω1 ≔ [𝑎, 𝑐),   Ω1 ≔ (𝑐, 𝑏] ,    Ω ≔ Ω1 ∪ Ω2      
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2A-SLD’nin çözümünü tanımlamak için (2.1), (2.2) problemine özgü aşağıdaki yeni 

fonksiyonel uzayları tanımlayacağız.  

C(0)[a, c − 0] = { f: [a, c) → ℝ ⃓   f fonksiyonu [a,c)’de süreklidir ve x=c noktasında sonlu  

f(c − 0): = lim
h→0

f(c − |h|) limiti mevcuttur. (yani f fonksiyonu [a,c] kapalı aralığına sürekli 

olarak devam ettirilebilir.)} 

𝐶(0)[𝑐 + 0, 𝑏] uzayı benzer biçimde tanımlanabilir.  

𝐶(0)[𝑎, 𝑐 − 0] ⊕ 𝐶(0)[𝑐 + 0, 𝑏] 

≔ {𝑓(𝑥) = {
𝑓1(𝑥),    𝑥 ∈ [𝑎, 𝑐)    ise
𝑓2(𝑥),    𝑥 ∈ (𝑐, 𝑏]   ise

    |  𝑓1 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑐 − 0] , 𝑓2 ∈ 𝐶[𝑐 + 0, 𝑏] } 

𝐶(𝑘)[𝑎, 𝑐 − 0] ≔ {f:[a,c)→R ⃓ f fonksiyonu [a,c) yarıaçık aralığında k mertebeden 

sürekli diferansiyellenebilirdir ve f, f′, . . . f (k) ∈ C[a, c − 0] } , k=1,2,…. 

𝐶(𝑘)[𝑐 + 0, 𝑏] uzayı ve 𝐶(𝑘)[𝑎, 𝑐 − 0] ⊕ 𝐶(𝑘)[𝑐 + 0, 𝑏]  uzayları benzer biçimde 

tanımlanır. 

𝐶(0)[𝑎 + 0, 𝑐 − 0]: =   {f:(a,c)→R ⃓ f fonksiyonu (a,c) aralığında süreklidir ve sonlu f(a+0) 

ve f(c−0) limitleri mevcuttur} 

𝐶(0)[𝑐 + 0, 𝑏 − 0]  benzer biçimde tanımlanabilir. 

𝐶(0)[𝑎 + 0, 𝑐 − 0]  ⊕ 𝐶(0)[𝑐 + 0, 𝑏 − 0] = {𝑓(𝑥) = {
𝑓1(𝑥),    𝑥 ∈ (𝑎, 𝑐)    ise
𝑓2(𝑥),    𝑥 ∈ (𝑐, 𝑏)   ise

    |     𝑓1 ∈

𝐶(0)[𝑎 + 0, 𝑐 − 0] ,      𝑓2 ∈ 𝐶(0)[𝑐 + 0, 𝑏 − 0] }  

𝐶(𝑘)[𝑎 + 0, 𝑐 − 0]  , 𝐶(𝑘)[𝑐 + 0, 𝑏 − 0]   ve  𝐶(𝑘)[𝑎 + 0, 𝑐 − 0]  ⊕ 𝐶(𝑘)[𝑐 + 0, 𝑏 − 0] 

uzayları benzer biçimde tanımlanabilir (k=1,2,3,…). 

𝐶(𝑘)(𝑎, 𝑐)  ⊕ 𝐶(𝑘)(𝑐, 𝑏)

≔ {𝑓(𝑥) = {
𝑓1(𝑥),    𝑥 ∈ (𝑎, 𝑐)    𝑖𝑠𝑒
𝑓2(𝑥),    𝑥 ∈ (𝑐, 𝑏)   𝑖𝑠𝑒

    |  𝑓1 ∈ 𝐶(𝑘)(𝑎, 𝑐) ,   𝑓2 ∈ C(k)(c,b) } 

Burada 

𝐶(0)(𝑑1, 𝑑2) ≔ {𝑓: (𝑑1, 𝑑2) → 𝑅|𝑓 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛𝑢 ∀𝑥 ∈ (𝑑1, 𝑑2) 𝑛𝑜𝑘𝑡𝑎𝑠𝚤𝑛𝑑𝑎 𝑠ü𝑟𝑒𝑘𝑙𝑖𝑑𝑖𝑟.} 

𝐶(𝑘)(𝑑1, 𝑑2) ≔ {𝑓: (𝑑1, 𝑑2) → 𝑅|𝑓, 𝑓′, . . . . . . . , 𝑓(𝑘) ∈ 𝐶(0)(𝑑1, 𝑑2) }  , 𝑘 = 1,2, . . ..   

(2.1)-(2.2)  2A-SLD’nin katsayılarının aşağıdaki şartları sağladığını kabul edeceğiz.  

1. 𝑝 ∈ 𝐶(0)[𝑎, 𝑐 − 0]  ⊕ 𝐶(0)[𝑐 + 0, 𝑏] 

2. ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑐) ∪ (𝑐, 𝑏]     𝑖ç𝑖𝑛 𝑝(𝑥) > 0 

3. 𝑝(𝑐 − 0) > 0 ,     𝑝(𝑐 + 0) > 0 

4. 𝑞 ∈ 𝐶(0)[𝑎, 𝑐 − 0]  ⊕ 𝐶(0)[𝑐 + 0, 𝑏] 

5. 𝛼 ≠ 0   , 𝛽 ≠ 0                                                                                        (2.3) 
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Tanım 1. 

𝐷(𝐿̃): = {𝑓|  𝑓 ∈ 𝐶(1)[𝑎, 𝑐 − 0]  ⊕ 𝐶(1)[𝑐 + 0, 𝑏],   𝑝𝑓′ ∈ 𝐶(1)(𝑎, 𝑐)  ⊕

𝐶(1)(𝑐, 𝑏) }     (2.4)  tanım bölgesinde 

                                         𝐿̃𝑓: =
𝑑

𝑑𝑥
(𝑝(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) + 𝑞(𝑥)𝑦                      (2.5)  

eşitliği ile verilmiş  

𝐿̃: 𝐶(0)[𝑎, 𝑐 − 0]  ⊕ 𝐶(0)[𝑐 + 0, 𝑏] → 𝐶(0)[𝑎, 𝑐 − 0]  ⊕ 𝐶(0)[𝑐 + 0, 𝑏]  lineer operatörüne 

(2.1)-(2.2) 2A-SLD’nin ürettiği diferansiyel operatör diyeceğiz. 

Tanım 2.         𝐿̃𝑦 = 0,    𝑦(𝑐 + 0) = 𝛼𝑦(𝑐 − 0),      𝑦′(𝑐 + 0) = 𝛽 𝑦′(𝑐 −

0)                 (2.6)  

eşitliklerini sağlayan   𝑦 ∈ 𝐷(𝐿̃)   fonksiyonuna (2.1)-(2.2) 2A-SLD’nin çözümü diyeceğiz. 

Not.  [𝑎, 𝑐) ∪ (𝑐, 𝑏]’de  özdeşlik olarak sıfıra eşit olan 𝑦(𝑥) ≡ 0 fonksiyonunun (2.1)-(2.2) 

2A-SLD’nin bir çözümü olduğu açıktır. Bu çözüme aşikar çözüm denir. İleride aksi özel 

olarak belirtilmediği durumlarda (2.1)-(2.2) 2A-SLD’nin çözümünden bahsederken bu 

çözümün aşikar olmayan çözüm olduğu varsayılacak.  

Şimdi tek aralıklı Sturm-Liouville denklemini ve bu denklemin çözümü kavramlarını 

hatırlatalım (Swanson, 1968). 

Kapalı ve sınırlı [a,b] aralığında tanımlı olan  

𝑀𝑢: =
𝑑

𝑑𝑥
(𝑟(𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
) + 𝑠(𝑥)𝑢 = 0  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]            (2.7)              

biçiminde kendine eşlenik Sturm-Liouville diferansiyel denklemini göz önüne alalım. (2.7) 

denkleminin katsayılarının aşağıdaki şartları sağladığını kabul edeceğiz.  

1) 𝑟, 𝑠 ∈  𝐶(0)[𝑎 + 0, 𝑏 − 0]          (2.8) 

2) ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)    𝑖ç𝑖𝑛    𝑟(𝑥) > 0 

3) 𝑟(𝑎 + 0) > 0 ,     𝑟(𝑏 − 0) > 0 

Tanım 3.  𝐷(𝑀̃): = {𝑢|  𝑢 ∈ 𝐶(1)[𝑎, 𝑏] ,   𝑟𝑢′ ∈𝐶(1)(𝑎, 𝑏)}          (2.9) 

tanım bölgesinde  

𝑀̃𝑢: =
𝑑

𝑑𝑥
(𝑟(𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
) + 𝑟(𝑥)𝑢 = 0               (2.10)         

eşitliği ile verilmiş  

𝑀̃: 𝐶(0)[𝑎 + 0, 𝑏 − 0] → 𝐶(0)[𝑎 + 0, 𝑏 − 0] 

lineer operatörüne (2.7) tek aralıklı Sturm-Liouville denkleminin ürettiği diferansiyel 

operatör denir. 

Tanım 4. 𝑴̃𝒖 = 𝟎 eşitliğini sağlayan 𝑢 ∈ 𝐷(𝑀̃) fonksiyonuna (2.7) Sturm-Liouville 

denkleminin çözümü denir.  
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Not. Aksini özel olarak belirtmediğimiz  durumlarda (2.7) Sturm-Liouville denkleminin 

çözümünden bahsederken 𝑢 ≢ 0 olduğunu, yani aşikar çözüm olmadığını kabul edeceğiz. 

Teorem 2.     {
𝐿𝑦: =

𝑑

𝑑𝑥
(𝑝(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0,    𝑥 ∈ [𝑎, 𝑐) ∪ (𝑐, 𝑏]

𝑦(𝑐 + 0) = 𝛼𝑦(𝑐 − 0),      𝑦′(𝑐 + 0) = 𝛽  𝑦′(𝑐 − 0)   
                        (2.11)  

2A-SLD’i ve  

                          𝑀𝑦: =
𝑑

𝑑𝑥
(𝑟(𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
) + 𝑠(𝑥)𝑢 = 0  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]                         (2.12)  

 tek aralıklı Sturm-Liouville denklemi (SLD) verilsin. (2.11) 2A-SLD’nin  katsayılarının 

(2.3) şartlarını,  (2.12) SLD’nin katsayılarının ise (2.8) şartlarını sağladığını kabul edelim. 

Ayrıca kabul edelim ki, y(x) fonksiyonu (2.11) 2A-SLD’nin aşikar olmayan keyfi bir 

çözümüdür. Eğer  𝑥1 ∈ [𝑎, 𝑐)  𝑣𝑒  𝑥2 ∈ (𝑐, 𝑏] noktaları y(x) çözümünün ardışık sıfırları ise 

ve  

∫ ((𝑝(𝑥) − 𝑟(𝑥)) (
𝑑𝑦(𝑥)

𝑑𝑥
)

2

 − (𝑞(𝑥) − 𝑠(𝑥))(𝑦(𝑥))2) 𝑑𝑥

𝑐−0

𝑥1

 

+ ∫ ((𝑝(𝑥) − 𝑟(𝑥)) (
𝑑𝑦(𝑥)

𝑑𝑥
)

2

 − (𝑞(𝑥) − 𝑠(𝑥))(𝑦(𝑥))2) 𝑑𝑥 ≥ 0      

𝑥2

𝑐+0

 (2.13) 

𝑦(𝑐 ± 0) ≠ 0                      (2.14) 

α = 1, p(c + 0) =
1

𝛽
 p(c −  0)  (2.15)   

şartları sağlanırsa, o halde (2.12)  SLD’inin  𝑢(𝑥1) = 0  şartını sağlayan her aşikar olmayan 

u(x)  çözümünün (𝑥1, 𝑥2) ∩ Ω kümesinde en az bir sıfırı mevcuttur. 

İspat.  Aksini kabul edelim, yani kabul edelim ki (2.12) SLD’inin 𝑢(𝑥1) = 0  ve    ∀ 𝑥 ∈
(𝑥1, 𝑥2] ∩ Ω için 𝑢(𝑥) ≠ 0 olacak biçimde en az bir u(x) çözümü mevcuttur. Genelliği 

azaltmadan  ∀ 𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2) ∩ Ω için 𝑦(𝑥) > 0  ve  𝑢(𝑥) > 0 olduğunu kabul edebiliriz. 

Eğer ∀ 𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2] ∩ Ω için 𝑦(𝑥) < 0 ise o halde y(x) yerine -y(x) çözümünü göz önüne 

alabiliriz, çünkü y(x) ile -y(x) fonksiyonlarının sıfırları aynıdır. Benzer biçimde 𝑢(𝑥) < 0 

olursa, u(x) yerine -u(x) fonksiyonunu göz önüne alabiliriz. Bu durumda 

𝑦(𝑥)(𝐿𝑦)(𝑥) −
𝑦(𝑥)

𝑢(𝑥)
(𝑀𝑢)(𝑥) = 0        (2.16) 

özdeşliğinden ve iyi bilinen Picone formülünden (bak, (Swanson, 1968)) yararlanırsak 

aşağıdaki eşitliği elde ederiz.  

∫ ((𝑝 − 𝑟) (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

− (𝑞 − 𝑠)𝑦2 + 𝑟 (
𝑊(𝑦, 𝑢)

𝑢
)

2

)

𝑐−0

𝑥1+0

𝑑𝑥 
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            + ∫ ((𝑝 − 𝑟) (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

−  (𝑞 − 𝑠)𝑦2 + 𝑟 (
𝑊(𝑦, 𝑢)

𝑢
)

2

)

𝑥2−0

𝑐+0

𝑑𝑥 

        = (
𝑦

𝑢
(𝑝𝑦′𝑢 − 𝑟𝑦𝑢′)) |𝑥1+0

𝑥2−0
 −  (

𝑦

𝑢
(𝑝𝑦′𝑢 − 𝑟𝑦𝑢′)) |𝑐−0

𝑐+0             (2.17)  

Burada W(y,u) ile y(x) ve u(x) fonksiyonlarının Wronskianı gösterilmiştir, yani  

𝑊(𝑦, 𝑢; 𝑥) =  𝑦(𝑥)𝑢′(𝑥) − 𝑦′(𝑥)𝑢(𝑥)         (2.18) 

y(x) ve u(x) fonksiyonlarının lineer bağımlı olduğu durumda ispat açık olduğu için bu 

fonksiyonların lineer bağımsız olduğu durumu inceleyeceğiz. Bu fonksiyonların lineer 

bağımsız olduğunu ve ∀ 𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2] ∩ Ω için 𝑢(𝑥) > 0 olduğunu kabul ettiğimiz için  

𝑑 (
𝑦
𝑢

)

𝑑𝑥
|𝑥=𝑥0

≠ 0                    (2.19) 

olacak biçimde en az bir   𝑥0  ∈ (𝑥1, 𝑥2] ∩ Ω   noktası mevcuttur.  
𝑑(

𝑦

𝑢
)

𝑑𝑥
∈ 𝐶(0)[𝑎, 𝑐 − 0]  ⊕

𝐶(0)[𝑐 + 0, 𝑏] olduğu için ∀ 𝑥 ∈  (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ∩ (𝑥1, 𝑥2] ∩ Ω için  

(
𝑑

𝑑𝑥
(

𝑦

𝑢
)) (𝑥) ≠ 0          (2.20) 

olacak biçimde en az bir  𝛿 > 0 sayısı mevcuttur. Ayrıca  ∀ 𝑥 ∈  (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ∩

(𝑥1, 𝑥2] ∩ Ω için   

𝑊(𝑦, 𝑢; 𝑥) ≠ 0           (2.21) 

sağlanır. O halde teoremin şartlarını da dikkate alırsak (2.16)-nın sol tarafının sıfırdan 

büyük bir reel sayıya eşit olduğunu elde ederiz. Eğer 𝑢(𝑥2) = 0 ise teoremin ispatı bitmiş 

olur. Bu nedenle sadece  𝑢(𝑥2) ≠ 0 durumunu incelememiz yeterlidir. Bu durumda  

lim
𝑥→𝑥2
𝑥<𝑥2

(
𝑦

𝑢
(𝑝𝑦′𝑢 − 𝑟𝑦𝑢′)) (𝑥) = 0                     (2.22) 

eşitliği elde edilir. 2A-SLD’inin çözümünün tanımı gereği lim
𝑥→𝑥1
𝑥>𝑥1

(𝑝𝑦′𝑢 − 𝑟𝑦𝑢′)(𝑥)  limiti 

mevcuttur. Ayrıca teoremin şartlarından yararlanırsak  

lim
𝑥→𝑥1
𝑥>𝑥1

(𝑝𝑦′𝑢 − 𝑟𝑦𝑢′)(𝑥) = 0                              (2.23) 

eşitliğini elde ederiz. Öte yandan 𝑦(𝑥1) = 𝑢(𝑥1) = 0 olduğundan ve y(x), u(x) çözümleri 

aşikar olmayan çözümler olduğundan 𝑦′(𝑥1 + 0) ≠ 0 ve  𝑢′(𝑥1 + 0) ≠ 0 eşitsizlikleri elde 

edilir. D’Hospital kuralını uygularsak  

lim
𝑥→𝑥1
𝑥>𝑥1

𝑦(𝑥)

𝑢(𝑥)
=

𝑦′(𝑥1 + 0)

𝑢′(𝑥1 + 0)
                    (2.24) 



 ÖZTÜRK ve Ark. /GBAD, 2023, 12(3), 61-70                                                                                          68 

 

eşitliği elde edilir. (2.22) ve (2.23)-den  

(
𝑦

𝑢
(𝑝𝑦′𝑢 − 𝑟𝑦𝑢′)) (𝑥1 + 0) =

𝑦′(𝑥1 + 0)

𝑢′(𝑥1 + 0)
(𝑝𝑦′𝑢 − 𝑟𝑦𝑢′)(𝑥1 + 0) = 0                   

eşitliği bulunur. Teoremin şartlarından da yararlanarak  

lim
𝑥→0
𝑥>0

(
𝑦

𝑢
(𝑝𝑦′𝑢 − 𝑟𝑦𝑢′)) (𝑥) =

𝑦(𝑐 + 0)

𝑢(𝑐)
(𝑝(𝑐 + 0)𝑦′(𝑐 + 0)𝑢(𝑐) − 𝑟(𝑐)𝑦(𝑐 + 0)𝑢′(𝑐)) 

  =    
𝑦(𝑐 − 0)

𝑢(𝑐)
𝑢(𝑐)(

1

𝛽
𝑝(𝑐 −  0)𝛽𝑦′(𝑐 −  0)𝑢(𝑐) − 𝑟(𝑐)𝑦(𝑐 −  0)𝑢′(𝑐)) 

                 =
𝑦(𝑐 −  0)

𝑢(𝑐)
(𝑝(𝑐 −  0)𝑦′(𝑐 −  0)𝑢(𝑐) − 𝑟(𝑐)𝑦(𝑐 −  0)𝑢′(𝑐))            

eşitliklerini elde ederiz. (2.21), (2.22) ve (2.25) eşitlikleri gereği (2.16) eşitliğinin sağ tarafı 

sıfıra eşittir. Böylece çelişki elde ettik. İspat bitti. 

Teorem 3. Kabul edelim ki, bir önceki teoremin (2.13 )  şartı hariç tüm şartları sağlanır ve 

(2.13) şartında " ≥ "0 yerine " > 0" yazmak kaydı ile bu şart da sağlanır. O halde (2.12) 

SLD’nin   𝑢(𝑥1) = 0   şartını sağlayan her u(x) çözümünün (𝑥1, 𝑥2) ∩ Ω  açık kümesinde 

en az bir sıfırı mevcuttur. 

İspat. Kabul edelim ki (2.12) tek-aralıklı SLD’nin  u(x1) = 0   ve  ∀ 𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2) ∩ Ω  için 

𝑢(𝑥) ≠ 0 olacak biçimde en az bir u(x) çözümü mevcuttur. Yine de genelliği azaltmadan 

∀ 𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2) ∩ Ω   için 𝑦(𝑥) > 0 ve 𝑢(𝑥) > 0  olduğunu kabul edebiliriz. y(x) ve u(x) 

fonksiyonlarının lineer bağımlı ve lineer bağımsız oldukları durumları ayrı ayrılıkta 

araştıracağız.  

Durum 1. İlk önce y(x) ve u(x)-in lineer bağımlı olduğu durumu inceleyelim. Bu durumda 

𝑢(𝑥1) = 𝑢(𝑥2) = 0 olacak. Ayrıca ∀ 𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑐) ∪ (𝑐, 𝑥2) için  

𝑊(𝑦, 𝑢; 𝑥) = 0              

olacak. Bu durumda teoremin şartı gereği (2.16)-nın sol tarafı sıfırdan büyük olan bir reel 

sayıya eşit olacak. Ayrıca lim
𝑥→𝑥1
𝑥>𝑥1

(𝑝𝑦′𝑢 − 𝑟𝑦𝑢′)(𝑥)  limitinin mevcut olduğu ve  

(𝑝𝑦′𝑢 − 𝑟𝑦𝑢′)(𝑥2 − 0) = 0                        

olduğu açıktır. Teorem-1’in ispatına tamamen benzer biçimde (2.16)-nın sağ tarafının sıfıra 

eşit olduğu ispat olunur. Böylece y(x) ve u(x)-in lineer bağımlı olduğu durum için çelişki 

elde ettik. Dolayısı ile bu durum için ispat tamamlanmış oldu.  

Durum 2. y(x) ve u(x) fonksiyonlarının lineer bağımsız olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda 𝑢(𝑥2) = 0 ve 𝑢(𝑥2) ≠ 0 alt durumlarını ayrı-ayrılıkta incelememiz gerekir. 

𝑢(𝑥2) ≠ 0 durumu Teorem 1-in ispatına tamamen benzerdir. 𝑢(𝑥2) = 0 olduğu durumu 

inceleyelim. Bu durumda teoremin şartı gereği (2.16) eşitliğinin sol tarafı sıfırdan büyük, 

sağ tarafı ise sıfıra eşit olur. Çelişki elde edildi. İspat tamamlanmış oldu. 

Sonuç 1. Kabul edelim ki, Teorem 2-nin (2.13) şartı dışında tüm şartları sağlanır. Eğer             

 ∀ 𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2) ∩ Ω için  



 ÖZTÜRK ve Ark. /GBAD, 2023, 12(3), 61-70                                                                                          69 

 

𝑝(𝑥) ≥ 𝑟(𝑥) ,       𝑞(𝑥) ≤ 𝑠(𝑥)                           

şartları sağlanırsa o halde 𝑢(𝑥) çözümünün (𝑥1, 𝑥2] ∩ Ω -da en az bir sıfırı mevcuttur. 

Sonuç 2. Kabul edelim ki, Teorem 2-in (2.13) hariç tüm şartları sağlanır ve en az bir  𝑥 0 ∈

(𝑥1, 𝑥2) ∩ Ω için  

|𝑝(𝑥0) − 𝑟(𝑥0)| + |𝑞(𝑥0) − 𝑠(𝑥0)|  > 0           

eşitsizliği sağlanır. O halde (2.12) tek-aralıklı SLD-nin 𝑢(𝑥1) = 0 şartını sağlayan her 

aşikar olmayan u(x) çözümünün (𝑥1, 𝑥2) ∩ Ω kümesinde en az bir sıfırı mevcuttur. 
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