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Ozet: Bu calismada kompleks diizlemde kapali egri iizerinde tanimli fonksiyonlara rasyonel
polinomlarla yaklasim problemi incelenmigtir. Caligma, genellestirilmis Holder kosulunu saglayan

fonksiyonlarin rasyonel polinomlarla yaklagimi iizerinedir.
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Giris
Matematigin, fizigin ve bir¢ok niimerik
problemlerin ¢6ziimiinde yaklasim teorisi-

siklikla  kullanilmaktadir.
Yaklagim teorisinin temelini, fonksiyonlara

nin  sonuglari
yaklasim olusturmaktadir. Simdiye kadar
fonksiyonlara bir¢ok yaklasim ydntemleri
calisilmistir (Alper 1955, Wang et al 1997).
Fonksiyonlarin yaklasim teorisi sonuglarin-
dan yararlanarak matematik ve fizigin
niimerik  olarak

birgok  problemleri

¢Oziilmektedir.

Bu calisma, karmasik diizlemde kapali
egri lizerinde tanimli fonksiyonlara rasyonel
polinomlarla yaklasim tizerinedir.

Calisma iki ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, ana sonuglari
ispatlayabilmek i¢in gerekli olan bilgiler
verilmistir. Tkinci bolimde ise ana sonuclar

verilmistir.

Bulgular

[l karmasik diizlemde y kapali diizgiin
basit t=1t(s), 0<s</
denklemi ile verilsin. Burada ¢ =mesy, y

Jordan  egrisi

+

egrisinin uzunlugudur. y* ve ¥~ Iile,

sirastyla, » egrisinin i¢ini ve disini
gosterelim. Orijinin ¥ " bolgesinde oldugunu

kabul edecegiz.
Biz bu c¢alismada y egrisi iizerinde

tanimli fonksiyonlara

R (z)= Zn:akzk (2.1)

sekilli rasyonel polinomlarla yaklagim
problemini ele alacagiz.

f:y — [ fonksiyonu i¢in siireklilik

moduliini
,,(8)=sup{|f ()~ [(1,)]; s(t,,1,) <5},
0<o<//2

sekilde tanimlayalim.

0,(f,8)=sup{|f ()~ (%)
0<o<d
olsun. Burada, s(¢,,t,) ¢, €y noktalarini

t—t,|<5},

2

birlestiren yaylardan kisa olanm1 ve
d= sup{|§—§ ; £,C € ;/} y  egrisinin
capidir.

Diizgiin egriler i¢in

qo,(f,0)<o, (6)<co,(f,9),

0<o<d (2.2)

oldugu agiktir.

Calismada ¢,,c,,... ile sabit sayilar
gosterilecektir.

A(;_/+) ile 7" bolgesinde tanimli ve bu

bolgede analitik ve kapanisinda siirekli
fonksiyonlar kiimesini gosterelim. A" (7)

(r 20 tamsay1) ile 7. mertebeden tiirevi

A()_/+)’dan olan fonksiyonlar kiimesini

gosterecegiz.



;/0={weD; w|=1},

w|>1}

w|<1}, ;/O‘z{weD;

Vo = {w el;
olsun. w=¢@(z) fonksiyonu y~ bolgesini
7, bolgesine konform doniistiiren ve
(o) =, P() = limp(z)/z >0
kosullarini saglayan fonksiyon olsun.
z=w/(w) fonksiyonu ile w=¢(z)
fonksiyonunun tersini gosterelim. y(w)
fonksiyonu y, bolgesini y~ bolgesine
w(e0) =0, y'(0) = lim yr(w) >0
kosullartyla doniistiiren konform
dontigiimdiir.
w=@(z) fonksiyonu y" bolgesini y,
bolgesine ¢(0)=0, @'(0)>0 kosullar1 ile
konform doniistiiren bir fonksiyon olsun.
7. (0<r<1) ile w=@(z) konform
doniligiimii zaman1 ¥ bolgesinin i¢ seviye
egrisini gosterelim. p (¢), tey
noktasindan y, seviye egrisine uzaklik

fonksiyonunu olsun.
z =1/ (w) fonksiyonu ile w=@(z)

fonksiyonunun tersini gosterelim.

Tanim  2.1: w(w) ve  w(w)

fonksiyonlarinin tiirevleri 7_/; ve ¥,

bolgelerinde mevcut ve w e y, i¢in
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0<c, < |w'(w)| <c,,
0<c¢ < |l/7'(w)| <¢
(D)

saglamyorsa, y* tipinde bir

bolgedir diyecegiz (Dzyadik 1972).

Eger, y* (D') tipinde bolge ise bunu
y e (D) veya  ye(D") seklinde
belirtecegiz.

Eger, y € (D') ise her ¢ € y icin

C
pl+1/n(t)S;7’ (23)

C
Pran (1) < ;8 (2.4)

esitsizlikleri dogrudur.

Tanim 2.2 (Alper 1955): y* bolgesinin
siir1 y diizgiin kapali Jordan egrisi, 4(s),
y egrisine t=1¢(s) noktasinda tegetin reel
eksenle olusturdugu agi olsun. @(x) bu

acinin stireklilik modiilii olmak tizere,

J.@Hn x| dx <+
5ox

kosulu saglaniyorsa, y* bolgesi (J)

kosulunu sagliyor diyecegiz.

y e(J) ise asagidaki esitsizlikler

dogrudur (Alper 1955)
y(w) -y (7)
w—r

y(w) —y(7)

w—r1

O<m, < <M,,

(2.5)

O<m, <

<M,
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Burada w,rey, ve m,m,,M, M,
sabitlerdir. Ayrica '(w) ve y'(w)
fonksiyonlari, swasiyla 7, ve 7y,

bolgelerinde siirekli ve sifirdan farklidir.
(2.5)ten  (J)

bolgelerin (D") tipinde bdlgeler oldugu

kosulunu  saglayan

anlagilir.

(0,a]’da negatif olmayan, monoton artan

ve limw(d)=0, w(d)/6 monoton azalan
50"

fonksiyonlarin  kiimesini ~ ®(0,a] 1ile
gosterecegiz.
J, = {a) e d(0,¢/2]; j“’(x) dx < +oo}
X
0
alalim.
we®0,0/2],
H,(7)={feCQy); H(f;0)}
¢
IO .
o(t, 1))

olsun. (Burada C(y), y egrisi lizerinde
taniml stirekli fonksiyonlarin kiimesidir).

feH, (y) i¢cin normu asagidaki sekilde

tanimlayalim
o + H(f; o).
Eger, f"eH,(y) ise [f().tey
fonksiyonu ~ W'H,(y), @e®(0,//2]

(0 <r tamsayidir) smnifindandir diyecegiz.

7,

mertebeden tirevidir.

Burada f fonksiyonunun 7.

o € J, fonksiyonu i¢in

a)(x)

Z(@;6) = [ j”(x) +5j

0<o6</l/2

alalim.
OH ={w e ®(0,0/2];Z(w;5)
=0(w(0)),0<06 < 5/2}

olsun.
feWH, (), oe®0,//2]
(0 < r tamsayidir) igin
K (fi0)=H(f";0),
K (f;0)=H(f;0) eger, r=0 ise ve

eger, r>1 ise

K (fio)= Y]],

alacagiz.

Tartisma

Calismanin bu kisminda elde edilen
sonuclar1 verecegiz. Oncelikle asagidaki
yardimci lemmay1 verelim.

Lemma 3.1: » karmasik diizlemde

kapal1  diizgiin  bir Jordan  egrisi,

woeld,,feW H,(y)(0<r tamsay1) olsun.

Bu durumda P () =0 kosulunu ve

F'(t)= P ()| < ¢, K] (f30)
X P DI Z(@; pyy,, (1)),

(3.1)



[F ()= P, (8)| < oK (f:0)
X[lél_l/n O] Z(w; /51—1/n )

degerlendirmelerini saglayacak sekilde,

(3.2)

strastyla, z ve z™'’in n. dereceden P (z) ve

P (2) polinomlart  vardir.  Burada,

N 1 )
FH (@) =% [0+ 5/() dir.

Ispat: Ispati once =0 igin verelim.
wel,,feH, (y) fonksiyonu i¢in

F(z):i,jmdr, zel\y (3.3)
27nyr—z

Cauchy integralini ele alalim.

Asagidaki gibi fonksiyon tanimlayalim
F(z),
G\(2)= {

zey' ise,
F'(t), z=teyise.

G, € A(y ") oldugundan (galigma
(Alper 1956) Teorem 3’e gore) her n el
(U dogal sayilar kiimesidir) i¢in 7.
dereceden P (z) polinomu vardir ki her
t €y icin

G- P, (8)| < 1.0, (G, iy, ()
(3.4)
esitsizligi dogrudur.

Burada, o (G,,0), G, fonksiyonunun

7" ’da ki stireklilik modiiliidiir.
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o_(G,0)<¢,.0,G,0), 0<o<d
oldugundan (Andrievskii ve Israfilov 1980),
(2.2) ve (3.4)’ten

|F @) =B (0] < cpo, (P, () B.5)
elde ederiz.

a)]:",;,(5) < C14-Z(a)f,},; 5), 0<o6</?/2

oldugundan (Belty 1977) (3.5)’den
(3.1)’in  dogrulugunu (r=0i¢in) elde
ederiz.

(3.2)’nin  dogrulugu benzer sekilde

ispatlanir.

Simdi 1 <7 tamsayi olsun.
FO0=2 10+ 50, tey

ve feW H, (y) oldugundan

G, € A" (y") (Dzyadik 1977) olacaktir.
Bu durumda (calisma  (Alper
1956)’daki Teorem 10’a gore) her nell
icin n. dereceden Oyle P’(z) polinomu
vardir ki her ¢ €y i¢in asagidaki esitsizlik
dogru olacaktir

[F(0)= B (0) < cis.LPrn OT

x0_ (G101 (1))

Burada, wf(Gl("),&), 7" bolgesinde

(3.6)

G" fonksiyonunun siireklilik modiiliidiir.

0. (G",8)<c0,G.8), 0<5<d,
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oldugundan (Andrievskii ve Israfilov
1980) (2.2) esitsizligini  dikkate alirsak
(3.6)’dan

[F(0)~ B7 (0| < ¢y 21 OF

(3.7)
xa)Fﬂr),y (IOH-I/n (t))

elde ederiz.

Dy, (0)< clg.Z(a)‘f_(,.%y; 0),
0<o0<1/2,

oldugundan (Beliy 1977) (3.7)’den (3.1)
esitsizliginin dogrulugu cikar.

(3.2)’nin ispatt (3.1)’in ispatina benzer
sekilde yapilir.

Bununla Lemma 3.1’in ispati tamamdir.

Asagidaki lemma, Lemma 3.1’in ispatina
benzer sekilde ispatlanir.

Lemma 3.2: y karmasik diizlemde

kapali diizgiin Jordan egrisi,

wel,, feW H,(y) (0 < r tamsay1)
olsun. Bu durumda P () =0 kosulunu ve

o, _P+ﬂ},(5) <¢,.6, K (f;0)

" 3.8

[ Z(;8)+ 5 jz(“’ ) ], G5
Op_p-, (8) Sy A, K (f50)

002 3.9

[ Z(@;5)+ jZ(") ) ] 9

degerlendirmelerini saglayacak sekilde,

-1

sirastyla, z ve z~ ’in n. dereceden P (z) ve

P (z) polinomlar1 vardir. Burada,

5:1 = max{ph—l/n(t)’t € 7/} ’
A, =max{p_,, (1)t €y} dr.

Lemma 3.1 ve Lemma 3.2’den
yararlanarak asagidaki teorem kolaylikla
ispatlanir.

Teorem 3.1: y karmasik diizlemde

kapal1 Jordan

Q)EJO,fEWer(]/)

diizgiin egrisi,
(r 2 0 tamsay1)
olsun. Bu durumda

/() =R, ()| < ey, K, (f;0)

L., O] Z(@; py, (1)),

0y ,(0) <y K (fr0)e,
"tz (a) X)

tey,

[ Z(; 5)+5j dx],0<5<0/2
degerlendirmelerini  saglayacak, (2.1)
sekilli birR (z) rasyonel polinomu

vardir.Burada,
Py, () =max{p,,,, (1), 5., 0)},
g, =max(J,,A,) dir.
Sonug¢ 3.1: » karmasik diizlemde kapali

Jordan

woe®H,feW H, (y)

diizgiin egrisi,
(r > 0 tamsay1)
olsun. Bu durumda

[/ (O)=R,(0)] < ey K] (f30)

Loy, (D @y, (1),

0;_p, ,(0) <. K, (f0)8, (;0),

0<o6</4/2

tey,



2.1)

sekilli bir R (z) rasyonel polinomu vardir.

degerlendirmelerini  saglayacak,

3.2: we®H ,

ye(D),

feW' H, (y) (r=0tamsayr) olsun. Bu

Sonug¢

durumda

£ =R, ()| < e K (fsm)0(1 mn,
Ley,

0;_p, ,(0) < . K, (fr0)0(6)n",
0<o0</1/2
(2.1)

sekilli bir R (z) rasyonel polinomu vardir.

degerlendirmelerini  saglayacak,

3.3: we®H ,

ye(D),

feW'H,(y) (rz0tamsay1), o,c® ve

Lemma

o(8)/w,(5) (0,¢/2] araliginda azalmayan
fonksiyon olsun. Bu durumda P (0)=0
kosulunu ve
0, , (O)<ey K (f10)
o(1/n)
a,(1/n)
Op_p-, (8) S 0y K (f0)

o(1/n)
o,(1/1)

0<o</1/2,

X

(00 (5)’1—" B

(3.10)

X

@, ()",

0<5<0/2 (3.11)

degerlendirmelerini saglayacak sekilde,

sirastyla, z ve z7'’in n. dereceden P'(z) ve

P~ (z) polinomlar1 vardir.
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Ispat: P'(z) ve P (z) olarak Lemma
3.1’de sozii gegen polinomlart ele alalim.
Once (3.10) degerlendirmesini ispatlayalim

((3.11) sekilde

Lemmanin varsayimlarindan, Lemma 3.1

benzer ispatlanir).

geregince,

F -P

n

<6, K (f0)o(1/n)n”™"

o)
(3.12)
elde ederiz.

t,,t, €y olsun. 1. s(¢,,t,)>1/n ve 2.

s(t,,t,) <1/n durumlarini ele alalim.

Durum 1. (3.12) geregince asagidaki
degerlendirmeyi yazabiliriz
[Fra)-Brw)]-[F@-Bw]
<2¢,.K (fs0)o(l/n)n™

o(l/n)

=2¢,,.K, (f;0) w,(1/n)

o,1/n)n™"

o(1/n)
o,(1/n)

Durum 2. Lemmanin varsayimlarindan,

<2¢,.K (f;0)

@ (s(t,5,))n "

Lemma 3.2 geregince, elde ederiz
Oy (5(,4)) < . K (f;0)
w(s(t,t,))
a)O (S(tl ’ Z‘2 ))
o(l/n)
o,(1/n)

x(s(t, )" = ¢y K (f30)

xa, (s(t,,))n™" < c31'Kr+ (f;0)

xa, (s(t,t,))n".
Her iki durumu goz 6niinde bulundurursak

asagidaki degerlendirme elde edilir
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0, , (0)<ey, K (f10)
o(1/n)
o,(1/n)

0<o</4/2
X

@, (o)n”",

Bununla (3.10) esitsizliginin, dolayisiyla

da Lemma 3.3’{in ispat1 tamamdir.

Sonu¢ 34: ye(D), feW'H,/(y)

(r>0tamsayl), 0<f<a<1 olsun. Bu

durumda P () =0 kosulunu ve
@ y(5) < K (fra)n” 767,

0<o0</1/2,
0, , (O)<e K (f;am” 87,
0<o</1/2
degerlendirmelerini saglayacak sekilde,

—19-
sirastyla, z ve z~ ’in n. dereceden P (z) ve

P (z) polinomlar: vardir.

Lemma 3.1 ve Lemma 3.3’den

asagidaki teorem aciktir.

Teorem 3.2: we®H ,

ye(D),
feW' H, (y) (rz0tamsay1), o,c® ve
o(6)/0,(8) (0,0/2] arahiginda azalmayan

fonksiyon olsun. Bu durumda P (0)=0

kosulunu ve

N o(l/n
<o K (f;0) A/n)
@ o,(1/n)

n’,

F+_Rl+

o(l/n)
o,(1/n)

HF_ _P”_Hwo <cy.K (f50)

degerlendirmelerini saglayacak sekilde,

sirastyla, z ve z7'’in n. dereceden P'(z) ve

P~ (z) polinomlar: vardir.

Teorem 3.1 ve Lemma 3.3’den asagidaki

teoremin dogrulugu aciktir.

3.3: we®H,

ye(D),

feW™H, (y) (r=0tamsayl), o,c® ve

Teorem

(8)/w, () (0,¢/2] araliginda azalmayan

fonksiyon olsun. Bu durumda

o(l/n) o
o,(1/n)

| =R, <cK; (f10)

degerlendirmesi gerceklesecek sekilde

(2.1) sekilli bir R (z) rasyonel polinomu

vardir.

Sonu¢ 3.6: ye(D), feW'H,/y)

(r20tamsayl), 0<fg<a<l1 olsun. Bu

durumda
||f_Rn ”ﬁ <y Ko (fram”

degerlendirmesi gerceklesecek sekilde
(2.1) sekilli bir R (z) rasyonel polinomu

vardir.
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