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Uzay Hareketinde Bir Kati Cismin Kinematik Diferansiyel Geometrisi
Saime Sule AKSAKALY

Oz

Bu ¢alismanm iki boliimiinden birincisi; diger boliimiin daha iyi anlasilabilmesi i¢in temel kavramlari olan
diferansiyel geometri ve kinematikle ilgilenir. ikinci béliimde ise bir diizlem yiizeye komsu bir nokta
tamimlanmustir. Belirtilen noktanin sabit olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar sunulmustur. Regle ylizeye
adjoint bir A noktasinin geometrik yeri olan egrinin ozellikleri, regle yiizeyin 6zellikleriyle bagdastirilarak
incelenir.

Anahtar Kelimeler: Dagilma parametresi, Regle ylzey, Euler-Savary formill, Yap: denklemleri, Striksiyon
egrisi, Kinematik.

Kinematic Differential Geometry of a Rigid Body in Space Movement

Abstract

This thesis is structured into two chapters. The first chapter introduces basic concepts in differential geometry
and kinematics to facilitate understanding. The second chapter defines the adjoint point to a ruled surface and
presents the conditions for this point to be fixed. The analysis of the properties of the curve formed by the A
point adjacent to the ruled surfaces is conducted by correlating it with the properties of the ruled surface.

Keywords: Distribution parameter, Ruled surface, Euler-Savary formulas, Construction equations, Striction
curve, Kinematics.
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1. Giris

Regle ylizeylerin tanimi1 baslangicta G. Monge (1850) tarafindan yapilmis, daha sonra konuya
ek olarak V. Hlavaty (1945) ve J. Hoschek (1973) tarafindan dogrularin 1- parametreli ailesi konulari
arastirtlmistir. Bir dogrunun segilen bir dayanak egrisi boyunca hareket etmesiyle olusturulan regle
yilizeylerden miihendislik, mimarlik, kinematik, bilgisayar programlar1 ve mekanik gibi cesitli
alanlarda yararlanilmaktadir. Ayrica 6zel olarak acilabilir regle yiizeyler; hareket analizi, nesne
tanima sistemleri, gemi OrQinlerinin Gretimi, kati1 cisim simiilasyonunda kullanilmaktadir [Sa¢h
(2013); Seving ve Samanci (2022)].

2. Materyal ve Metot

Bu c¢alismanin bulgu ve tartisma kismini daha iyi anlamak i¢in temel kavramlara ayirdigimiz
ikinci kisim, (¢ alt bashktan meydana gelmektedir. ilk alt baslik ¢izgilerin uzaydaki hareketlerine;

ikinci alt baslik egriler teorisine ve tiglincii alt baglik ise yiizeylere odaklanmustir.
2.1. Cizgilerin Uzayindaki Hareketler

Tammim 2.1.1. T, L cismi {izerinde bir vektor uzayi; K ise bostan farkli bir ciimle olsun. Eger

Y:K X K - T fonksiyonu, her P,Q € K noktalar1 i¢in ﬁj € T tanimi altinda asagidaki

Ozellikleri sagliyorsa, K ciimlesi T ile birlestirilmis bir afin uzay olarak adlandirilir.

i) VP € K ve Va € T iken PQ = d

i) VP, Q,R € K olmak {izere PR = P_Q) + Q_R)
sartlarini saglayan bir tek Q € K noktas1 vardir. P_(j vektoril baslangi¢ noktasi P ve ug noktast Q olan
bir vektordir. K’nin boyutu boyK=boyT seklinde tanimlidir.

T bir vektor uzayi, K ise T ile birlesen bir reel afin uzay olsun. T’ de tanimlanan bir <,>
:TXT - R i¢ ¢arpim islemi aracihiiyla K’ da diklik, agi, uzunluk gibi metrik 6zellikleri
tanimlayabiliriz. Bu durumda K afin uzay1 artik bir Oklid uzay: olarak adlandirilir ve E™ ile temsil
edilir [Hacisalihoglu (1983)].

Tamm 2.1.2. n boyutlu E™ Oklid Uzayinda yer alan bir P noktasinin E™’ de bir afin koordinat
sistemine gore koordinatlar1 (py, p,, ..., py) Olarak verilsin. p; = E™ - R koordinatlarma E™’ nin i-
yinci koordinat fonksiyonu adi verilir. R™ standart reel afin uzayi iken R™’ de bir <,>:R" x R" -

R i¢ carpimi1 VP, Q € R™igin <, > (P,Q) =< P,Q > ).i-, p; q; seklinde tanimlansin. Bu i¢ ¢arpima
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R™ de Oklid i¢ carpimi veya standart i¢ carpim denir. Standart i¢ ¢arpimin tanimlandig1 bu R™ vektor
uzay1yla birlesen R™ afin uzayina n- boyutlu standart Oklid uzay ad: verilir ve E™ ile temsil edilir
[Hacisalihoglu (1983)].

Tanmmm 2.1.3. E' ve EZ, R} ve R? i¢ carpim uzaylariyla birlesen Oklid uzaylar olsun. Bir
f:El' —» EZJ afin doniisimi Va, S € RT i¢in (Y (), ¥(B)) = (a,B) kosulunu gercekleyebilen bir
Y: RY = RY lineer doniistimii ile birlesebiyorsa f ye bir izometri denir [Hacisalihoglu (1983)].

Tamm 2.1.4. n — boyutlu E™ Oklid uzayinm bir izometrisi f olsun. E™ de bulunan bir
{x1,%5,...,x,} Oklid koordinat sistemine gére f nin matris formundaki gésterimi A € 0(n) ve C €

XI

RY olmak Gzere [1

] = [’g ﬂ [)1(] seklindedir. f ye E™ de bir hareket ad1 verilir.

A € 0(n) oldugunda detA = 1 olmaktadir. Eger bu A matrisinin determinanti pozitif ise f’
ye direkt hareket; determinant negatif ise f’ ye karsit hareket denir. Bu ¢alismada hareket ifadesi
yalniz kullanildiginda direkt hareketleri temsil edecektir. Direkt hareketler, direkt donme ve 6teleme
olmak tizere iki tir hareketin bilesimidir.

Eger E™ Oklid uzayinda bir izometri olan f icin £(0) = 0 kosulunu saglayan bir O € E™

noktas1 mevcut ise f ye "0" noktasi etrafinda bir donme denir [Hacisalihoglu (1983)].

Tamm 2.1.5. E™ Oklid uzaymm bir f izometrisi ve VX € E™ igin f(X) = X + h kosulunu
saglayan bir ve tek h € E™ noktast mevcut ise f doniisimiine E™ uzaymin h ile gosterilen bir
Otelemesi adi verilir [Hacisalihoglu (1983)].

E3 uzayinda bulunan 1- parametreli hareketlerde E3 uzayinin dogrulari regle yiizeyler teorisi
agisindan biiyiik 6nem tasimaktadir. Dogrular E3 uzayinin dogrusal nokta ctimleleridir. Bu nedenle
E? Oklid uzayin1 sadece dogrulardan olusmus bir uzay olarak kabul edecek ve E3’ e ¢izgiler uzay1

adin1 verecegiz.
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Tamim 2.1.6. Uzay hareketi H/H' nin [‘3 ﬂ matrisi Uzerinde donmeyi temsil eden A € 0(3)

ve Otelemeyi temsil eden C € R matrisleri, A = A(t) ve C = C(t) olarak belirli tek bir t reel
parametresine ait diferensiyellenebilir fonksiyonlartysa H/H' hareketine 1-parametreli uzay hareketi

ad1 verilir [Hacisalihoglu (1983)].
2.2 Egriler Teorisi

Tamim 2.2.1. [ € R agik bir aralik iken (I, «) koordinat komsulugunda tanimh a(/) € E™

fonksiyonuna o egrisi ad1 verilir, a:I - E™, I € R ile ifade edilir [Hacisalihoglu (1983)].

Tamim 2.2.2. M c E™ egrisi (I, @) koordinat komsulugunda tanimlansin. |[@’||: 1 = R iken
t - |la’(t)]| olarak tanimli ||a’|| € R sayisina M nin (I, @) koordinat komsulugunda yer alan a(t)

noktasidaki skalar hizi denir [Hacisalihoglu (1983)].

Tamim 2.2.3. (I, a) koordinat komsulugunda tanimli bir M c E™ egrisi i¢in Vs € I i¢in
la’' ()|l =1 ise M egrisi (I,a)’ ya gore birim hizli egridir olarak adlandirilir. Egrinin S€ I

parametresine ise yay parametresi adi verilir [Hacisalihoglu (1983)].

egrisinin ¢’ dan b’ ye yay uzunlugu olarak, egrinin a(a) ve a(b) noktalar1 arasindaki uzunlugunu

ifade eden ff lla’ (t)||dt ; t € I reel sayisina karsilik gelir [Hacisalihoglu (1983)].

Tamm 2.2.5. Biitiin noktalariin hiz vektoriiniin sifirdan farkli oldugu egrilere regiiler egriler

ad1 verilir [Hacisalihoglu (1983)].
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noktasindaki Frenet 3-ayaklis1 {T'(t), N(t), B(t)} ise

a'(t)
la’ O’

a'aa’(t)
lle' (Ona” @Ol

T(t) = N({t)=B({t)AN(t),B(t) =

olarak tanimlanir [Hacisalihoglu (1983)].

Tanmm 2.2.7. (I, @) koordinat komsulugunda tanimli bir M c E™ egrisi i¢in s € [ ya karsilik

gelen a(s) noktasinda yer alan Frenet 3-ayaklisi {T, N, B} olarak tanimlansin. Frenet vektorleri ile

tirevleri arasinda

T’ 0 ky 07T
N’ == _kl 0 k2 N
B’ 0 _kz 0 B

bagintis1 bulunur. Burada k,(s) € R sayisina a egrisinin egriligi ve k,(s) € R sayisina ise «

egrisinin burulmasi ad1 verilir [Hacisalihoglu (1983)].

2.3.Yuzeyler Teorisi

Tamm 2.3.1. M climlesi, n boyutlu E™ vektor uzayinda boyutu olan bir yuzey ya da (n-1) yuzey

olarak E™ uzayinda tanimli bostan farkli bir cimledir. Oyle ki bu ctimle

diferensineyellebilir

M:{xEUcE"|f:U R, U bir acik altcﬁmle}

x->f(x)=c
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Vflp # 0, V P € M bigiminde tanimlanir. E2’ de bir 1 ylizeye diizlemsel egri, E3’ de bir 2 yiizeye
ise genel olarak yanlizca ylzey denir. n > 3 iken E™* de bir (n-1) ytizey genel olarak bir hiperyizey
olarak isimlendirilir.

Herbir M hiperyuzeyi bir (n — 1) manifolddur, bu nedenle VP € M noktasinda M’ nin bir
tanjant uzay1 Ty, (P) olarak tanimli olup, bu tanjant uzay1 (n — 1) boyutlu bir vektér uzayidir. Bu
uzay Tgn(P) tanjant uzayinin bir alt uzayidir. Ty, (P), M’ yi tanimlarken kullanilan f fonksiyonundan
bagimsiz; yanlizca M’ ye bagh bir tanjant uzayidir. Ty, (P) vektor uzayi, E™’ nin tamamen M’ de
bulunan parametreli egrilerinin P noktasindaki hiz vektorleriyle karakterize edilebilir. Eger M’ yi
tanimlarken bahsedilen tiirevlenebilir fonksiyon f ise ¢ € R bir sabit olmak sartiyla f(x) = ¢, Vx €
M dir, ayrica Vf|p # 0,VP € M dir. Boyle bir f fonksiyonu M’ nin tanim1 ile mevcuttur; ayrica f
fonksiyonlar1 birden fazla olabilir. Her f fonksiyonu icin T,,(P) = [Vf|p]* olarak ifade edilebilir

[Hacisalihoglu (1983)].

Tamim 2.3.2. M, E™ nin bir hiperyiizeyi olarak verilsin. y(M)*’ nin ortonormal bir baz1 {N}
olarak belirlenirse, N’ ye M’ nin birim normal vektor alan1 ad1 verilir. y(M)*’ nin {N} ve {—N} olmak

Uzere iki tane birim normal vektor alani vardir [Hacisalihoglu (1983)].

Tamim 2.3.3. M c E3 yiizeyi verilsin. VP € M noktasinda, E3’ in M’ de kalan bir dogrusu var
ise M’ ye bir regle ylizey ve P € M noktasindan gecen ve M’ de kalan dogruya da M’ nin bir

dogrultmani denir [Hacisalihoglu (1983)].

Tamm 2.3.4. E® Oklid uzaymda e;(P) = (1,0,0)|p, e,(P) = (0,1,0)|p,e3(P) = (0,0,1)]»
bicimindeki {e;, e,, e5} cat1 alanina dogal ¢ati alan1 ad1 verilir [Hacisalihoglu (1983)].

Tamm 2.3.5. V,, V,, Vs vektor alanlar1 E3 Oklid uzaymda tanimlanmis olsun. Eger VP € E3
noktasi i¢in {V;,V,,V5} sistemi P noktasindaki Tzs(P) tanjant uzayina ait bir taban ise bu vektor

alanlarina E3 de bir ¢at1 alan1 ad1 verilir [Hacisalihoglu (1983)].
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Tamim 2.3.6. Bir ¢(t,v) regle yizeyinde iki komsu dogrultmanin orta dikmesinin esas
dogrultmani iistlindeki ayagina striksiyon (merkez veya bogaz) noktasi adi verilir [Hacisalihoglu
(1983)].

Tamim 2.3.7. Bir ¢(t, v) regle ylzeye ait ana dogru, dayanak egrisi boyunca hareket ederek
yiizeyi olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon) egrisi
(cizgisi) denir [Hacisalihoglu (1983)].

3. Bulgular ve Tartisma

3.1.Regle Ylzeylerde Sabit ve Hareketli Cisimlerin Kinematik Anlamlari

3.1.1. Bir Regle Ylzeye Bitisik Olan Egriler

o € R iken 7,(0) uzay egrisini diisiinelim (Sekill). Bir L dogrusunun 7,(0) uzay egrisine

dayanarak hareket ederken olusturdugu regle yiizeyin vektorel denklemini

2:R(o,u) =1,(0) + uL(o),n €R (D)

seklinde ifade edebiliriz [Sasaki (1956); Wang ve Xiao (1993)].

Sekil 1. 7,,(0) uzay egrisi

Burada L(0) ve r,(0) ; X regle yiizeyinin dogrultmam ve dayanak egrisidir. X’ nin striksiyon
egrisi, 1,,(0) dayanak egrisi olarak belirlensin. Bdylece X regle yiizeyinin dogal 3-ayaklisi veya

{r; Fl), Fz), F;;} Frenet catisini
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dL

E, = L(o), E, =25 E; = E; X E),

olarak alalim (Sekil2).

Sekil 2. X' regle yiizeyinin dogal 3-ayaklisi

Burada Frenet catisi 6’ ya gore diferansiyellenerek asagidaki islemler yapilinca

(E1,Ey) =1=>(dE{,E;) = 0= dE;, = aE, + yE;4

(Ey,E;) =1=(dE,, E;) = 0= dE, = AE; + BE;

(E3, E3) = 1= (dE3, E3) = 0 = dE; = §E; + ¢k,

(E1,E;) = 0= (dE,,E;) +(dE,, E;) = 0= (aE, + YE3, E,) + (AE; + BE3, E;) =0
S>SA+ta=0>1=-a

(Ey, E3) = 0 = (dE3, Ep) + (dEy, E3) = 0 = (§E; + ¢Ey, E) + (AE; + BE3, E3) = 0
>p+¢=0=>¢=—p

(Ey, E3) = 0= (dE3, Ey) + (dEy, E3) = 0 = (SEy + GEy, Ey) + (aE, + vEs E3) =0
Sy+{=0=¢=—y

oldugundan
dr, dE; dE, dE;
E=aE1+)/E3, %:CZE2+)/E3, %Z—aEl-i-ﬁE& E:_yEl_ﬁEz

150

)
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bulunur. ||L]] = 1 oldugundan dE; = E, olur. Bu durumda @ = 1 ve y = 0 olarak belirlenmis olur.

Bu durumda Frenet catisi ile diferansiyelleri arasinda

dE, B

do = ?

dE

d_az = —E; + BE; (3)
dE, B £

dO_ - ﬁ 2

bagintilar1 mevcuttur. Burada a,f,y katsayilar1 Xnin egrilik fonksiyonlar1 veyaX nin yapi
parametreleri olarak adlandirilir.

L dogrusu r,,(0) dayanak egrisine dayanarak X regle yiizeyini olustururken, (o) dayanak
egrisinin tizerinde bulunmayan bir A noktasinin geometrik yeri ise I, ile gosterecegimiz, X regle

yuzeyine adjoint(bitisik) bir egri seklindedir [McCarthy ve Roth (1981)].

Sekil 3. X regle ylzeyine adjoint I; egrisi

Boylece I nin vektorel denklemini
Q:E=@+x1§+ng+x3g 4)

olarak vyazabiliriz. Burada (xq,x,,x3); {5‘;; F{,Ej,ET,} Frenet c¢atisina gore A noktasinin
koordinatlaridir (Sekil3).

T,{ y1 o ya gore diferansiyelleyip (3) denklemini kullanirsak
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dr, dr, dx dE, dx, dE, dx dE;

— =—+4+—E —_— —E —_— —E —_—
do d0+d0 1+d0X1+dc 2-I-dcrxz-l_dc 3+dcx3
dx, dx, dx,
= C(El + yEg + EEl + E2X1 + EEZ - E1X2 + BXzEg +EE3 - BX3E2
dx; dx, dx;
= (E_XZ +O(>E1+<X1 +E_BX3)E2+<BX2 +E+Y)E3
elde edilir. Burada
dx; dx, dx,
A1=E—X2+a, A2=X1+E_BX3, A3=BX2+E+Y
alinirsa
dR—A P—— — P——
E - A1E1 + A2E2 + A3E3 (5)

denklemi elde edilir.
A noktas1 {0;1i, j, k} sabit gatisina gore sabit bir noktaysa C%A =0 olur. Burada E, ,E,,E;

Frenet vektorler oldugundan
Al = 0, A2 = 0, A3 = 0 (6)

elde edilir. Bu kosullar altinda A noktasina sabit nokta denir ve (6) denklemi bir regle yuzey ile bitisik

bir egrinin sabit nokta sart1 olarak tanimlanir.

3.1.2. Uzay Hareketinde Bir Noktanin Yoriingesinin Temel Denklemleri

{Of; if,jf,kf} sabit catisina gore hareketli olan bir ¢at1 {0,,,; i,,, jm, ki } Olsun. Bu gatilarin
temsil ettikleri uzaylara sabit uzay ve hareketli uzay diyecegiz. Sabit ve hareketli ¢atiya gore regle

ylizeyler sirasi ile

Zr = Re(op, 1) = 17 + 1Sy
(7)
X = Rm(o'muum) =Tm + UmSm
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seklindedir. Burada ryve 7, sirasiyla X ve X, nin striksiyon egrilerinin yer vektorleri, Sy ve S, de

ani vida eksenlerinin (ISA) birim vektorleri veya Xr ve X,,, nin Ureteg vektorleri; of ve oy, ise yay
parametreleridir. X; ve X, regle yiizeyleri icin {rf; ED, Eéf),Eéf)}ve{rm; EM™, EM™, Eém)} Frenet

formiillerini (2) denkleminde oldugu gibi yazabiliriz.

ds™ (o)

E™ = 5tM(0), B =——=, E" = 5" xE"
m)
* o _ 45V () B _ o) o 5P
E)’ =5U(0), E))=———, E;’ =E’’ XE,
do
)

Sabit X; regle yiizeyini (aksoidini) alalim. Sabit (fixed) {Of; e Jjfi kf} referans catisinda
bulunan, hareketli 2,,, cisminin sabit bir A noktasinin yoriingesini aragtiralim (Sekil4). Herhangi bir

anda A noktas1 X regle ylizeyine bitisik olsun. Bu durumda I, egirisinin vektorel denklemi;

iRy =77 + 0, ED + x,E + x,EY 8)

gD

ile wverilir. Burada (xq,x;,x3); {EJ h

,Ez(f ),E3(f )} A noktasmin, Frenet catisina gore

koordinatlaridir. Bu taktirde R_A> vektoriniin o ye gore diferansiyeli;

dRy (dx1 ) €2 ( dx, ) 6d) ( dxs ) D)
= —x,+af | E +{xy + - 6 x5 | E + ﬁ Xy, + + 14 E 9
da(f) dO'(f) 2 f 1 1 dO'(f) f 3 2 f 2 dO'(f) f 3 ( )

bulunur.
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Sekil 4. Hareketli X,,, cisminin sabit bir A noktasinin sabit referans ¢atisindaki yoriingesi

Simdi de A noktasin1 X, hareketli regle yuzeyine adjoint olarak alalim. X, regle yuzeyi

olusturdugu sirada A noktasi ise bir Q(m) egrisi meydana getirir. Bu egrinin vektorel denklemini

I RM™ =70 4+ BN 4 B + x, (10)

ile gosterelim. Burada (xq,x,,x3); {ﬁ,:, El(m),Ez(m),ESEm)} Frenet catisina goére A noktasinin

koordinatlaridir. Simdi Q(m) egrisinin {0,,; iy, jm, km} referans ¢atisina gore degisimini inceleyelim.

Bu caligmada sabit X regle yuzeyi ile hareketli X, regle ylzeyi (8) ve (10) denklemlerinde

birbirine teget olur. Buna gore y,, = ¥y Ve do(s) = dogyy olur. Veya {?‘7,:, El(m),Ez(m),E?Em)} ve

{ﬁ’; El(f),Ez(f),ng)} Frenet catilar1 herhangi bir anda ¢akigir ki bu (8) ve (10) denklemlerindeki
(x41,%5,x3) koordinatlarinin ayni oldugunu gosterir.

A noktast {0,,; i, jm, km} referans catisina gore sabit bir nokta oldugu durumda ngm) > nin

tiirevleri regle ylizeye bir adjoint egrinin sabit nokta sarti ile uyusur. Yani

dx
L= Xy — Ay
dO'(m)
dx
F(zm) = —X1 + BmX3 (11)
dxs
= —BmX2 = Vm

da(m)
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olur. Yukardaki denklem (9) da yerine yazilirsa

dR,
4 - (x2 -y — Xy + af)El(f) + (x1 + X3 — x1 — ,fo3)E2(f)+
dogy)
+(.8fx2 = PmXz — ¥Ym + Vf)Eg(f)
dR,
da;) = (ar = an)E” + (Bn = Br)xsE" + [(Br = Bm)xz = (vm = v7)|ES”

elde edilir. Burada

a'=ap—am, B == PBm, VYV =V~ Vm
(12)

alinirsa

dRA _ s r(f) . N _ )
oy B+ (x2E3 X3k, ) (13)

elde edilir. Burada (12) denklemi X, ve X, regle ylzeylerinin indirgenmis yap1 denklemleridir.
Bunlar uzay hareketlerinin ani degismezleridir.
do(ry = domy) oldugundan bundan bdyle kisaca do ile ifade edecegiz. R4 nin g ya gore ikinci
tlrevi;
R, = a*El(f) + ﬁ*(széf) _ xsEz(f))
Ry = a'ED 4+ B 4 g (szgf) _xsEz(f)) + 5 (xéE?Ef) + 5B — xS —
x3E2'(f))

_ a*,Elm n a*EZ(f) +ﬁ*,(x2E§f) _ x3E2(f)) 't (xéE?Ef) _ ﬁfszZ(f) _ xéEz(f) _

f f
x3(—E1( ) +ﬁfE3( )))
— a*’El(f) + (Z*Ez(f) +ﬁ*,x2E§f) —ﬁ*’x3E2(f) +ﬁ*x§E§f) _B*ﬁfszz(f) —ﬁ*XéEz(f) +
ﬁ*x3E1(f) —ﬁ*x3ﬁfE§f)

= o"EL + o'EY + BxpES — BX3EL + B* (=g + BmXs)E
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—B"Brx2ES” — B*(—BmXs — Ym)ES + B'x3EL — B*xaBES
= a*'Ef) + a*Eg) + (B*’Xz)ng) — B*’X3Eg) + B*BmX3E§D — B*XlEg)
—B BroEY + B BmX2EY + BYmES + BxsE{” — BrxaBeES

Rj = (o + B'xa)E{” + (@ = B*'x5 — B2, + B'Ym)ES + (B, — By — B2xs)ES” (14)
elde edilir.

3.1.3. Aksoidlerin Indirgenmis Yapi Denklemlerinin Kinematik Anlamlari

a*,B*,y* yapr denklemlerinin kinematik anlamlarin1 inceleyelim. V, , bir cismin bir A

noktasindaki hiz1 olmak lizere

' =N =0
= —A_R,—= ES —x,E
Va dt Adt dt E +ﬁ (x X3k,

dRA do dO' (f)

d

seklindedir. Burada, W = f* Z—:, V=a" —:,r = xlEl(f) + szz(f) + x3E3(f) alinirsa

Va=VE{P + W(EP x1) = VEO + WED x (L +1,EY + x,E))

>V, =VED + W, —x;E0) (15)

esitligi bulunur. (15) denklemindeki V ve W; X, ve X, regle ylzeylerinin birbirleri Gzerinde
kaymadan yuvarlanma hareketi esnasinda hareketli cismin 6teleme hizi ve agisal hizidir. Hareketli

cismin A noktasindaki ivmesini a, ile olmak Uzere

dVa _dV _p pdo dW i AW p
aA—WZd—El +VE2 E-i— dt X2E3 3d—E2

do do
+W (—x, + ,Bmxg)—E(f) WBex, B =+ W Bz + Ym) ES) — n

da

U= \ar 3 ac Bar Bxagp dt Ym ae

aw do do H
+ (Exz lea_ WB 3 dt)E (16)



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 14(1), 143-167, 2024 157

elde edilir. Burada E—V: ve Z—Z 2y, nin El(f) (ani vida ekseni) boyunca X, ya iliskin agisal ivme ve

oteleme ivmeleridir.

dR , do
Vo= = RiG |
d’R v (do\? |, d%c } 17
ar =S4 = Ry (%) + R ST 4
" ﬁ*da v *da
= —’ fod a —
dt dt
W _ e (G0) 4 4 Eo
= a ¢ (dt) ta de? (18)

dw rdoy’ d%o
(@) +#
dt

“ar =

denklemleri elde edilir.
(17) ve (18) denklemleri a* ve f* ifadelerinin kinematik anlamlarini ifade etmektedir[Wang

(1995)]. Bunlar uzay hareketlerinin bitun (invaryant) degismezleridir (Sekil5).

\'4

Sekil 5. ¢, kiiresel gosterge egrisinin yuvarlanma hareketi



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 14(1), 143-167, 2024 158

Eim) iIcin c,, kiiresel gosterge egrisi ng) nin c, kiiresel gosterge egrisi iizerinde yuvarlanir

[Bokelberg ve ark. (1992); Ridley ve ark. (1992)]. (16) ve (17) denklemleri sifira esitlenirse X, X,, X3
ifadeleri asagidaki sekilde bulunabilir; a, = ?—tA = 0 olup

( +W3d)E(f) (Vd_:_x3dt Wgx +Wym3ft’)52(f) (dtxZ_lez_j_

d do
1) E + WX3 E =0
do dw d do
2) It —x3E— wp xZE+Wym it 0
aw do ., do
3) It X, —lea wpg x3E— 0
oldugundan

dw/ do\"1/ do dvde/ do\~ v/ doy~ ! dodw/ do\~1
E(ma) (V'E-th dt (mE) ) B dt( dt) ~OYmg gt (wE)

do\ "1 dvaw . do
*2 = [V mat(We) T/ (WS (19)
_av (W da)_l
3=\ e
bulunur.

Bu (x4,x3,%3) noktasina Xy ylzeyine gore ivme merkezi ad1 verilir. ay X V; = 0 sartim

saglayan noktalara inflection noktalar1 adi verilir. Bu noktalar1 bulalim;

aA X VA = 0
R (d0)2+R’ d%o (R do ) 0
A\dt A dt2 Adt
do\3 d*cdo

R;{XRA(E) +RAXRAPE:O

do\?
RA’XRA(E) — 0> RIXR,=0

D EP D

a’’ + [ x3 a*— B*'x3 _ﬁ*zxz + B Ym B x; — x4 —ﬁ*2x3 =
a — B x3 ﬁ X2
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[B*x(a" = B*'x3 = B2 + BYm) + B x3(B"xz — %1 — B%x5)1E,”
Ha (85, — %1 — £225) = Bxp(@” + Bx;)]ES”

+[— Brxs(@” + fxs) — a*(a” — B*xs — B2x, + B ¥m)]EY = 0
olur. El(f ), Ez(f ) , E,bff ) baz vektorler oldugundan

DB x(a" — B x5 — B2 + B ¥Ym) + B x3(B %, — B x1 — f?x3) = 0
B*(a* + B*Yim)xy — BPx1x3 — B3 (x5 +x3) =0
—(a" + B Yim)xy + B x1x3 + (x5 + x5) = 0

olup

2)a* (B 'xy — Brxy — BPx3) — Brxy(a” +Bx3) =0
a*BYx, —a*frx; —a*Bx; — at'Brx, — BPx,x3 =0

a*B*x; + (@B —a*B)x, + a*f*2x3 + f*2x,x3 =0
ayrica

3) = Brxs(a” + B x3) —a’(@" = fxs — B2+ 7¥m) =0
_ ﬁ*a*le _ﬁ*zxg _ a*z + a*ﬁ*le + a*ﬁ*zxz _ Ol*ﬁ*]/m — 0

—a*(@* + Bym) — (@B —a* B xz — B2 (x5 +a'xy) =0
bulunur. Yani

—(@" + B Ym)x2 + B x1x3 + B2 (x3 +x3) = 0
a*fx; + (a*'B* —a*B*)x, + a*f%x; + x5 =0 (20)
—a*(@* + Bym) — (@B —a* B xz — B2 (x5 +a'xy) =0

denklemleri elde edilir. Buradaki 3 yiizey sadece bir uzay egrisi boyunca kesisir veya 3 denklemden

ikisi lineer bagimsizdir.
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Tamim 3.1.3.1. Bir kat1 cisimde (a4, V,) = 0 ile belirli hiperboloid Bresse hiperboloididir. (15)

ve (16) denklemleri yukardaki denklemde yerlerine yazilirsa {T E (m), E Z(m), E ém)} Frenet ¢atisinda

m» ™1

Bresse Hiperboloidinin denklemi;
av d a aw
Vz—xngymd—i—xlxngd—:+ (x3 +x§)WE= 0 (21)

ile temsil edilir.
Ozel olarak af, Vr € 2§ V€ A, Vin € Xy, ifadelerinin tiimii sifir ise (19) - (21) denklemleri
1) Ivme merkezi; x; = 0,x, = 0,x3 =0
2) Inflection (biikiilme) noktalar1; x, = 0,x3 = 0
3) Bresse Hiperboloidi; Wx;x, Z—Ct' + (x2 + x2) ‘;—V: =0

olarak basitlestirilebilir.

3.1.4. Uzay Hareketinde Bir Noktanin Yériingesinin Ani Ozellikleri

2 hareketli regle ylizeyinin X, sabit regle ylzeyine gore hareketini inceleyelim.

Sekil 6. I, yorlingesinin A noktasindaki R4 hareketli ¢atisi

Oncelikle A noktasinin I, yoriingesinin A noktasindaki {R,; e;, e, e3} hareketli ¢atismni, bu A
noktasinin yoriingesinin geometrik 6zelliklerini incelemek iizere olusturalim (Sekil6). Burada e,

birim vektéri A noktasinda I; nin birim teget vektoridiir [Sasaki (1956)]. e; birim vektoru ise
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El(f ) nin {izerinde bulundugu dogrultman vektdriine ortonormal olan bir dogru ilizerindeki birim

vektordir. eq, e,, e; vektorleri asagidaki gibi hesaplanabilir;

Ry " X3 .00
T RE +ﬁ( E{ REZ)
_ BT ) e (X2 () X5 ()
e;=e Xeg=——FE""+a (RrE = E2 )

R, x EO)
”zeflx—E(f)” - 2 p0 E(f)

1 1
bulunur. Burada r = (x5 + x3)z ve R = (a*? + B*?r?)z dir. Gergekten

R, a*El(f)+ﬁ*(x2E§f)_x3E2(f)) ”

A IR T ep (G -RE)
R;l y El(f) [a*El(f) + ,B*(szgf) _ x3E2(f))] x E1(f)
U RexEP] leB” + 8 (e - xaED) < B
B nED X ED — gD X ED prgED + pragED)

* f * o * *
D X ED — gD x O[5 + sl

_BxE + BB BB + BrasE E(f) E(f)
B2 (x5 + x3) prr
x3B” x2,8 ] [0 _xz X3

62=€1X€3 [__

_ =BT (D) w (X2 o(F) _ x3 ()
= Rr E" +a (RrE3 rE2 )

elde edilir.
s yay parametresi olmak lizere

s= [ IRsldo
= ds = ||R,||do
= ds = Rdo

yazilabilir. {Ry,; e,, e,, €3} catisiin tiirev denklemleri

(22)

(22)

(23)
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& =k,e, + k,e

ds n g*3

d

f = —kne; + 1463 (24)
des

E = —kgel - Tgez

dir. Burada 7, , k; ve k, ve sirastyla geodezik torsiyon; geodezik egrilik ve normal egrilik olarak
isimlendirilir. Ayrica k* = k;; + kZ iliskisi mevcuttur.

. d?R
e yonunde — 4

A noktasinda I nin egriligi ve kg, g nin normal bilesenidir. (22) ve (24)

denklemleri birlestirildiginde

del r *xI * *x *x/! *2 a* * * *
kn:Eezzﬁ(“ Br—a’'B”+p x3)+ﬁ(ax3+,8ymx3+ﬁx1x2)
¥ *21.2 * _
kg — —%6’1 — X2+B 4T ;'zﬁr(x1x3 X2¥Ym) (25)
d€3 ﬁ* " a*
g =7gs 2= ﬁ(xz +a”) +ﬁ(x1x3 — X2¥m)

bulunur. Artik A noktasinin yoriingesi i¢in, diizlem kinematigi iginde bilinen hareketli bir noktanin
sabit diizlemdeki yoriingesinin egrilik yarigapmi saglayan Euler-Savary formullnu elde etmeye
calisalim.

3.1.5. Uzay Hareketinde Bir Noktanin Yoringesine Ait Euler-Savary Formulleri

Bir noktanin I} yoriingesinin 6zelliklerini ortaya ¢ikarmak icin (25) denkleminde

1
_ [ﬁ*2x2+(a*+ﬁ*y )Z]i
Dg - : ,8*2 - (26)
. B x4 , X3
smeg = Dg , sinf = R

esitliklerini alalim. (25) denkleminin ikinci b6lumu

-D 0+6
ky = 200 00) 27)
r2+(5)
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olarak yazilabilir. k; = pi olmak Uzere bu denklem,
g

py [r —Dycos(6 +6,)] =r*+ (Z—)z (28)

veya

* 2
o
rpg — 1% = ('[)7) + pg Dycos(6 + 6,)
Pg Pg

a*

= = >
r(pg —7) (ﬁ_) + py Dycos(6 +6,)

— = be (29)

% 2
Pg —T (%) +pg Dgcos(0+6)

=

XRIw

olur.

(27) ve (29) denklemleri duzlemde Euler-Savary formuliine benzedikleri igin Euler-Savary
benzeri geodezik olarak adlandirilir.

I’ min 71 asli normali ani vida ekseni ile genelde kesismez ancak diizlemsel harekette kesisir.

A noktasinda I;” nin egrilik merkezi O, dir.

P (m)
4 (IS4) E|

=0

Sekil 7. Geodezik biikiim noktasi

Eger hareketli cismin bir A noktasinin ¢izdigi [, yoriinge egrisinin geodezik egriligi sifir ise
bu durumda A noktasina geodezik biikiim noktasi denir. Hareketli cismin bitin geodezik bikim

noktalarinin agagidaki denklemle tanimlanan ylizey iizerinde oldugunu (27) denklemi ile biliyoruz;
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r —Dgcos(6 +6,) =0 (30)

Geodezik bikim ylzeyi olarak tanimlanan bu yiizey, (30) denklemini saglayan noktalardan olusur

(Sekil 7). (26) denklemine gore (30) ile verilen D, ve 6, bir x; degeri igin sabittir. Bdylece (30)
denklemi El(f) eksenine ortonormal (Ez(f), E3(f)) duzleminde kalan ve El(f) ekseni boyunca gecgen bir

cember denklemidir. Bu cembere ise geodezik bikim cemberi ad1 verilir (Sekil 8).

m)

ISAE™)

(m)
E]

Sekil 8. Geodezik bukim gemberi

Eger x; € (—A, +A) alinirsa El(f ) ekseninin konumundan (30) ifadesi geodezik bukim
cemberlerinin bir ailesi veya geodezik bukim yiizeyi geodezik bikim ¢emberlerinin bir ailesi olarak
diistiniilebilir. Geodezik bukium ytzeylerinin ek iki 6zelligini de asagidaki gibi bulabiliriz.

i) Geodezik biikiim ¢emberlerinin merkezi striksiyon noktasinda (ya da x; = 0) hareketli X,
aksoidinin normali lizerinde kalir.
ii) Bir koni olan geodezik biikiim yiizeyinin ist kism1 a* + 8%y, = 0 iken X, nin striksiyon

noktasidir. k* = k;; + k7 denkleminde k = k,, icin k,, = 0 dir. Buna gore (25) denklemini tekrar

rz(a* B —a*f* + ,B*Zx3) + a*(a*x3 + B Ypxs + B x1x,) =0

=Xy + B+ B (X X3 — X ¥im)
R?r

olarak yazabiliriz. (26) denklemi yukardaki denklemlerde yerine yazilirsa
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* 2
0=r [r (;—) +1r2sinf + a*Dysin(6 + Hg)] (31)
o = [“P005(6%%9) (32)

i(3)

olur. k egriligi yerine p egrilik yarigap1 yazilirsa (32) denkleminin diger iki agilimi

2
p[r — Dycos(6 +6,)] =r* + (;—) (33)
1,01 p

R S 34
r p-r (%:)2+ng¢0$(9+99) ( )

olarak yazilir.
(32)-(34) denklemlerine bir noktanin uzay hareketindeki yoriingesinin Euler-Savary benzeri

formalii denir. (33) ifadesi

R _— *\ 2
40,41, = ARF + (%) (35)

olarak elde edilebilir. A, hareketli cisim Uzerinde tracing point; O, ise I, yoriingesinin egrilik
merkezidir (Sekil9).

IS4 (E}(W)

Sekil 9. Hareketli cisim Uzerindeki A tracing pointi ve 0, egrilik merkezi
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]A;El(f) eksenine dik duzlem Uzerindedir ve yine bu nokta A(x,,x,,x3) noktasindan geger.
Geodezik bukim cemberinin n ile kesismesinin J,’ da oldugu aymi anda; P, noktasi ise I}

yoriingesinin asli normali ile El(f)

ekseninin kesisme noktasi olur.

Acik sekilde O hareketli cisim iizerinde herhangi bir nokta degildir. Bu noktanin bir anda
hareketli cisim tizerinde (31) denklemiyle tanimlanan yiizey tizerinde oldugu durumda Euler-Savary
benzeri formal korunur. Yani uzay hareketinde herhangi bir noktanin ydriingesi igin geodezik bir
Euler-Savary formuli mevcuttur. Ancak bazi noktalarin yoriingeleri i¢in Euler-Savary formali
bulunmamaktadir.

Eger k,, normal egriligi ve k, geodezik egriligi 6zdes olarak sifir ise hareketli bir cismin bir
A noktas1 geodezik biikiim yiizeyi ve (31) denklemi ile tanimlanan ylzeyin arakesit egrisi tizerinde
olmalidir.

k? = ki + kg oldugu igin A noktasi aym zamanda biikiim noktas: olarak tanimlanir. Eger Iy

egrisi biikiim noktalarindan meydana geliyorsa (31), (32) denklemleri ve onlarin ¢oziimleri

birlestirilirse bulunan denklem (20) denklemi ile aynidir.
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