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Ozet: Bilindigi iizere Fibonacci dizisi bilisim teknolojileri dahil bircok miihendislik alaninda kullanilmaktadar.
Fibonacci dizisinin n. elemanim bulabilmek igin (n-1). ve (n-2). elemanlarinin da hesaplanmasi gerekir. Bu
igslem bilinmeyen her bir elemanin hesaplanmasi islemi 6zyinelemeli olarak 1. ve 2. elemana kadar gider. Bu
¢alismada Paskal liggeninden faydalanilarak Fibonacci dizisinin n. elemanimi dogrudan bulabilen bir formiil
onerilmistir. Bilindigi iizere Paskal tiggenine sol alttan sag yukar1 dogru diagonal diizlemdeki tiim elemanlar
toplandiginda Fibonacci dizisinin elemanlar1 sirayla hesaplanabilmektedir. Bu diizlemde gizli olarak bulunan
oriintli, matematikteki Kombinasyon, Tiimevarim ve Fonksiyon konular1 ile modellenerek yeni bir formiil
haline doniistliriilmiistiir. Fibonacci serisindeki elemanlar1 bulmak i¢in 6zyinelemeli ve dinamik programlama
yontemleri ile yapilan hesaplamalara gore daha az zaman ve alan karmasikligi ile benzer sonuglar
bulunmustur.

Anahtar kelimeler: Fibonacci dizisi, 6zyineleme, formiil.

Calculating Nth Element of Fibonacci Sequence
using Pascal Triangle, Combination and Sigma Symbol

Abstract: As is known, Fibonacci sequence is used in many engineering fields including information
technology. It is an obligation to calculate the (n-1)th and (n-2)th elements in the Fibonacci Sequence in order
to find the (n)th element. These calculations recursively go to the 1% and 2" elements. In this study, the Pascal
triangle is used to determine the Fibonacci sequence. A formula has been proposed that can find the required
Fibonacci element directly. It is known that the elements of the Fibonacci sequence can be calculated
sequentially when all the elements in the diagonal plane are collected from left to right in the Pascal triangles.
The hidden pattern in this triangle is transformed into a new formula by modeling with Combination, sigma
symbol and Functions in mathematics. To find the Fibonacci series, time and space complexity is reduced to
the minimum according to calculations made by recursive and dynamic programming.

Keywords: Fibonacci sequence, recursion, formula.

1. Giris

13. yiizyilda yasayan Italyan bilim adami Leonardo Fibonacci tarafindan bulunan ve Liber Abaci
isimli meshur kitabinda yer verdigi Fibonacci dizisi, altin oran dahil olmak {izere bir ¢ok alanda
kullanilmaktadir [1]. Bu say1 dizisi, tavsanlarin iremesiyle ilgili problemin hesaplanmasi esnasinda
ortaya Konulmustur. Esasen Fibonacci dizisinin 6. yiizyillda Hintli matematik¢iler tarafindan
bulundugu da sdylenmektedir [2]. Fibonacci say1 dizisi matematiksel olarak su sekilde tanimlanir:
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0 , n=20
fib(n) = 1 , n=1 (1)
fib(n—1) + fib(n—2), n>1

Fibonacci dizisinde fib(n) fonksiyonu ile n. elemanin degeri bulunmak istendiginde dizideki
kendinden bir 6nceki ve iki Onceki elemanlar toplanir. Dizideki ilk ve ikinci eleman 1 degerlikli
olmak kosuluyla tiim elemanlar bu kurala gore hesaplanabilir. Ayrica n. eleman F, seklinde ifade
edildiginde, Fo=0 ve F1=1 olmak kaydiyla F,=F,1+ F,> seklinde de matematiksel olarak
ozyinelemeli bir sekilde gosterilebilir. Bu dizinin ilk birkag eleman1 su sekildedir: 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, 34, 55, 89, 144, ... Goruldiigl tizere bu dizide n. elemana ulasabilmek icin geriye dogru
yaklagik olarak n islem yapilmasi gerekmektedir. Bu ¢alismada ortaya konan yaklasim ile n isleme
gerek kalmadan onerilen formdil ile n. eleman rahatlikla bulunabilmektedir.

Fibonacci say1 dizisi biyoloji [3] ve ekonomi dahil [4] bircok bilim alaninda kullanildigi gibi
bilgisayar bilimlerinde de yaygmn olarak kullanilmaktadir. Ornegin Fibonacci Arama teknigi
(Fibonacci Search Method), tek boyutlu ve optimize edilmis bir arama yontemidir [5]. Ayrica
Fibonacci Heap, bir veri yapist modelidir [6]. Diger bir taraftan Graph teorilerinde network
topolojisi olarak paralel ve dagitik sistemleri birbirine baglamak i¢in kullanilan Fibonacci kiibii
vardir [7].

Matematik ve bilgisayar alaninda, Fibonacci kodlama teknigi ile (Fibonacci Coding) ile pozitif
tamsayilar ikili say1 sistemine c¢evrilebilmektedir [8]. Bilindigi iizere her bir pozitif tam say1 bir
veya daha fazla birbirinden farkli Fibonacci sayisinin toplami olarak yazilabilir. Ayrica bu teknikte
kullanilan hi¢cbir Fibonacci sayisi pes pese degildir. Kisaca anlatilan ve Fibonacci Kodlama
teknigine dayana bu yonteme Zeckendorf Teoremi denir [9].

Ayrica Oklid Algoritmasinin calisma zamani hesaplamasinda iki tamsaymin en biiyiik ortak

bolenini (EBOB) bulurken Fibonacci say1 dizisinin son iki elemani en kotii durumu ifade etmektedir
[10].

Ayrica Fibonacci sayr dizisi, Sozderastsal (rastgele) Sayr Ureteci (Pseudorandom Number
Generator, PRNG) tekniginde kullanilmaktadir. Bu teknikte elemanlar arasinda kolaylikla oriintii
veya iligki kurulamayacak bir say1 dizisi tiiretme yaklagimi vardir [11].

Fibonacci say1 dizisinin kullanildigi baska bir alan ise Planlama Pokeri (Planning Poker, Scrum
Poker) oyunudur. Planlama Pokeri, yazilim gelistirme siirecinde faydalanilan bir hedef belirleme
oyunudur [12].

Cok fazli birlestirmeli arama yonteminde (Polyphase Merge Sort) de Fibonacci sayr dizisinden
yararlanilmigtir. Bu yontemde, sirali olmayan bir say1 dizisinde sayilar her iterasyonda 6zyinelemeli
olarak ikili gruplara ayrilirken grup uzunluklari ardisik Fibonacci elemanlar1 kadar segilir. Bu
sayede gruplar arasi oran altin orana yakin olusturulmus olur [13].

Programlama dilleri yardimiyla Fibonacci dizisinin elemanlarimi bulmak olduk¢a kolaydir.
Ozyinelemeli (recursion) ve dinamik programlama (dynamic programming) yontemleriyle bu

dizinin elemanlar1 bulunabilir. Fibonacci dizisinin 6zyinelemeli olarak bulan C/C++ pargacigi su
sekildedir:

int fibonacci (int n)

{
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if(n == 0)
return 0;
else if(n == 1)
return 1;
else
return fibonacci(n - 1) + fibonacci(n - 2);

}
Dinamik programlamada kullanilan asagidan yukari (bottom-up) yontemli ile de bu sayr dizisi
bulunabilmektedir. Esasen bu teknik burada lineer bir yonteme doniismektedir ve su sekilde

bulunabilir:

int fibonacci (int n)

{
int f[n+17];
fl1] = £[2] = 1;
for (int 1 = 3; 1 <= n; 1i++)
fli] = £[i-1] + f[i-2];
return f£[n];
}

Makalenin geriye kalan kisminda ii¢ boliim daha vardir. Giris kismindan sonraki ikinci bdliimde
Onerilen yontemin matematiksel agiklamasina, ii¢lincli boliimde karmasiklik analizinin yapilmasina
ve kaynakcadan 6nceki son boliimde de degerlendirmelere yer verilmistir.

2. Yontem

Sekil 1’de de gosterildigi gibi Pascal liggeninde sol yandan sag yukar1 dogru diyagonal (capraz)
diizendeki her bir eleman toplandiginda Fibonacci serisinin elemanlar: sirayla bulunabilmektedir.
Bilindigi tizere Paskal liggeni, kombinasyon dizilimleri ile olusturulmaktadir. Yaygin olarak bilinen
bu iki bilgiden yola ¢ikarak bu ¢apraz dizilimde gizli bulunan bir Griintii tespit edilmistir.
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Sekil 1. Paskal iicgeni
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Bu calismada, var olan bu oriintiiyii bir formiil ile ifade etmeye ve daha az zaman karmagiklig: (time
complexity) ve hesaplama zamani (computational time) ile Fibonacci dizisinin n. elemanimni bulmaya
calistik. Bu sayede Fibonacci serisinin n. elemanimi bulabilmek igin (n-1). ve (n-2). elemanindan
baslayarak ilk elemana kadar hesaplama yapmaya gerek kalmamuistir.

Binomsal bir terim olan (x + ¥)™’in acilimindaki kat sayilar1 bulabilmek i¢in Pascal Uggeni ile
olusturulan katsayilara ihtiyag vardir. Pascal tiiggeninin olusturulmasinda ve c¢alismamizda
kullanilan baz1 kavramsal ifadeler ve yontemler kisaca asagida anlatilmistir.

2.1. Kombinasyon

r,n €N ve r < nolmak tlizere, n elemanl bir A kiimesinin r elemanli alt kiimelerinin her birine A
kiimesinin r’li kombinasyonu denir. .A kiimesinin r’li kombinasyonlari su sekilde formiilize edilir:

Clnr) = (:) _ (nn ) _ P(n,r) B n! @

—-r rt rl(n—=n)!

2.2. Sigma Sembolii

>, Yunan alfabesinin 18. Harfidir ve sigma olarak okunmaktadir. f: Z-=R, f(k) = a, ve r<n
olacak sekilde bir dizi su sekilde tanimlanmaktadir:

n
Z A =0y + Aryq T Qpip -+ ay
k=r

Yukaridaki ifadesinde, k € Z’ye indis ya da degisken, r € Z ye alt sinir, n € Z ye de iist sinir denir
ve f fonksiyonu da r’den n’ye kadar olan (n-r+1) tane terimin toplamidir.

2.3. Oriintiiler
Sekil 1°de de goriildiigi lizere diyagonal olarak sol alttan sag iiste dogru ¢izilen okun {izerine gelen

kombinasyonlar toplandiginda Fibonacci say1 dizisinin elemanlar:t bulunmus olur. Bu durumu
Fibonacci dizisinin 4., 5., ve 6. elemanlar1 6rnek olarak asagida gosterilmektedir:

(1))
fib(5)=(§)+(i)+<;)=1+3+1=5
fib(6)=(z)+(j)+<2)=1+4+3=8

Yukarida verilen 6rneklerden iki farkli oriintii oldugu Oriintiiniin oldugu sdylenebilir. Goriildiigii
gibi birinci Oriintii, Fibonacci dizisinin ¢ift indis numarali elemanlar1 parantezli kombinasyon ile

ifade edilince parantezin st kisimlar1 (n — 1)'den baslayip birer birer azalarak %’ye kadar
gitmektedir.
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Alt kistmlar1 da 0’dan baglayip birer birer artarak (g — 1)’e kadar sirali bir sekilde artmaktadir.

Omnek olarak 8. indisteki eleman1 hesaplayabilmek i¢in ilk 7 elemanin hesaplanmasi gerekmektedir.
Fakat burada kombinasyon ve sigma sembolii ile 8. indisteki eleman su sekilde ifade edilebilir:

4

o® =3 (1) = o)+ () + )+ () =1 om0 a2

k=1

Ikinci 6riintiide ise tek indis numaral1 elemanlarda kombinasyon ifadesinin iist kisimlar (n — 1) den
baslayip birer birer azalarak (nT_l)’ye kadar gitmektedir. Kombinasyon ifadesinin alt kisimlar1 ise

0’dan baslayip birer birer artarak (nT_l)’ye kadar ardisik olarak artmaktadir. Ornek olarak 9.
indisteki elemana ulasabilmek i¢in asagidaki sigma ve kombinasyonlu ifade yazilabilir.

5
=2 (-1) = (0)+ () + )+ () + () =3¢
2.4. Fibonacci formiilii

Tek ve ¢ift indis numarali Fibonacci sayilari i¢in farkli formiiller tek bir pargali fonksiyon ile su
sekilde ifade edilebilir:

3
Z(n—k) nEZ
k—1) ’'2
k=1
fib(n) =< 3)
n+1
5070 e
& k—1/) ’'2

Yukaridaki (3) numarali formiilii kullanilarak Fibonacci dizisinin n. elemani, kendinden 6nce gelen
elemanlarin bilinmesine gerek kalmadan kolayca hesaplanabilir. Bu sonug ile matematik alanindaki
Pascal Uggeni, Binom agilimi, Kombinasyon, Tiimevarim ve Fonksiyon konulari ile bir yéntem
onerilmektedir. Bir araya getirilen yontemler bir sema ile su sekilde gosterilebilir:

Pascal
Uggeni
(Binom)

Fonksiyonlar

Kombinasyon

Sekil 2. Projede kullanilan yontemler
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3. Karmasikhk Analizli

Onerilen yéntem zaman karmasikligi (time complexity) ve alan karmasikligi (space complexity)
acisindan avantajlidir denilebilir. Kullanilan 6zyinelemeli, Yukaridan asagi dinamik programlama,
asagidan yukar1 dinamik programlama ve Onerilen yontem arasindaki karmasiklik karsilastirmasi
asagidaki tabloda verilmektedir.

Tablo 1. Zaman ve alan Karmasikliklarinin karsilastirilmasi

Yontem Alan Karmasikhigr | Zaman Karmasikhgi
1 | Ozyinelemeli 02N + N) o(2N)
2 Dln:’:lmlk Programlama (Yukaridan 0(N) 0(N?)
asagi)
3 Dinamik Programlama (Asagidan 0(N) 0(N?)
yukart)
4 | Onerilen yontem O(N) O(N)

Fakat burada sunu belirtmek isteriz ki ilk etapta 3 numarali esitlikte verilen fonksiyon yalin olarak
incelendiginde karmagiklik O(N/2) oldugu ve katsayilar ihmal edildiginde O(N)’e doniistiigii su
sekilde goriilebilir:

n/2 n
, n—k n n—1 n—2 7
f‘b(")zkz;(k—1)=(o)+( 1 )+( 2 )+"'+ %31
ol (-1 (%)!
_O!n!+1!(n—2)!+m+(%_1)!1!

Ayrica denklem igerisinde Kombinasyon degerlerinin hesaplama maliyeti eklenmemistir. Ornegin
C(N,k) kombinasyonu igin faktoriyel hesaplanmasi yaklagik O(N) maliyetli olacaktir ve ¢aligma
zamann arttiracaktir. Ayrica Fib(N) = O(N/2*N) = O(N?) sekline doniisiir. N sayist cok biiyiik bir
tam say1 degeri almasi durumunda ise faktoriyel degerinin hesaplanmasi olduk¢a zaman alacaktir.
Ornegin 100! Sayisinin degeri NaN c¢ikacaktir. Bu durumda Kombinasyon degeri dinamik
programlama teknigi ile hesaplanip bir veri yapisinda tutulur ise tekrarli iglemler yapilmadigindan
dolay1 hesaplamalar ¢ok daha kisa siirecektir. Dinamik dizi ayn1 zamanda Paskal tiggeninin kendisi
de olabilir. Kisaca toplam karmasiklik Fib(N) = C(N) + O(N/2) = O(N) olur. Bu durumda alan
karmasikligi ise O(N) seklinde ifade edilebilir.

Bilinen en iyi Fibonacci ¢alismasinin zaman karmasikligi O(logN) seklindedir [14]. 2x2’1lik birim
matris ve Matris Zincir Carpim1 (Matrix Chain Product) yontemi kullanilarak bir matrisin N.
kuvveti alinarak hesaplanmistir ve tablo igerisinde verilerek ¢alisma zamani1 O(logN) olacak sekilde
indirgenmistir.

Goriildugi tizere ilk 3 alan karmagikligi eleman sayist ile aynidir ¢linkii her hangi bir saymnin
bulunabilmesi i¢in say1 dizisindeki ilk elemana kadar hesaplama yapilmasi gerekmektedir. Bu
hesaplamalarin tek tek hafizada kaydedilmesi gerektigi i¢in alan karmasikligi O(N)’dir. Onerilen
yontemde herhangi bir elemanin bulunmasi i¢in daha onceki elemanlarin bulunmasi ve bir hafiza
biriminde kaydedilmis olmasi1 gerekmemektedir. Zaman karmasikliginin O(N) olarak ifade edilmis
olmasi Onerilen yontemin lineer bir yapida oldugunu gostermektedir.
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Bilindigi {izere karmasiklik analizinde boliim ve ¢arpimda bulunan sabit sayilar silinmektedir ve
parametreler sonsuza giderken karekteristik agidan incelendiginde sabit sayilarin bir Gnemi
kalmamaktadir. Bu ylizden Onerilen yontem ile var olan yontemlerin karmasiklik ifadeleri
sadelestirilerek yazilmistir. Fakat deneysel uygulamalarda hesaplama zamani agisindan diger
bilinen yontemlere gore daha hizli sonuca ulasildigi goriilmiistiir.

5. Sonu¢ ve Degerledirmeler

Bircok alana ilham kaynagi olan Fibonacci serisinin n. elemanini hesaplayabilmek icin serideki (n-
1) elemanin o ana dek tek tek hesaplanmis olmas1 gerekmektedir. Normalde ilk (n-1) eleman biligim
diinyasinda 6zyinelemeli yontemle veya dinamik programlama ile bulunmaktadir. Bu c¢alismada
Paskal iicgeninde gizli bulunan Orilintiiden yararlanarak binom, tiimevarim ve kombinasyon
kullanarak matematiksel bir fonksiyon Onerilmistir. Fibonacci serisinin herhangi bir elemanini
bulmak i¢in kullanilan ve klasik bir yaklasim olan geriye doniik tiim elemanlarin hesaplanmasi
yontemine karsi zaman ve alan karmasikligi daha diisiik bir yontem oOnerilmistir. Bu yontem
sayesinde daha az zaman ve alan karmasiklig: ile ayni sonuglar daha kisa hesaplama zaman ile
bulunabilmektedir.
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